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2009年のこの研究集会で複素二次超曲面の二つの実形の交叉 ([7])について講演
した。その後、田中真紀子さんとの共同研究でコンパクト型Hermite対称空間の
二つの実形の交叉に関する結果 ([5])に拡張し、対称R空間の対蹠集合の性質を調
べる ([6])ことで、二つの実形の交叉に関する結果の一部を精密化できた。さらに
入江博さんと酒井高司さんとの共同研究でこれらの結果を利用してコンパクト型
Hermite対称空間の二つの実形に関するFloerホモロジーを求めた ([2])。今回の講
演ではこれらの結果について全体的な解説をする。

1 対蹠集合
Riemann対称空間M の点 xにおける点対称を sxで表す。M の部分集合 Sは次
の条件を満たすとき、対蹠集合という。すべての x, y ∈ Sに対して sx(y) = yが成
り立つ。Mの対蹠集合の元の個数の上限を 2-numberといい#2Mで表す。#2M

は有限の値になることがわかる。2-numberを与える対蹠集合を大対蹠集合と呼ぶ。
これらの概念はChenと長野 [1]が導入した。

2 対称R空間の対蹠集合
Riemann対称対の線形イソトロピー作用の軌道がRiemann対称空間になるとき、
これを対称R空間と呼ぶ。竹内 [4]は、Mが対称R空間ならば#2M = dim H∗(M, Z2),

が成り立つことを証明した。ここで、H∗(M, Z2)はM の係数 Z2のホモロジー群
である。

gをコンパクト半単純Lie環とし、G = Int(g)とする。gにはG不変内積 〈 , 〉を
定めておく。J ∈ g, J 6= 0を (adJ)3 = −adJ を満たす元とする。J を通るG軌道
はコンパクト型Hermite対称空間になることが知られている。逆に任意のコンパ
クト型Hermite対称空間はこのようにして得られる。

定理 2.1 (Sánchez[3], [6]) Mをコンパクト型Hermite対称空間とする。X ∈ M

におけるM の点対称を sX で表す。X, Y ∈ M に対して sX(Y ) = Y の必要十分条
件は、[X,Y ] = 0である。さらに以下の (A)、(B)が成り立つ。
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(A) 任意の対蹠集合に対して、それを含む大対蹠集合が存在する。

(B) 二つの大対蹠集合は合同になる。

M の等長変換全体の単位連結成分の元で写り合う部分集合を合同という。大対蹠
集合は g内の極大可換 Lie部分環 tによってM ∩ tという形に表現される。特に大
対蹠集合は gのWeyl群の軌道になる。

定理 2.2 ([6]) τ : M → M をコンパクト型Hermite対称空間M の対合的反正則
等長変換とし、τ の不動点集合としてM の実形 Lが定まっているとする。

Iτ : G → G ; g 7→ τgτ−1

によって、Gの自己同型 Iτ を定める。Lは J を含むと仮定する。Iτ から定まる g

の標準分解を g = l + pとする。このとき、L = M ∩ pが成り立つ。さらにLに対
して以下の (A)、(B)が成り立つ。

(A) 任意の対蹠集合に対して、それを含む大対蹠集合が存在する。

(B) 二つの大対蹠集合は合同になる。

Lの大対蹠集合は p内の極大可換部分空間 aによってM ∩ aという形に表現され
る。特に大対蹠集合は Iτ から定まる対称対のWeyl群の軌道になる。

系 2.3 ([6]) 対称R空間の対蹠集合に関して以下の (A)、(B)が成り立つ。

(A) 任意の対蹠集合に対して、それを含む大対蹠集合が存在する。

(B) 二つの大対蹠集合は合同になる。

Ad(SU(4))の対蹠集合は性質 (A)を満たさないことがわかる ([6])。

3 二つの実形の交叉
この節の内容はおもに [5]に基づいている。Hermite多様体の対合的反正則等長
変換の不動点集合を実形と呼ぶ。

定理 3.1 ([5]) Mをコンパクト型Hermite対称空間とする。Mの二つの実形L1, L2

が横断的に交わるならば、L1 ∩ L2は L1と L2の対蹠集合になる。

定理 3.2 ([5]) Mをコンパクト型Hermite対称空間とし、L1, L2, L
′
1, L

′
2をMの実

形とする。さらに、L1, L
′
1は合同であり、L2, L

′
2も合同であると仮定する。L1, L2

が横断的に交わり、L′
1, L

′
2も横断的に交わるならば、#(L1 ∩ L2) = #(L′

1 ∩ L′
2)が

成り立つ。
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系 3.3 ([6]) 定理 3.2の設定のもとで、さらに#(L1∩L2) = min{#2(L1), #2(L2)}
という条件を加えると、L1 ∩ L2と L′

1 ∩ L′
2は合同になる。

定理 3.4 ([5]) Mをコンパクト型Hermite対称空間とし、L1, L2をMの横断的に
交わる合同な実形とする。このとき、L1 ∩L2はL1とL2の大対蹠集合になる。す
なわち、#(L1 ∩ L2) = #2L1 = #2L2が成り立つ。

定理 3.5 ([5]) Mを既約コンパクト型Hermite対称空間とし、L1, L2をM内の横
断的に交わる二つの実形とする。

(1) M = GC
2m(C4m) (m ≥ 2)であり、L1はGH

m(H2m)と合同、L2は U(2m)と合
同ならば、次が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = 2m <

(
2m

m

)
= #2L1 < 22m = #2L2.

(2) それ以外の場合、L1 ∩ L2は 2-numberが小さい方の実形の大対蹠集合にな
り、次の等式が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = min{#2L1, #2L2}.

4 Floerホモロジー
この節の内容はおもに [2]に基づいている。Floerホモロジーに関する文献につ
いては [2]の文献表を参照。

定理 4.1 ([2]) Mを既約コンパクト型Hermite対称空間とし、L0, L1をMの横断
的に交わる実形とする。このとき、L0, L1に関する Z2係数 Floerホモロジーは

HF (L0, L1 : Z2) =
⊕

p∈L0∩L1

Z2p

となる。つまり、交叉 L0 ∩ L1そのものが FloerホモロジーHF (L0, L1 : Z2)の生
成元となる。

Floerホモロジーのチェインは

CF (L0, L1) =
⊕

p∈L0∩L1

Z2p

によって定まり、その境界作用素 ∂ : CF (L0, L1) → CF (L0, L1)は

∂(p) =
∑

q∈L0∩L1

n(p, q) · q
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で定まる。ここで、n(p, q)は p, q, L0, L1を境界条件にする正則写像の同値類の個
数をmod-2で数えたものである。このとき、∂ ◦ ∂ = 0が成り立ち、Floerチェイ
ン複体 (CF (L0, L1), ∂)が構成され、商加群

HF (L0, L1 : Z2) := ker(∂)/im(∂)

が定義できる。これを L0, L1に関する Z2係数Floerホモロジー群という。
定理 4.1の設定のもとで、p ∈ L0 ∩ L1に対して点対称 spは p, q, L0, L1を境界条
件にする正則写像の同値類の全体に自由なZ2作用を誘導する。特にその個数は偶
数になり n(p, q) = 0となる。よって、境界作用素は ∂ = 0となって、次の等式を
得る。

HF (L0, L1 : Z2) = CF (L0, L1) =
⊕

p∈L0∩L1

Z2p

上記議論は Floerホモロジーが定義できれば適用可能なので、M が既約ではない
場合でも同様の結論を得られる。詳細は [2]参照。
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