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概要

リーマン多様体への等長的作用は, すべての軌道と垂直に交わる完備閉部分多様体が存在す

るとき，polar 作用と呼ばれる. 複素双曲空間への polar 作用で特異軌道を持たない (すなわ

ち軌道全体が foliation をなす)ものは J. Berndt と J. C. Dı́az-Ramoz によって分類された.

本稿では, そのような作用の幾何について得られた結果を紹介する. 尚, 本稿の結果のいくつか

は広島大学の田丸博士氏, 橋永貴弘氏との共同研究に基づく.

1 導入

我々は非コンパクト型対称空間内の等質部分多様体, すなわち等長的な群作用の軌道の幾何に興

味を持っている. 本稿では次の作用を扱う.

定義 1.1. M を連結 Riemann 多様体, H をM の等長変換群の連結閉部分群とする. このとき,

等長的作用 H ↷ M が

(1) polar であるとは, あるM の完備連結閉部分多様体 Σが存在して, すべての H-軌道が Σと

交わり, 直交すること (このような Σを section と呼ぶ),

(2) hyperpolar であるとは, polar であり, かつ section Σが平坦であること,

(3) 余等質性 1 であるとは, 余次元 1 の軌道が存在すること.

注意 1.2. M が対称空間ならば, M への余等質性 1 作用は hyperpolar であることが知られてい

る ([6]). 定義から hyperpolar 作用は polar 作用であるので, polar 作用は余等質性 1 作用のある

種の一般化と捉えることができる.

注意 1.3. これらの群作用は等質部分多様体の典型例を供給する. 実際, 余等質性 1 作用の主軌道

は明らかに等質超曲面であり, また polar 作用の主軌道は等径部分多様体であることが知られて

いる.

また軌道を分類する際は, 次の同値関係の元で行う.
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定義 1.4. Riemann 多様体M への等長的作用 H ↷ M , および H ′ ↷ M が 軌道同値 であると

は, 全ての H-軌道を H ′-軌道に移す等長変換が存在すること.

我々の目的はこれらの群作用について, その性質や軌道の幾何を調べることである. 本稿では, 特

に特異軌道を持たない (すなわち軌道全体が foliation をなす)群作用についてのみ考える.

2 実双曲平面への余等質性 1 作用

ここでは, 実双曲平面 RH2 := {z ∈ C | Im z > 0}への余等質性 1 作用について述べる. 特に,

特異軌道を持たない余等質性 1 作用は軌道同値を除いて 2 個存在すること, さらにその軌道の極小

性について紹介する.

まず RHn には SL2(R)が一次分数変換(
a b
c d

)
.z =

az + b

cz + d
(ad− bc = 1, z ∈ RHn). (2.1)

で作用していることから, RH2 = SL2(R)/SO(2) という等質空間表示を得る (このとき SO(2) は

z =
√
−1の固定部分群). ここで, SL2(R)の部分群 A,N, S を次のように定める:

A :=

{(
a 0
0 a−1

)
| a > 0

}
, (2.2)

N :=

{(
1 b
0 1

)
| b ∈ R

}
, (2.3)

S := AN =

{(
a b
0 a−1

)
| a > 0, b ∈ R

}
. (2.4)

このとき, S は SL2(R)の岩澤分解の可解部分であり, RH2 に単純推移的に作用する. また A,N は

S の余次元 1 部分群である.

さて, RH2 への特異軌道を持たない余等質性 1 作用は, S の余次元 1 部分群の作用に軌道同値で

ある. よって, RH2 への特異軌道を持たない余等質性 1 作用を分類するためには, S の余次元 1 部

分群を分類すればよいが, S の余次元 1 部分群は N , Aのいずれかに共役なので, 次を得る.

命題 2.1. RH2 への特異軌道を持たない余等質性 1 作用は, N -作用と A-作用のいずれかに軌道同

値である.

したがって, RH2 への特異軌道を持たない余等質性 1 作用の軌道について調べるためには, N -

軌道と A-軌道について調べれば十分である.

以下, N -作用, A-作用の軌道について, 知られている結果を紹介する. まずそれぞれの作用の軌

道を上半平面に図示すると, 次のようになる:
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更に, 軌道の極小性ついては次が成り立つ.

命題 2.2. N -作用, 及び A-作用について, 次が成り立つ:

(1) N -作用のすべての軌道は互いに等長的に合同であり, かつ極小ではない,

(2) A-作用は極小軌道を唯一持つ.

注意 2.3. N -作用の軌道はホロ円とよばれる. また, A-作用の唯一の極小軌道は A.
√
−1 であり,

これは全測地的 RH1 である.

3 複素双曲空間への polar 作用

複素双曲空間 CHn への群作用やその軌道の幾何は盛んに研究されている ([1], [2], [3]). 特に, 特

異軌道を持たない polar 作用については [2] で分類され, それらは大きく 2 種類, 正確には軌道同

値を除いて 2n− 1個存在することが示されている. ここでは, CHn への polar 作用に関する先行

研究について述べる.

まず複素双曲空間 CHn の可解モデルを定義する. S を SU(1, n)の岩澤分解の可解部分, sをそ

の Lie 代数とする. このとき sには次の関係式を満たす基底 {A0, X1, Y1, . . . , Xn−1, Yn−1, Z0}が
存在する:

[A0, Xi] = (1/2)Xi, [A0, Yi] = (1/2)Yi, [A0, Z0] = Z0, [Xi, Yi] = Z0. (3.1)

また s には上記の基底を正規直交とする内積 ⟨, ⟩ を入れる (このとき, S は CHn に単純推移的に

作用し, S に ⟨, ⟩に対応する左不変計量を入れた空間は CHn と等長的になる). このように定めた

(s, ⟨, ⟩) を CHn の可解モデルと呼び, CHn と同一視する.

次に CHn への特異軌道を持たない polar 作用の分類について述べる.

定義 3.1. Nb, Sb を, それぞれ次の Lie 代数 nb, sb に対応する S の連結 Lie 部分群とする:

nb := s⊖ span{A0, X1, . . . , Xb−1} (b ∈ {1, . . . , n}),
sb := s⊖ span{X1, . . . , Xb} (b ∈ {1, . . . , n− 1}).

注意 3.2. CHn への Nb-作用, Sb-作用はいずれも, すべての軌道の余次元が b である.

定理 3.3 ([2]). CHn への特異軌道を持たない非自明な polar 作用は, 次の作用のいずれかに軌道

同値である:



(i) Nb-作用 (ただし, b ∈ {1, . . . , n}),
(ii) Sb-作用 (ただし, b ∈ {1, . . . , n− 1}).

CHn への hyperpolar 作用は余等質性 1 作用である. また, CHn への特異軌道を持たない余等

質性 1 作用は [3] で分類されているが, CHn への余等質性 1 作用は polar なので, 定理 3.3 から

も従う.

系 3.4 (cf. [3]). CHn への特異軌道を持たない余等質性 1 作用は, N1-作用か S1-作用のいずれか

に軌道同値である.

最後に, CHn への特異軌道を持たない余等質性 1 作用の軌道の幾何に関する先行研究について

述べる.

定理 3.5 ([1], [4]). N1-作用, 及び S1-作用について, 次が成り立つ:

(1) N1-作用のすべての軌道は互いに等長的に合同であり, かつ極小ではない,

(2) S1-作用は極小軌道を唯一持つ.

注意 3.6. o を CHn の原点とするとき, 軌道 N1.o, S1.o はそれぞれホロ球面, 等質極小線織超曲

面と呼ばれる.

4 主結果

ここでは, CHn への特異軌道を持たない polar 作用の軌道について, 得られた結果について述べ

る. 定理 3.3 から, それらの軌道について調べるためには, 各 Nb-軌道, Sb-軌道について調べれば

十分である.

4.1 軌道の極小性

まず Nb-作用, 及び Sb-作用について調べることで定理 3.5 を拡張することができた.

定理 4.1 ([7]). Nb-作用, 及び Sb-作用について, 次が成り立つ:

(1) 各 b ∈ {1, . . . , n}に対して, Nb-作用のすべての軌道は互いに等長的に合同であり, かつ極小で

はない,

(2) 各 b ∈ {1, . . . , n− 1}に対して, Sb-作用は極小軌道を唯一持つ.

証明の概略を述べる (証明の方針は定理 3.5 (b = 1の場合)と同様である).

まず, Nb-作用については Lie 代数 nb が sのイデアルであることから軌道の合同性が従う (軌道

の合同性については [8] を参照). よって, Nb-作用の軌道の幾何を調べるためには原点軌道 Nb.oに

ついて調べれば十分であり, Nb.oが極小でないことから定理 4.1 (1)が示される.



次に, Sb-作用の場合を考える. この場合, 次の補題が成り立つ:

補題 4.2 ([7]). 各 b ∈ {1, . . . , n − 1} に対して, 次が成り立つ: 任意の点 p ∈ CHn に対して, あ

る φ ∈ [0, π/2)が存在して, Sb.pと Sb(φ).oに等長的合同である. ここで, Sb(φ)は次の Lie 代数

sb(φ) に対応する S の連結 Lie 部分群:

sb(φ) := s⊖ span{cos(φ)X1 + sin(φ)A0, X2, . . . , Xb−1} (φ ∈ [0, π/2]). (4.1)

よって, Sb-作用の軌道の幾何を調べるためには原点軌道 Sb(φ).oについて調べれば十分であり,

次の結果から定理 4.1 (2)が示される.

命題 4.3 ([7]). 各 b ∈ {1, . . . , n− 1}に対して, 次が成り立つ: Sb(φ).o (φ ∈ [0, π/2))が極小であ

るための必要十分条件は φ = 0.

4.2 等質 Ricci solition Lie 超曲面

CHn への特異軌道を持たない余等質性 1 作用, すなわちN1-作用, 及び S1-作用の軌道は Lie 超

曲面と呼ばれる. CHn 内の Lie 超曲面の幾何 (極小性や曲率)については [1], [4] で研究されてい

る. ここでは, CHn 内の Lie 超曲面で Ricci soliton であるものの分類結果について述べる. まず

Ricci soliton の定義を復習をする.

定義 4.4. Riemann 多様体 (M, g)が Ricci soliton であるとは, 定数 c ∈ R および完備ベクト
ル場 X ∈ X(M) が存在して, Ricci テンソル ricg が次を満たすことである:

ricg = cg + LXg. (4.2)

Ricci soliton 多様体は定義から分かるように Einstein 多様体の一般化であり, 多くの研究がな

されている. 例えば, [9] では CHn 内のホロ球面N1.oが Ricci soliton であることが示されている.

我々は CHn 内の Lie 超曲面で Ricci soliton であるものを分類した. 次の結果は田丸博士氏, 橋

永貴弘氏との共同研究によるものである.

定理 4.5 ([5]). CHn 内の Lie 超曲面 が Ricci soliton であるための必要十分条件は,

(1) ホロ球面 N1.oに等長的合同, または,

(2) n = 2, かつ等質極小線織超曲面 S1.oに等長的合同.

証明の概略を述べる. 前の小節の議論から, CHn 内の Lie 超曲面の幾何を調べるためには

S1(φ).o (φ ∈ [0, π/2])について調べれば十分である. S1(φ).oは可解 Lie 群 S1(φ)に然るべき左

不変計量を入れた空間と等長的であることから, これらを同一視する. 特に, S1(φ)が完全可解であ

ることから, 次の定理が適用できる.

補題 4.6 ([10]). Gを単連結 Lie 群, g を G上の左不変計量とする. このとき, Gが完全可解であ

るならば, (G, g)が (左不変) Ricci soliton であることと, 代数的 Ricci soliton であることは同値



である.

ここで, 単連結 Lie 群 (G, g) が 代数的 Ricci soliton であるとは, 定数 c ∈ R および D ∈
Der(g) が存在して, Ricci 作用素 Ricg が次を満たすことである:

Ricg = c · id+D. (4.3)

補題 4.6 により, 定理 4.5 を証明するためには S1(φ) が代数的 Ricci soliton であるかどうか

を調べればよい. 特に, Lie 超曲面 S1(φ) の Ricci 作用素は [4] で明示的に計算されているので,

Der(s1(φ))について調べることで我々の結果を得る.
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