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1 導入

Rn内の超曲面の族 {Γ(t)}0≤t<∞が平均曲率流であるとは, その超曲面の速度 VΓが以下で

表されることである.

VΓ = H on Γ(t), t ≥ 0 (1)

ここでH は Γ(t)の平均曲率ベクトルである. 本研究では, 平均曲率は主曲率を足し合わせ

たもので定義する.

まず平均曲率流の弱解について既存の結果について一部を紹介する. Brakkeは幾何学的

測度論を用いてBrakkeの平均曲率流と呼ばれる弱解 (Brakkeの不等式を満たすバリフォー

ルド)の存在を示した [2]. また Evans-Spruckはレベルセット法を用いて平均曲率流の粘性

解と呼ばれる弱解の存在を示した [4]. 同時期に Chen-Giga-Gotoは平均曲率流を含む放物

型方程式の粘性解の存在を示した [3]. Brakkeの平均曲率流とレベルセット法を用いて得る

粘性解には関係があり, 殆ど至る所の高さのレベルセットにおける粘性解は Brakkeの平均

曲率流であることが知られている [4]. 即ち, ある意味ではBrakkeの弱解のクラスはレベル

セット法により得られる弱解を含むといえる.

本研究では以下の移流項付き平均曲率流のBrakkeの意味での弱解について考える. Rn内

の超曲面の族 {Γ(t)}0≤t<∞が移流項付き平均曲率流であるとは, その超曲面 Γ(t)の速度 VΓ

が以下で表されることである.

VΓ = (u · ν)ν +H on Γ(t), t ≥ 0 (2)

ここで ν = (ν1, ν2, . . . , νn)は Γ(t)の単位法線ベクトル, u : Rn × [0,∞) → Rnは与えられた

ベクトル値関数である. 右辺第 1項を移流項と呼ぶ.

もしある関数w = w(x, t)が存在して曲面 Γ(t)が Γ(t) = {(x′, w(x′, t)) ∈ Rn : x′ ∈ Rn−1}
とグラフ表示出来たとすれば, (2)と同値な条件として次の準線形放物型偏微分方程式が得

られる.

∂tw√
1 + |∇w|2

= div

(
∇w√

1 + |∇w|2

)
+ u(x,w, t) · (−∇w, 1)√

1 + |∇w|2
(3)



実際, Γ(t)がグラフであることから,

ν =
(−∇w, 1)√
1 + |∇w|2

, H · ν = div

(
∇w√

1 + |∇w|2

)
, V · ν =

∂tw√
1 + |∇w|2

が得られる.

本研究の目的は, 任意の空間次元 n ≥ 2での弱解の存在と, その正則性の証明である. 先

行結果として, Liu-Sato-Tonegawa [9]が空間次元 n = 2, 3, u ∈ Lp
loc([0,∞); (W 1,p(Ω))n)かつ

p > n+1
2
での移流項付き平均曲率流の弱解の存在を幾何学的測度論とフェイズフィールド法

によって示したことが挙げられる. ここでΩ = Tn = (R/Z)n とした.

2 Brakkeの平均曲率流の定義

平均曲率流の弱解の定義にはいくつか方法があるが, 本研究では Brakkeによる平均曲率

流の弱解の定義を採用する. 定義には幾何学的測度論の知識が必要なため, ここであわせて

紹介する.

2.1 バリフォールド (varifold, [2, 5, 11]参照)

A,B ∈ Rn2
に対し,

A : B =
∑
i,j

AijBij and |A| =
√
A : A

とする. Gk(Rn)をRn内の k次元グラスマン多様体と定義する (原点を通る k次元平面全体

の集合と思って差し支えない).

Rn上の測度 µと νについて, 任意の可測集合A ⊂ Rnに対して ν(A) = 0ならば µ(A) = 0

が成り立つとき µ ≪ ν (µは νに対して絶対連続)と定義する.

定義 2.1 (バリフォールド). V がRn ×Gk(Rn)上のRadon測度であるとき, V ∈ Vk(Rn)と

定義する. このときバリフォールド V のmass measure ∥V ∥を ∥V ∥(A) := V (A × Gk(Rn))

(A ∈ Rn, AはBorel集合)で定義する.

S ∈ Gn−1(Rn)とする. このとき S を Rn から S への正射影と同一視する. この場合

S = I − (νiνj)と表現できる. ただし, I は n × n行列の単位行列, νは Sの単位法線ベクト

ルである.

V ∈ Vk(Rn)に対して, V の第 1変分 δV を以下で定義する.

δV (g) :=

∫
Rn×Gk(Rn)

∇g(x) : S dV (x, S). (4)

ここで, g = (g1, . . . , gn) ∈ (C1
c (Rn))nである (各 i = 1, . . . , nに対して gi ∈ C1

c (Rn)). 任意

の可測集合A ⊂ Rnに対し ∥δV ∥(A) := sup{δV (g) | g ∈ (C1
c (Rn))n, |g| ≤ 1, supp g ⊂ A}と

して ∥δV ∥を定義する. ∥δV ∥を Rn上の Radon測度とみなせ, かつ ∥δV ∥ ≪ ∥V ∥であると



き, generalized mean curvature vector H (一般化された平均曲率ベクトル)が存在して任意

の g ∈ (Cc(Rn))nに対して以下が成り立つ.

δV (g) = −
∫
Rn

g(x) ·H(x) d∥V ∥(x). (5)

注意 2.2. ∥δV ∥は一般には測度になるとは限らない. しかし [11]の定理 4.1より, 任意のコ

ンパクト集合K ⊂ Rnに対して ∥δV ∥(K) < ∞を満たすならば, ∥δV ∥は測度に拡張でき, そ

の測度に対し殆ど至る所長さ 1のベクトル値関数 ν : Rn → Rnが存在して

δV (g) =

∫
Rn

g · ν d∥δV ∥

が任意の g ∈ (Cc(Rn))n について成り立つ. さらに ∥δV ∥ ≪ ∥V ∥である場合は Radon-

Nikodymの定理からRadon-Nikodym導関数 ∥δV ∥/∥V ∥が存在して

δV (g) =

∫
Rn

g(x) · ν∥δV ∥/∥V ∥ d∥V ∥(x)

が成り立つ. よって generalized mean curvature vector H が存在し, H = −ν∥δV ∥/∥V ∥と
なる.

注意 2.3. なめらかな超曲面M ⊂ Rnに対して自然なバリフォールド V ∈ Vn−1(Rn)を以下

で定めることができる.∫
Rn×Gn−1(Rn)

ϕ(x, S) dV (x, S) =

∫
Rn

ϕ(x, TxM) dHn−1⌊M(x) for ϕ ∈ Cc(Rn×Gn−1(Rn)).

ここで, TxM は xにおけるM の接平面, Hn−1⌊M はM に制限された (n − 1)次元ハウスド

ルフ測度である.

また, M が閉超曲面であるならば, このバリフォールド V に対して (5)を満たすHとM

の平均曲率ベクトルは一致する. 即ちHは平均曲率ベクトルの一般化となっている.

2.2 修正可能集合と概接平面

滑らかな曲面を含む広いクラスの集合を平均曲率流の解として捉えるために, 以下の修正

可能集合と概接平面を導入する. 大雑把に説明すると, 概接平面とは測度論を用いて定義さ

れる接平面の一般化であり, 修正可能集合とは, C1級の曲面で近似でき, ほとんど至る所概

接平面が存在する集合である.

定義 2.4 (修正可能集合 ([11]参照)). Rn内に埋め込まれたあるC1級 k次元部分多様体の列

{Mi}∞i=1 が存在して Hk(M \ ∪∞
i=1 Mi) = 0となるとき, M ⊂ Rnは k次元修正可能集合であ

るとよぶ.

例 2.5. An := {x : −1/n ≤ x ≤ 1/n} × {−1/n, 1/n} ∪ {−1/n, 1/n} × {x : −1/n ≤ x ≤
1/n} ∈ R2(辺の長さが 2/nの正方形)は 1次元修正可能集合である. また ∪∞

n=1Anもまた 1

次元修正可能集合である.



定義 2.6 (概接平面 ([11]参照)). M ⊂ Rnが k次元修正可能集合であると仮定する. P ∈
Gk(Rn)に対し

lim
λ↓0

∫
ηx0,λ(M)

f(y) dHk(y) =

∫
P

f(y) dHk(y)

がすべての f ∈ Cc(Rn)について成り立つとき, P をM に対し x0における概接平面とよぶ.

ここで ηx0,λ(x) =
1
λ
(x− x0)とした. 特にM に x0における接平面が存在する場合, それは概

接平面と一致する. さらに, Rn上のRadon測度 µに対しても以下のように概接平面を定義

する. µx0,λ(A) = λ−kµ(x+ λA) (A ⊂ Rn)とする. P ∈ Gk(Rn)が x0における µの概接平面

であるとは, ある定数 θ(x0)が存在して

lim
λ↓0

∫
Rn

f(y) dµx0,λ(y) = θ(x0)

∫
P

f(y) dHk(y)

が任意の f ∈ Cc(Rn)について成り立つときである.

注意 2.7. M ⊂ Rnが k次元修正可能集合かつHk(M) < ∞であるとき, Hk-a.e.で概接平面

が存在する. この事実により, 注意 2.3の議論を, M を修正可能集合に置き換えることがで

きる. つまり, 修正可能集合M ⊂ RnとRadon測度 µ = θHn−1⌊M (θ ∈ L1
loc(Hn−1⌊M))に対

して自然なバリフォールド V ∈ Vn−1(Rn)を以下で定めることができる.∫
Rn×Gn−1(Rn)

ϕ(x, S) dV (x, S) =

∫
Rn

ϕ(x, Txµ) dµ(x) for ϕ ∈ Cc(Rn ×Gn−1(Rn)). (6)

ここで, Txµは xにおける µの概接平面であり, この場合 Txµは xにおけるMの概接平面と

一致している. また, µ = ∥V ∥である. 一方, バリフォールド V ∈ Vk(Rn)に対し修正可能集

合M ⊂ RnとRadon測度 µ = θHn−1⌊M (θ ∈ L1
loc(Hn−1⌊M))が存在して (6)が成り立つとき

V を rectifiable varifold, 特に θの値域が Nに含まれるとき integral varifoldとよぶ. Radon

測度 µ に対しても修正可能集合M ⊂ Rnが存在して µ = θHn−1⌊M (θ ∈ L1
loc(Hn−1⌊M))と

なるとき, rectifiableとよぶ (integralも同様).

2.3 移流項付き平均曲率流の弱解の定義 ([2, 9]参照)

ここでは平均曲率流の弱解の定義とそのモチベーションについて説明する. {Γ(t)}t≥0は

滑らかであり速度 V で動く曲面であると仮定する. このとき任意の ϕ ∈ C1
c (Rn;R+)に対し

以下が成り立つ.

d

dt

∫
Γ(t)

ϕ dHn−1 =

∫
Γ(t)

(−Hϕ+∇ϕ) · V dHn−1. (7)

この事実を, 簡単のため Γ(t)がグラフであると仮定して示す. ある関数 w = w(x, t)が存在

して曲面 Γ(t)が Γ(t) = {(x′, w(x′, t)) ∈ Rn : x′ ∈ Rn−1}とグラフ表示出来たと仮定する. こ

の証明では便宜上 x = (x′, xn) ∈ Rn−1 × R, ∇ = (∂x1 , . . . , ∂xn−1), D = (∇, ∂xn), v = V · ν,



h = H · νとおく. 部分積分より

d

dt

∫
Γ(t)

ϕ(x) dHn−1(x) =
d

dt

∫
Rn−1

ϕ(x′, w(x′, t))
√

1 + |∇w(x′, t)|2 dx′

=

∫
Rn−1

∂xnϕ∂tw
√

1 + |∇w|2 + ϕ
∇w · ∇∂tw√
1 + |∇w|2

dx′

=

∫
Rn−1

(
∂xnϕ

√
1 + |∇w|2 − ϕdiv

( ∇w√
1 + |∇w|2

)
−∇(ϕ(x′, w)) · ∇w√

1 + |∇w|2
)
∂tw dx′

=

∫
Rn−1

(
∂xnϕ

√
1 + |∇w|2 − ϕh− (∇ϕ+ ∂xnϕ∇w) · ∇w√

1 + |∇w|2
)
v
√
1 + |∇w|2 dx′

=

∫
Γ(t)

(
− ϕh+Dϕ · (−∇w, 1)√

1 + |∇w|2
)
v dHn−1

=

∫
Γ(t)

(−Hϕ+Dϕ) · V dHn−1

が得られる. ここで dHn−1(x) =
√
1 + |∇w(x′, t)|2 dx′, ν = (−∇w,1)√

1+|∇w|2
, h = div

(
∇w√

1+|∇w|2

)
,

v = ∂tw√
1+|∇w|2

を使った.

2

次に V は (2)を満たすと仮定する. これより, 任意の t > 0と任意の ϕ ∈ C1
c (Rn;R+)に

対し
d

dt

∫
Γ(t)

ϕ dHn−1 ≤
∫
Γ(t)

(−Hϕ+∇ϕ) · {H + (u · ν)ν} dHn−1 (8)

が成り立つ. また, この式を少し弱めた形

lim sup
s→t

∫
Γ(t)

ϕ dHn−1 −
∫
Γ(s)

ϕ dHn−1

t− s
≤
∫
Γ(t)

(−Hϕ+∇ϕ) · {H + (u · ν)ν} dHn−1 (9)

も成り立つ. (8), (9)はBrakkeの不等式とよばれ, この不等式を一般化した形で弱解を定義

する. (8)は等号で成り立つが, 次の事実から不等号としてある.

命題 2.8. {Γ(t)}t≥0が滑らかであると仮定する. このとき (2)と (8)は同値である.

証明. (2)から (8)は明らか. 逆を証明しよう. 曲面Γ(t)の速度をV とする. V = H+(u ·ν)ν
であることを示せばよい. (7)と (8)より,

0 ≤
∫
Γ(t)

(−Hϕ+∇ϕ) · {H + (u · ν)ν − V } dHn−1 (10)

が得られる. ϕ ≥ 0を満たす ϕ ∈ C∞
c (Rn)を一つ固定する. さらに ϕr(x) = r−n+2ϕ(x/r)と定

義する. 任意の x0 ∈ Γ(t)を一つ固定する. (10)の ϕ(x)に ϕr(x− x0)を代入すると,

0 ≤
∫
Γ(t)

(−Hϕr(x− x0) +∇ϕr(x− x0)) · {H + (u · ν)ν − V } dHn−1

→
∫
Tx0

∇ϕ dHn−1 · {H + (u · ν)ν − V }
∣∣∣
x=x0

as r ↓ 0



が得られる. ここで Tx0は x0における Γ(t)の接平面とした. ϕは任意であったため,∫
Tx0

∇ϕ dHn−1 = −{H + (u · ν)ν − V }
∣∣∣
x=x0

となるものを選べば任意の x ∈ Γ(t)に対し

0 ≤ −|H + (u · ν)ν − V |2

となり V = H + (u · ν)νを得る. よって (2)と (8)は同値である.

µをRn上のRadon測度, u ∈ (W 1,2(Ω))n, ϕ ∈ C2(Ω;R+)とする. ある (n− 1)次元修正可

能集合M とある関数 θ : M → Nに対して µ = θHn−1⌊M を満たし, µから自然に定義される

バリフォールドに対する generalized mean curvature vector H が存在して H ∈ (L2(µ))nを

満たし, supr∈(0, 1
2
),x∈Ω

µ(Br(x))
ωn−1rn−1 < ∞であるとき

B(µ, u, ϕ) :=
∫
Ω

(−ϕH +∇ϕ) · {H + (u · ν)ν} dµ

と定義する. それ以外はB(µ, u, ϕ) := −∞と定義する. ここでL2(µ) = {f :
∫
|f |2 dµ < ∞},

Br(x) := {y ∈ Rn : |x− y| < r}, ωn−1は (n− 1)次元単位球の体積とした.

本研究では, Brakkeの弱解を以下で定義する (論文によって定義が異なることが多い事に

注意).

定義 2.9 (弱解の定義). T > 0, Γ0を (n− 1)次元修正可能集合とする. バリフォールドの族

{Vt}0≤t≤T ∈ Vn−1(Rn)に対し以下が成り立つとき {Vt}0≤t≤T を, Γ0を初期値とするBrakke

の移流項付き平均曲率流という:

1. ∥V0∥ = Hn−1⌊Γ0かつ任意の t ∈ [0, T ]に対し ∥Vt∥はRadon測度である. さらに a.e. t

に対し以下が成り立つ. Vtは integral, 即ちある関数 θt : Rn → Nと (n− 1)次元修正可

能集合 Γ(t)が存在して ∥Vt∥ = θtHn−1⌊Γ(t)が成り立つ. さらに Vtは generalized mean

curvature vector Hを持つ.

2. (Brakkeの不等式) ∫
Γ(t)

ϕ d∥Vt∥
∣∣∣t2
t=t1

≤
∫ t2

t1

B(∥Vt∥, u(·, t), ϕ) dt (11)

が任意の t1, t2 (0 ≤ t1 < t2 ≤ T )と任意の ϕ ∈ C1
c (Rn;R+)に対して成り立つ.

注意 2.10. θtは多重度 (multiplicity)と呼ばれ, 曲面の多重度を表す関数である.

注意 2.11. 次の平均曲率流の古典解についてBrakkeの弱解を考察する.

R > 0, r(t) =
√
R2 − 2(n− 1)t (t ∈ [0, R2

2(n−1)
]), Γ(t) = {x ∈ Rn : |x| = r(t)} (t ∈

[0, R2

2(n−1)
])とおく. このとき {Γ(t)}

t∈[0, R2

2(n−1)
)
は平均曲率流 (u = 0)の古典解になっている

(t = R2

2(n−1)
ではΓ(t)は 1点となるためV が定義できないことに注意 ). さらに時刻 t > R2

2(n−1)

における Γ(t)を Γ(t) = ∅で定義する. このとき {Γ(t)}t≥0から自然に定義されるバリフォー

ルド {Vt}t≥0がBrakkeの弱解になっていることを確かめる. まず, t ∈ (0, R2

2(n−1)
)では古典解

であるから
d

dt

∫
Γ(t)

ϕ dHn−1 =

∫
Γ(t)

(−Hϕ+∇ϕ) ·H dHn−1 (12)



が任意の t ∈ (0, R2

2(n−1)
)と任意のϕ ∈ C1

c (Rn;R+)に対して成り立つ. よって,任意の t1, t2 (0 ≤
t1 < t2 <

R2

2(n−1)
)と ϕ ∈ C1

c (Rn;R+)に対して, ∥Vt∥ = Hn−1⌊Γ(t), u = 0として (11)が成り立

つ. また, s ≥ R2

2(n−1)
のときは, Vs = 0として∫

Γ(t)

ϕ d∥Vt∥
∣∣∣
t=s

= 0,

∫ s

R2

2(n−1)

B(∥Vt∥, 0, ϕ) dt = 0 (13)

が任意の ϕ ∈ C1
c (Rn;R+)に対して成り立つ. (12),(13)より任意の 0 ≤ t1 < t2 < ∞と

ϕ ∈ C1
c (Rn;R+)に対して (11)が成り立つ.

3 主結果

ここでは, 移流項付き平均曲率流の弱解の存在と正則性について得られた結果を述べる

( [12]参照). 次の結果は [9]の拡張である.

定理 3.1. n ≥ 2, q > 2, p > n
2
· q
q−1

, Ω = Tnとする. n = 2のときはさらに p ≥ 4
3
を仮定

する.

u ∈ Lq
loc([0,∞); (W 1,p(Ω))n)

とし, Ω+(0) ⊂ Ω は C1 級の境界 Γ0 を持つと仮定する. このときバリフォールドの族

{Vt}t∈[0,∞) と φ ∈ BVloc(Ω × [0,∞)) ∩ L∞
loc([0,∞);BV (Ω)) ∩ C

1
2
loc([0,∞);L1(Ω)) が存在し

て以下が成り立つ:

(a) Γ0を初期値とするBrakkeの移流項付き平均曲率流の大域解 {Vt}0≤t<∞が存在する. さ

らに B(∥Vt∥, u(·, t), ϕ) ∈ L1
loc([0,∞))が成り立つ.

(b) 関数 φは以下を満たす.

(1) φ(·, t) = ±1 a.e. on Ωがすべての t ∈ [0,∞)に対して成り立ち,

(2) φ(·, 0) = χΩ+(0) − χΩ\Ω+(0) a.e. on Ω,

(3) spt |∇χ{φ(·,t)=1}| ⊂ spt ∥Vt∥がすべての t ∈ [0,∞)に対して成り立つ.

(c) ある時刻 T1 = T1(∥u∥Lq([0,1];(W 1,p(Ω))n),Ω
+(0), n, p, q) ≤ 1が存在して ∥Vt∥は a.e. t ∈

[0, T1]で unit densityを持つ. 即ち θt ≡ 1 a.e. t ∈ [0, T1]. さらに, |∇χ{φ(·,t)=1}| = ∥Vt∥
が a.e. t ∈ [0, T1]について成り立つ.

注意 3.2. 解の構成方法にはAllen-Cahn方程式の解の特異極限を用いる (フェイズフィール

ド法 ). 定理 3.1の φがその極限に対応する. (c)は, ラフにいうと “初期時刻から少しの間

は曲面同士が重ならない”ということを表している.

定理 3.3. 定理 3.1の {Vt}t∈[0,∞)は以下を満たす:

1. 任意の t1, t2 (0 ≤ t1 < t2 < ∞)と任意の ϕ ∈ C3(Ω× [0,∞);R+)に対して

∥Vt2∥(ϕ)− ∥Vt1∥(ϕ) ≤
∫ t2

t1

(∫
Ω

∂ϕ

∂t
(·, t) d∥Vt∥

)
+ B(∥Vt∥, u(·, t), ϕ(·, t)) dt (14)

が成り立つ.



2. すべての T > 0に対して

sup
t∈[0,T ],x∈Ω,0<r< 1

2

∥Vt∥(Br(x))

ωn−1rn−1
< ∞

が成り立つ.

注意 3.4. 定理 3.1の初期値のΓ0 = ∂Ω+(0)の正則性はC1よりも弱くすることができる. 定

理 3.1と定理 3.3の結論は以下の Γ0についても同様に成り立つ:

Hn−1(Γ0) < ∞とし, C3級の境界 Γi
0を持つ領域の列Ω+(0)iが存在して

sup
i∈N,0<r< 1

2
,x∈Ω

Hn−1(Br(x) ∩ Γi
0)

ωn−1rn−1
,

lim
i→∞

Ln(Ω+(0)△ Ω+(0)i) = 0,

lim
i→∞

|∇χΩ+(0)i| = |∇χΩ+(0)| as measures

(15)

を満たす. さらに, 定理 3.1の (c)を示すには

sup
0<r<R,x∈Ω

|∇χΩ+(0)|(Br(x))

ωn−1rn−1
≤ 1 + o(R) (16)

の仮定をすれば十分である.

注意 3.5. 弱解の正則性については, Kasai-Tonegawaの結果を用いることによって示すこと

ができる [8]. これは, ラフに言うと “殆ど至る所の点 x ∈ Γ(t)についてその近傍で Γ(t)が

C1,α級曲面”となる結果である.

定理 3.6. {µt}t≥0は定理 3.1のものとする.

(1) ある開集合 U ∈ Ωと区間 (t1, t2)が存在して, a.e. t ∈ (t1, t2)について ∥Vt∥ が U 上で

unit densityが成り立つと仮定する. このとき a.e. t ∈ (t1, t2)に対しHn−1(Gt) = 0を

満たすある閉集合Gt ⊂ Uが存在して (U ∩ spt ∥Vt∥) \GtはC1,ζ級である. ここで ζは

p < nのとき ζ = 2− n
p
− 2

q
, p ≥ nのときは任意の ζ ∈ (0, 1− 2

q
)とした.

(2) ある定数 T2 > 0が存在してすべての t ∈ (0, T2)に対して spt ∥Vt∥はC1,ζ級である.

(3) uが以下を満たすと仮定する.

sup
Ω×[0,T ]

|u|+ sup
x,y∈Ω,0≤t1<t2≤T

|u(x, t1)− u(y, t2)|
max{|x− y|α, |t1 − t2|α/2}

< ∞ for all 0 < T < ∞.

このとき (1)と (2)のC1,ζをC2,αに変えても成り立つ.

4 証明の方針

主定理についての詳しい証明は省くが, 証明の方針や, 証明に必要な手法などについて幾

つか述べる. 以下, この章では簡単のため u ≡ 0と仮定する.



4.1 フェイズフィールド法

まずはAllen-Cahn方程式の解の特異極限によって平均曲率流を近似するフェイズフィー

ルド法 [7]を紹介する. T ∈ (0,∞), W = W (s) = (1−s2)2

2
とする (double-well potential).

点列 {εi}∞i=1 は εi ↘ 0 (i → ∞)を満たすと仮定する. 関数 φεi
0 は次を満たすものとする.

∂Ω+(0) = Γ(0)とする. このとき符号付き距離関数 rを次で定める.

r(x) :=

{
dist(x,Γ(0)) on Ω+(0),

− dist(x,Γ(0)) on (Ω+(0))c.
(17)

r̄を rのなめらかな近似とする. このとき φεi
0 (x) = tanh

(
r̄(x)
εi

)
と定義する. φεi

txj
, φεi

xjxkxl
∈

C(Ω× (0, T )), 1 ≤ j, k, l ≤ nを満たす {φεi}∞i=1を以下のAllen-Cahn方程式の解とする:{
∂tφ

εi = ∆φεi − ε−2
i W ′(φεi) on Ω× (0, T ),

φεi(x, 0) = φεi
0 (x) on Ω.

(18)

注意 4.1. 1次元の (18)の定常解としてφεi(x, t) = tanh
(

x
εi

)
が存在する. このこととAllen-

Cahn方程式の性質から, (18)の解 φεi は曲面から離れた所では φεi ≈ ±1, 曲面の εi近傍で

は |∇φεi| ≈ C
εi
となることが予想される. ラフに言うと, (18)の解 φεiは, 平均曲率流の曲面

Γ(t)に幅 εiの厚みを与えてΓ(t)を近似していることになる. また, Γ(t)の単位法線ベクトル

の近似 νεiと平均曲率ベクトルの近似Hεiを

νεi =
∇φεi

|∇φεi|
, Hεi =

∆φεi − W ′(φεi )

ε2i

|∇φεi|
νεi

で与えることができる [7].

ここで, 平均曲率流の弱解の定義に現れるRadon測度 ∥Vt∥ =: µtの近似を以下で与える.

dµεi
t := σ−1

(εi|∇φεi|2

2
+

W (φεi)

εi

)
dx.

ここで, σ =
∫ 1

−1

√
2W (s) dsとおいた. さらに, µεi

t に対応したバリフォールドを

V εi
t (ϕ) =

∫
ϕ(x, (∇φεi(x))⊥) dµεi

t (x), ϕ ∈ Cc(Rn ×Gn−1(Rn);R)

で定義する. ここで, (∇φεi(x))⊥ ∈ Gn−1(Rn)と ∥V εi
t ∥ = µεi

t に注意. フェイズフィールド法

では, この近似 µε
t , V

ε
t を用いて, (18)の性質からBrakkeの不等式 (11)等を示すことになる.

次に, 実際にこの測度 µε
t が (多重度を除けば)ハウスドルフ測度Hn−1⌊Γ(t)の近似となって

いることを簡単な場合について説明する. 以下, Γ(t) = {0}×Rn−1 ⊂ Rnとする (仮定のu ≡ 0

と Γ(t)の平均曲率は 0であることから, Γ(t)は (2)の定常解とみなせる). このとき, (18)の

定常解として φε(x, t) = tanh(x1

ε
)が存在する. 正の数 δ, lに対してA = [−δ, δ] × [− l

2
, l
2
]n−1

と定義する. このとき, 以下が成り立つ.

命題 4.2. 任意の δ, l > 0に対して

µε
t(A) → Hn−1⌊Γ(t)(A) = ln−1 as ε → 0.



証明. まず, φεの定義より ε|∇φε|2
2

= W (φε)
ε
を得る (一般には成り立たないことに注意). よっ

て s = φε(x1)と変数変換を行うと

µε
t(A) = σ−1

∫
A

ε|∇φε|2

2
+

W (φε)

ε
dx = ln−1σ−1

∫
R
χ[−δ,δ]

√
2W (φε)(φε)′ dx1

= ln−1σ−1

∫ 1

−1

χ[−δ,δ](ε tanh(s))
√
2W (s) ds

→ ln−1 = Hn−1⌊Γ(t)(A) as ε → 0

が成り立つ.

4.2 単調性公式

次に単調性公式と呼ばれる次の評価を紹介する. まず準備として,

ρ = ρ(y,s)(x, t) =
1

(4π(s− t))
n−1
2

e−
|x−y|2
4(s−t) , t < s, x, y ∈ Rn

と定義する. ρは backward heat kernelと呼ばれる. まず, 次のHuiskenの単調性公式を紹介

する.

命題 4.3 (単調性公式 (Monotonicity formula)([6]参照)). Γ(t)は滑らかな平均曲率流, 即ち

(1)を満たすと仮定する. 任意の 0 < t < s < ∞に対して以下が成り立つ.

d

dt

∫
Γ(t)

ρ dHn−1(x) ≤ −
∫
Γ(t)

ρ
((

H +
x− y

2(s− t)

)
· ν
)2

dHn−1(x) ≤ 0. (19)

注意 4.4. tを sに近づけたとき ρ = ρ(y,s)(x, t)は yを含む (n− 1)次元平面上の yに対する

δ関数に近づく (これは, yを含む (n− 1)次元平面が {xn = 0}と仮定すると, dHn−1 = dx′,

(x′ = (x1, x2, . . . , xn−1))であることと,
∫
{xn=0} ρ dx

′ = 1であることからわかる ). よって,∫
Γ(t)

ρ dHn−1 → 1 as t → s (20)

が得られる. 一方で, y ̸∈ Γ(s)であるならば,∫
Γ(t)

ρ dHn−1 → 0 as t → s

が成り立つ. よって ∫
Γ(t)

ρ dHn−1(x) < 1

を満たす t ∈ [0, s)が存在すれば, (19)と (20)より y ̸∈ Γ(s)を得る.

このことから, 単調性公式は曲面の台の評価に有用であることが分かる.

一方, {µεi
t }t≥0に対する (19)と類似した以下の評価を得ることができる.



命題 4.5 (Monotonicity formula, ε-version)([7, 9]参照)). 任意の i ≥ 1と 0 < t < s < ∞に
対して以下が成り立つ.

d

dt

∫
Rn

ρ dµεi
t (x) ≤

1

2(s− t)

∫
Rn

ρ dξεit . (21)

ここで

dξεt =
(ε|∇φε|2

2
− W (φε)

ε

)
dx

とおいた.

証明.

eε =
ε|∇φε|2

2
+

W (φε)

ε
, L = φε

t = ∆φε − W ′(φε)

ε2

と定義する. 部分積分により

d

dt

∫
Rn

ρ dµε
t =

∫
Rn

{eερt − εL(∇ρ · ∇φε + ρL)} dx

=

∫
Rn

{
eερt − ερ

(
L+

∇ρ · ∇φε

ρ

)2
+ ε
(
L∇ρ · ∇φε +

(∇ρ · ∇φε)2

ρ

)}
dx

≤
∫
Rn

{
eερt + ε

(
L∇ρ · ∇φε +

(∇ρ · ∇φε)2

ρ

)}
dx

(22)

が成り立つ. さらに部分積分より∫
Rn

εL∇ρ · ∇φε dx =

∫
Rn

−ε∇φε ⊗∇φε : ∇2ρ+ eε∆ρ dx (23)

が得られる. また, 関数 ρは以下の式を満たす:

ρt +∆ρ = − ρ

2(s− t)
, ρt +∆ρ− ∇φε ⊗∇φε

|∇φε|2
: ∇2ρ+

(∇ρ · ∇φε)2

ρ|∇φε|2
= 0. (24)

以上より, (23)と (24)を (22)に代入することにより, (21)を得る.

注意 4.6. 測度 ξεt は discrepancy measureと呼ばれる. u ≡ 0のとき, ξεt ≤ 0を示すことがで

きる (移流項 uがある場合は ξεt の評価は困難である ). このことより, (21)の右辺は非正値

となり,
∫
Rn ρ dµ

εi
t (x)の tに関する単調減少が得られる.

4.3 Upper density bound

単調性公式等により, 以下の評価を得ることができる.

命題 4.7. あるN ≥ 1が存在して次が成り立つ. すべての T > 0に対してあるD > 0が存

在して

sup
t∈[0,T ],x∈Ω,0<r< 1

2
,i≥N

µεi
t (Br(x))

ωn−1rn−1
< D

が成り立つ.

証明は, [7]及び [9]等を参照されたい. 特に [9]ではこの評価が Brakke解の存在証明の鍵

となっている.



4.4 測度の族 {µt}t≥0の構成

µεi
t を用いて µtを構成する場合, 測度のコンパクト性から各 t > 0に対してある測度 µtが

存在して µ
εij
t → µt (j → ∞)を満たす部分列 {εij}を取ることはできる. しかしそれだけで

は任意の t > 0に対して µ
εij
t → µt (j → ∞)を満たす部分列 {εij}を取ることは困難である.

次の補題は, µεi
t の性質を用いてその極限となる µtが構成できることを示したものである.

(ii)はテクニカルな証明でありやや難解なためここに詳細な証明を添えた.

補題 4.8 ([7]参照). すべての T > 0に対してあるD > 0が存在して

sup
t∈[0,T ],x∈Ω,0<r< 1

2
,i≥N

µεi
t (Br(x))

ωn−1rn−1
< D

が成り立つと仮定する. このとき以下が成り立つ.

(i) 任意の i ≥ Nと ϕ ∈ C2
c (Rn;R+)に対して, µεi

t (ϕ)−CDtが tに関して単調減少となる,

ある定数C = C(ϕ) > 0が存在する. ここで µεi
t (ϕ) =

∫
Rn ϕ dµ

εi
t とした.

(ii) {εi}∞i=1のある部分列 {εij}∞j=1に対してあるRn上のRadon測度の族 {µt}t∈[0,∞)が存在

し, すべての t ≥ 0に対して, µ
εij
t → µt (j → ∞), 即ち任意の ϕ ∈ Cc(Rn)に対して

µ
εij
t (ϕ) → µt(ϕ) (j → ∞).

証明. まず (i)を示す. 部分積分により次を得る.

d

dt
µε
t(ϕ) =

∫
εϕ
(
∇φε · ∇φε

t +
W ′(φε)

ε2
φε
t

)
dx

=

∫
εϕ
(
−∆φε +

W ′(φε)

ε2

)
φε
t dx−

∫
ε(∇ϕ · ∇φε)φε

t dx

= −
∫

εϕ
(
−∆φε +

W ′(φε)

ε2

)2
dx−

∫
ε(∇ϕ · ∇φε)

(
−∆φε +

W ′(φε)

ε2

)
dx

≤ −
∫

εϕ
(
−∆φε +

W ′(φε)

ε2
− ∇ϕ · ∇φε

2ϕ

)2
dx+

∫
ε|∇φε|2 |∇ϕ|2

4ϕ
dx

≤ −
∫

εϕ
(
−∆φε +

W ′(φε)

ε2
− ∇ϕ · ∇φε

2ϕ

)2
dx+ Cµε

t(suppϕ)

≤ CD(diam(suppϕ))n−1.

(25)

以上より (i)が示された. 平均値の定理より sup |∇2ϕ|にのみ依存する定数 C > 0が存在し

て |∇ϕ|2
ϕ

< Cとなることに注意したい.

次に (ii)を示す. B1 ⊂ [0,∞)を可算かつ稠密な集合とする. 対角線論法とRadon測度の

コンパクト性より, 部分列 {εi}i≥1とRadon測度の族 {µt}t∈B1が存在して µεi
t → µt (i → ∞)

がすべての t ∈ B1に対して成り立つ. {ϕk}k≥1 ⊂ Cc(Rn : R+)を稠密な集合とする.

仮定より, すべての k ≥ 1に対して集合Ek ⊂ [0,∞)が存在して

lim
t↗s,t∈B1

µt(ϕk) = lim
t↘s,t∈B1

µt(ϕk) (26)

がすべての s ∈ [0,∞) \ Ekに対して成り立つ. B2 = [0,∞) \ ∪kEkとおく. このときB2は

cocountable(可算集合の補集合)かつ (26)がすべての k ≥ 1と s ∈ B2について成り立つ.



任意の s ∈ B2 \ B1をとる. Radon測度のコンパクト性より, 部分列 {εij}j≥1とRadon測

度 µsが存在して µ
εij
s → µs (j → ∞)が成り立つ. 次にこの µsは一意に決まりかつ µεi

s → µs

(i → ∞)であることを示す. 仮定より, すべての k ≥ 1, i ≥ N , t1, t2 (t1 < s < t2)に対し

µεi
t1(ϕk)− C(t1 − s) ≥ µεi

s (ϕk) ≥ µεi
t2(ϕk)− C(t2 − s)

が成り立つ. よってすべての t1, t2 ∈ B1 (t1 < s < t2)に対し

µt1(ϕk)− C(t1 − s) ≥ µs(ϕk) ≥ µt2(ϕk)− C(t2 − s)

が得られる. よって (26)により µs(ϕk) = limt↗s,t∈B1 µt(ϕk) = limt↘s,t∈B1 µt(ϕk)が任意の

k ≥ 1について成り立つ. よって µsは一意に定まる. さらに, µ
εij
s が収束先を持つ任意の部

分列 {εij}j≥1の極限は一意である. よって µεi
s → µs (i → ∞)が成り立つ.

以上から µεi
t → µt (i → ∞) が任意の t ∈ B1 ∪ B2について成り立つ. [0,∞) \ (B1 ∪ B2)

は可算集合であることに注意すると, Radon測度のコンパクト性と対角線論法からある部分

列 {εij}j≥1が存在して µ
εij
t → µt (i → ∞) が任意の t ∈ [0,∞)について成り立つことが示せ

る.

注意 4.9. ∥Vt∥ = µtかつ V εi
t → Vtを満たす, {µt}t≥0に対応するバリフォールド {Vt}t≥0の

存在も示すことができる [7, 12].

4.5 Vanishing of ξεit

ここでは discrepancy measureξεit に関する結果を述べる.

定理 4.10 ([7, 9, 12]).

ξεit → 0 as i → ∞ a.e. t ≥ 0.

この結果はラフにいうと, εi|∇φεi |2
2

≈ W (φεi )
εi
を表している.

4.6 Rectifiability of µt

Brakkeの弱解の構成のためには, Radon測度の族 {µt}t≥0 が rectifiableであること, 即

ち (n − 1)次元修正可能集合の族 {Γ(t)}t≥0と関数 θt : Γ(t) → [0,∞) (t ≥ 0)が存在して

µt = θtHn−1⌊Γ(t)であることを示す必要がある. 証明には以下の定理を使う.

定理 4.11 (The rectifiability theorem [1]). V をRn×Gk(Rn)上のバリフォールドとし, ∥δV ∥
をRn上の測度とする. そのとき

V ⌊
(
{x | θ∗k(∥V ∥, x) > 0} ×Gk(Rn)

)
∈ RVk(Rn)

が成り立つ. ここで

θ∗k(∥V ∥, a) = lim sup
r↓0

∥V ∥(Br(a))

ωkrk

とした.



4.7 Brakkeの不等式

この章の最後に, Brakkeの不等式の証明について述べる. ここでは以下の定理を用いる.

n ≥ 4の場合にも直接 (18)の性質を用いて同様の結果を導くことができる.

定理 4.12 ([10]参照). n = 2, 3とする. 任意の開集合 U ⊂ Rnに対し

lim inf
i→∞

(
µεi(U) + εi

∫
U

(
∆φεi − W ′(φεi)

ε2i

)2
dx
)
< ∞

と limi→∞ µεi
t = µtが満たされていると仮定する. このときある関数 θt : Rn → Nと (n− 1)

次元修正可能集合 Γ(t)が存在して µt = θtHn−1⌊Γ(t) (即ち µtは integral)と∫
U

|H|2 dµt ≤ lim inf
i→∞

εi

∫
U

(
∆φεi − W ′(φεi)

ε2i

)2
dx

が成り立つ. ここでHは Γ(t)の generalized mean curvature vectorである.

注意 4.13. この定理の仮定は upper density boundと (25)の計算 (ϕ = 1とする)より

µεi
t (U) ≤ Dωn−1(diam (U))n−1,

∫ T

0

εi

∫
U

(
∆φεi − W ′(φεi)

ε2i

)2
dxdt ≤ µεi

0 (Ω) < ∞

であることからわかる. また, Hεiの定義と εi|∇φεi|2 dx ≈ ( εi|∇φεi |2
2

+ W (φεi )
εi

) dx = dµεi
t から

εi

∫
U

(
∆φεi − W ′(φεi)

ε2i

)2
dx =

∫
U

|Hεi|2εi|∇φεi|2 dx ≈
∫
U

|H|2 dµt

となることがわかる.

命題 4.14. 任意の ϕ ∈ C1
c (Rn;R+)と t1, t2 ≥ 0 (t1 < t2)に対してBrakkeの不等式∫
Ω

ϕ dµt

∣∣∣t2
t=t1

≤
∫ t2

t1

∫
Ω

(−ϕH +∇ϕ) ·H dµtdt (27)

が成り立つ.

証明. 定理 4.12より, (25)と同様の計算から∫
Ω

ϕ dµεi
t

∣∣∣t2
t=t1

=

∫ t2

t1

∫
Ω

εϕεi
(
∇φεi · ∇φεi

t +
W ′(φεi)

ε2
φεi
t

)
dxdt

=

∫ t2

t1

∫
Ω

εϕ
(
−∆φεi +

W ′(φεi)

ε2

)
φεi
t dxdt−

∫ t2

t1

∫
Ω

ε(∇ϕ · ∇φεi)φεi
t dxdt

= −
∫ t2

t1

∫
Ω

εϕ
(
∆φεi − W ′(φεi)

ε2

)2
dxdt

+

∫ t2

t1

∫
Ω

ε(∇ϕ · ∇φεi)
(
∆φεi − W ′(φεi)

ε2

)
dxdt

≤ −
∫ t2

t1

∫
Ω

ϕ|H|2 dµtdt+

∫ t2

t1

∫
Ω

∇ϕ ·Hεiε|∇φεi|2 dxdt

(28)



が得られる. ここで∫
Ω

∇ϕ ·Hεiε|∇φεi|2 dx →
∫
Ω

∇ϕ ·H dµt as i → ∞ (29)

の事実を用いると∫
Ω

ϕ dµt

∣∣∣t2
t=t1

≤ −
∫ t2

t1

∫
Ω

ϕ|H|2 dµtdt+ lim
i→∞

∫ t2

t1

∫
Ω

∇ϕ ·Hεiε|∇φεi|2 dxdt

= −
∫ t2

t1

∫
Ω

ϕ|H|2 dµtdt+

∫ t2

t1

∫
Ω

∇ϕ ·H dµtdt

=

∫ t2

t1

∫
Ω

(−ϕH +∇ϕ) ·H dµtdt

(30)

が得られる. よって (27)が示せた. (29)の証明は, フォーマルには∫
Ω

∇ϕ ·Hεiε|∇φεi|2 dx ≈
∫
Ω

∇ϕ ·Hεi dµ
εi
t →

∫
Ω

∇ϕ ·H dµt as i → ∞

と示せるが, 厳密な証明はここでは省略する.

4.8 補足

θt ∈ N a.e. tの証明について, Liu-Sato-Tonegawa [9]では [10]の結果 (定理 4.12)を用いて

いる. しかし, 移流項がある場合についても [13]を参考にして任意の n ≥ 2に対して示すこ

とができる. これが本研究の目標である [9]の結果の拡張について最も重要なポイントであ

る. 重要な事実として, θt ∈ Nを仮定すると, Hn−1-a.e. x ∈ Γ(t)における generalized mean

curvature vector Hが概接平面 Txµtに直交することが知られている [2]. これはBrakkeの不

等式を示すために必要なバリフォールドの性質の一つである.

また, 平均曲率流の数値シミュレーションソフトとして Brakkeの作成した “The Surface

Evolver”がある (参照 URL:http://www.susqu.edu/brakke/). 詳細については Brakkeの個

人ホームページを参照されたい. また, このソフトで計算されたGrain growthの数値シミュ

レーションの動画を手に入れることができる.
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