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概 要
驚くべき事に、曲面論で良く知られた多くの結果は、ほぼ同じ証明によって一般

化 (高次元化)されている。しかしながら、全曲率に関わる多くの固有の結果は、簡単
には一般化出来ない。例えば、数あるCohn-Vossenの先駆的な結果の一般化である所
の分裂定理 ([T])、正断面曲率、非負断面曲率を持つ n次元非コンパクト完備リーマ
ン多様体の構造定理 (それぞれ、[GM], [CG])などは、30年以上の時を経て証明され
ている。本講演では、塩濱による曲面上の全曲率とブーゼマン関数の exhaustion性
に関するある結果 ([S])の n次元非コンパクト完備リーマン多様体への高次元化 (田中
實教授との共同研究 [KT3])についてご紹介する。この一般化の系として、n次元非
コンパクト完備リーマン多様体上のブーゼマン関数の exhaustion性が、等長群のコ
ンパクト性を誘発する。

1 塩濱の結果
Gauss–Bonnetの定理より、2次元コンパクト・リーマン多様体 Sの全曲率 c(S)は、位
相不変量であった、つまり、c(S) = 2πχ(S)である。ここで、χ(S)は、SのEuler特性数
を表す。ところが、全曲率を許容する 2次元非コンパクト完備リーマン多様体 M̃ を考え
た時、その全曲率 c(M̃)は、もはや位相不変量ではない。すなわち、連結完備・非コンパ
クト・有限連結・2次元リーマン多様体 M̃ が全曲率を許容する時、c(M̃) ≤ 2πχ(M̃)で
あった ([CV, Satz 6]を参照)。従って、逆に c(M̃)に制限 (有限性)を与える事によって、
我々は、M̃ の位相をコントロールする事が出来る。c(M̃)の有限性が M̃ の位相に強い影
響を与える事を顕著に現した一つの好例として、塩濱の以下の結果がある：

定理 1.1 ([S, Main Theorem]) M̃ を端点が一つである連結完備・非コンパクト・有限連
結・向き付けられた 2次元リーマン多様体とする。もし M̃の全曲率が (2χ(M̃)− 1)πより
大ならば、M̃ 上の任意のブーゼマン関数2は、exhaustion3である。

放射曲率の比較幾何では、その参照空間 (比較空間)は回転面であるので、全曲率の条
件を参照空間に与える事により、全曲率に関わる曲面論固有の結果を一般化出来る可能性

1研究集会「部分多様体幾何とリー群作用」アブストラクト, 2010年 9月 8日, 東京理科大学森戸記念館
第 1フォーラム.

2M を完備・非コンパクト・リーマン多様体とする。この時、M 上の半直線 γに対するブーゼマン関数
は、Fγ(x) := limt→∞ {t − d(x, γ(t))}と定義される関数である。

3非コンパクト多様体上の関数 F が exhaustionであるとは、 任意の a ∈ Rに対して、F−1(−∞, a]が
コンパクトである時を言う。

1



が出てくる (と考えるべきである)。従って、放射曲率の立場から、定理 1.1を任意次元非
コンパクト完備リーマン多様体に一般化したものが、本講演における主結果である。その
主結果をご紹介する前に、先ずは、放射曲率の定義から始めよう。

2 放射曲率の定義
以下、M̃ を基点 p̃ ∈ M̃ を持つ、R2に同相な、完備・非コンパクト 2次元リーマン多様
体とし、Gを M̃ のガウス曲率とする。

定義 2.1 組 (M̃, p̃)が、回転面モデルであるとは、M̃ のリーマン計量が ds̃2が、測地的極
座標

ds̃2 = dt2 + f(t)2dθ2, ∀(t, θ) ∈ (0,∞) × S1
p̃

で与えられている時を言う。ここで、f は (0,∞)上で定義された正定値C∞-関数で、0の
周りで滑らかに奇関数へと拡張出来るものとし、dθ2は S1

p̃ := {v ∈ Tp̃M̃ | ∥v∥ = 1}上の
リーマン計量とする。

n次元 (回転面)モデル (M̃n, p̃)の分類については、[KK]を参照。

定義 2.2 (M̃, p̃)を回転面モデルとする。このとき、Gを p̃から出る任意の子午線 γ̃に制
限した関数G ◦ γ̃ : [0,∞) −→ Rを (M̃, p̃)の放射曲率関数と呼ぶ。

放射曲率関数G ◦ γ̃ : [0,∞) −→ Rに対して、f がヤコビの微分方程式

f ′′(t) + G(γ̃(t))f(t) = 0, f(0) = 0, f ′(0) = 1

を自然に満たす事に注意したい。

以下、組 (M, p)を基点 p ∈ M を持つ完備・非コンパクトリーマン多様体とする。

定義 2.3 基点 pに関する (M, p)の放射断面曲率が回転面モデル (M̃, p̃)の放射曲率関数
G(γ̃(t))で下から押さえられているとは、pから出る (速さが 1の)任意の最短測地線 γ :

[0, a) −→ M に沿って、M の断面曲率KM が

KM(σt) ≥ G(γ̃(t)), ∀σt ⊂ Tγ(t)M, ∀t ∈ [0, a) (2.1)

を満たす時を言う。ここで、σt ⊂ Tγ(t)M は、γ′(t)と接ベクトル v ∈ Tγ(t)M で張られる 2

次元線形空間である。

例えば、(2.1)のもと、回転面モデル (M̃, p̃)のリーマン計量が dt2 + t2dθ2、又は、dt2 +

sinh2 t dθ2であるならば、放射曲率関数は、G(γ̃(t)) = 0、又は、G(γ̃(t)) = −1となる。特
に、放射断面曲率の符号は、ワイルド (デタラメ)に変わる事に注意したい ([TK]を参照)。
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3 主結果
先ずは、主結果に現れる (又は関連する)記号を定義する：以下、組 (M, p)を基点 p ∈ M

を持つ完備・非コンパクト・リーマン多様体とし、RM をM 上の半直線全体の集合、Rp

を pから出る半直線全体の集合とする。各 γ ∈ RM に対して、ある発散点列 {ti}に対す
る、pと γ(ti)を結ぶ最短測地線列の極限半直線全体の集合をΠ(γ)で表す4。更に、Ap :=

{γ′(0) ∈ Sn−1
p | γ ∈ Rp}と置き、diam(Ap)で Apの直径を表す。ここで、Sn−1

p := {v ∈
TpM | ∥v∥ = 1}である。

定義 3.1 集合 S ⊂ Apが、Apの δ-カバーであるとは、

Ap ⊂
⋃
v∈S

Bδ(v)

を満たす時を言う。ここで、Bδ(v) :=
{
w ∈ Sn−1

p | ∠(v, w) ≤ δ
}
である。

主結果. (M, p)を完備・非コンパクト連結リーマン多様体とし、基点 pに関するM の放
射断面曲率が回転面モデル (M̃, p̃)の放射曲率関数G(γ̃(t))で下から押さえられていると
する。今、次の二つの条件

(MT–1) M̃ の全曲率 c(M̃)が、c(M̃) > πを満たす.

(MT–2) ある δ0 ∈ (0, π]に対して、M̃ が、集合 Ṽ (δ) := {x̃ ∈ M̃ | 0 < θ(x̃) < δ}内に切断
点のペアをもたない.

を仮定する。このとき、集合

{α′(0) ∈ Sn−1
p | α ∈

k⋃
i=1

Π(γi)}

がApの δ0-カバーとなる任意の γ1, γ2, . . . , γk ∈ RM に対して、関数

max{Fγi
| i = 1, 2, . . . , k}

は、exhaustionである。ここで、Fγi
は、各 γi ∈ RM に対するブーゼマン関数である。更

に、もし diam(Ap) ≤ δ0、又は、δ0 = πであるならば、全ての γ ∈ RM に対して、ブーゼ
マン関数 Fγは exhaustionであり、特に、M の等長群 I(M)はコンパクトである。

主結果に対する簡単な注意：条件 (MT–1)より、M̃のガウス曲率がいつも至る所非負である
と思う方がいるかもしれないが、各条件(MT–1)と (MT–2)満たし、かつ、limt→∞ G◦γ̃(t) =

−∞を満たす例がある ([KT1, Example 1.2])。一般に、回転面モデルが有限全曲率を許容
するとき、各 ε > 0に対して、

∫
fM\ eKε

|G| dM̃ < εを満たすコンパクト集合 K̃ε ⊂ M̃ が存
4定義より、α ∈ Π(γ)は、γに対する pから出る漸近半直線である。特に、もしγ ∈ Rpならば、Π(γ) = {γ}

である。
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在する事が知られている。よって、この事から、あるコンパクト集合の外側で、M̃ のガ
ウス曲率は殆どフラットだと思う方もいるかもしれないが、この予想も嘘である。デタラ
メにG(γ̃(t))が変化するクレイジーな例は、[TK]にある。
条件 (MT–2)を満たす典型的な例としてMangoldtの回転面5がある。つまり、この回
転面は、Ṽ (π)内に切断点のペアを持たない。(MT–2)を満たす他の例は、[KT2, Sector

Theorem]を参照。
主結果内の系にあたる部分、即ち、「M の等長群 I(M)はコンパクトである」の証明の
際に、マイヤースとスチィーンロッド ([MS])が「リーマン多様体の等長群はリー群であ
る」を証明する際に使った命題を Fγの臨界点に対して応用する。
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5G(γ̃(t))が [0,∞)上で単調減少である回転面モデルのことを言う。
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