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概要

本稿では，3次元空間型の主曲率のひとつが一定である完備な曲面で臍点を許容す
るものの分類結果を紹介する．また，ローレンツ空間型の空間的曲面の場合の同様の
分類も述べる．さらに，その応用として得られる de Sitter空間の全臍的球面の特徴
付けについても記述する．最後に，その焦面と外的平坦フロントの関係も紹介する．

1 背景と主結果
Hartman-Nirenbergは 3次元ユークリッド空間 R3 の平坦な曲面で完備であるものは柱

面に限ることを示した ([7], [15])．この結果は，ひとつの主曲率が常に 0である完備な曲
面の分類とみなすこともできる．Shiohama-Takagi [19]は R3 のひとつの主曲率が 0でな
い一定値を持つ曲面で完備であるものは，全臍的であるものを除けば臍点を許容しないこ
とを示した．

完備な平坦曲面 (円柱面)． ひとつの主曲率が 0 でない一定値を持つ曲面．

図 1 R3 のひとつの主曲率が一定な曲面．
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一方，3次元双曲空間 H3 の場合は R3 とは異なり，ひとつの主曲率が常に 0である曲
面 (外的平坦曲面) で完備なものには非自明な例が存在することが知られている．そのよ
うな例を最初に構成したのは Nomizu [14]であり，それらの例は臍点を許容するものも含
むことに注意しておく．その後の H3 の完備外的平坦曲面の性質の研究や分類については
[4, 2, 3, 8]を参照いただきたい．

Aledo-Gálvez [1] はひとつの主曲率が一定値 c (c , 0) である H3 の完備な曲面を研究
し，もし |c| > 1の場合には，Shiohama-Takagi型の結果が成り立つことを示した．すなわ
ち，|c| > 1を満たす定数 cに対し，ひとつの主曲率が一定値 cである H3 の完備な曲面は，
全臍的であるものを除けば臍点を許容しないことを示した．さらに，|c| ≤ 1の場合には，
ひとつの主曲率が一定値 cである H3 の全臍的でない完備な曲面で臍点を許容する例を構
成し，Shiohama-Takagi型の結果は成り立たないことを指摘した．
このような結果をふまえると，これまでに注目されてきたのは，一つの主曲率が一定な

完備な曲面に ‘非自明な’ 例が存在するかどうかと考えられる．そこで，Nomizu [14] や
Aledo-Gálvez [1]の結果に基づき，ここで述べる ‘非自明な’曲面のクラスを次のようにし
て導入する．

定義 1.1 (Nomizu-Aledo-Gálvez曲面). 定数 cに対して，次の条件

(1) 完備であり全臍的でない
(2) 臍点集合が空でない
(3) ひとつの主曲率が一定な cである

を満たす曲面を標数 cの Nomizu-Aledo-Gálvez曲面，または NAG-c曲面と呼ぶ．

本稿では，NAG曲面の存在・非存在について議論する．上記の結果をまとめると，R3

において NAG-c 曲面が存在するための必要十分条件は c = 0 であり，H3 の場合には
|c| ≤ 1となる．

3次元球面 S 3 の場合，O’Neill-Stielの定理 [17]により，ひとつの主曲率が常に 0であ
る曲面で完備なものは全臍的なものに限ることが知られている．つまり，S 3 には NAG-0

曲面は存在しない．しかしながら，S 3 は標数が 0 でない NAG 曲面を許容するかどうか
は知られていなかった．そこで講演者は次のような結果を得た．

定理 A. 3次元球面 S 3 には標数が 0でない NAG曲面は存在しない．すなわち，0でない
定数 cに対し，ひとつの主曲率が一定値 cである S 3 の完備な曲面は，全臍的であるもの
を除けば臍点を許容しない．



H3 R3 S 3

|c| = 0 ∃ NAG @ NAG
∃ NAG

0 < |c| ≤ 1 @ NAG
@ NAG|c| > 1 @ NAG (定理 A)

表 1 NAG曲面の存在・非存在．

また，ローレンツ空間型の場合にはどうかという自然な疑問が浮かび上がる．空間的曲
面で定義 1.1の条件 (1)から (3)を満たすとき空間的 NAGであると定める．このとき，次
が従う．

定理 B. 定数 cは |c| < 1を満たすとする．このとき，3次元 de Sitter空間 S 3
1 には標数 c

の空間的 NAG曲面は存在しない．すなわち，ひとつの主曲率が一定値 cである S 3
1 の完

備な空間的曲面は，全臍的であるものを除けば臍点を許容しない．

他の場合，すなわち S 3
1 の空間的 NAG-c曲面 (|c| < 1)，Lorentz-Minkowski空間 R3

1 や
anti-de Sitter 空間 H̃3

1 の空間的 NAG 曲面については例を構成することができる (例えば
S 3

1 の空間的 NAG-1曲面の例は図 2参照)．これらをまとめると表 2を得る．

全体図． 半分割．

図 2 S 3
1 の空間的 NAG-1曲面 (ただし，この図は S 3

1 のホロボールモデル [5, 6]を用いている)．



H̃3
1 R3

1 S 3
1

0 5 |c| < 1 @ NAG (定理 B)
∃ NAG ∃ NAG|c| = 1 ∃ NAG (図 2)

表 2 空間的 NAG曲面の存在・非存在．

2 応用
空間型 R3, S 3, H3 にはひとつの主曲率が一定であるコンパクトな曲面が豊富に存在す

る (図 3参照)．しかしローレンツ空間型の場合，コンパクトな例は自明なものに限ること
がわかる．

図 3 S 3 のひとつの主曲率が一定値
√

3であるトーラス (ただし，この図は (1, 0, 0, 0) ∈
S 3 ⊂ R4 からの立体射影を用いている)．

定理 C. ローレンツ空間型のひとつの主曲率が一定であるコンパクトな空間的曲面は 3次
元 de Sitter空間の全臍的空間的球面に限る．

定理 C の証明の概略は以下の通りである．定理 B により，ひとつの主曲率が一定な c

(|c| < 1)である S 3
1 の全臍的でない完備な空間的曲面は，臍点を許容しない．このとき，そ

のような曲面は双曲空間 H3 の完備な曲線 γ = γ(v)を用いて以下の写像

f (u, v) =
1

√
1 − c2

(cγ(v) + (cos u) e1(v) − (sin u) e2(v))

によりすべて構成される．ここで，{e1(v), e2(v)} は γ(v) の法平面の正規直交枠場である．
このとき，H3 の正則閉曲線はその曲率関数の値が 1以上の点を必ず持つことから定理 C

を得る．



3 焦面が外的平坦である曲面
ひとつの主曲率が一定である曲面は焦面 (平行曲面の特異点の軌跡) の観点からも興味

深い．内的に平坦な曲面 (より一般にフロント)の焦面は内的に平坦である ( R3 の場合は
[16]，H3 の場合は [18]，S 3 の場合は [13]参照)．類似の結果が外的平坦曲面に対しても
成立する．すなわち，外的平坦曲面 (より一般にフロント) の焦面は外的平坦である．し
かし逆に，焦面が外的平坦フロントを与えるような曲面は外的平坦であるとは限らず，回
転面やひとつの主曲率が一定である曲面がそうである．そこで，焦面が外的平坦フロント
を与えるような曲面はどのくらいあるのかという問いに対し，次のような結果を得た．

定理 D. 空間正則曲線の法平面内の正則曲線をもとの曲線に沿って平行移動して得られる
曲面に対して，その焦面は外的平坦フロントである．逆に，焦面が外的平坦フロントを与
えるような曲面はこれらに尽きる．

図 4 R3 の焦面が外的平坦フロントを与える曲面．

また，回転面やひとつの主曲率が一定である曲面は，焦面が外的平坦フロントを与える
ようなWeingarten曲面として特徴付けられる．
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