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序章

非コンパクト型対称空間 G/K 内の部分多様体M は、その主曲率らが 0に近づくように変形して
いくとき、その焦点集合は G/K の理想境界 (G/K)(∞)の彼方へ消えうせてしまう。この事実に基
づいて、筆者 ([Koi1])は、M の各法測地線に沿う焦半径を、実数の範囲だけで定義するのは不十分
であると判断し、複素数の範囲に広げて定義し、それを複素焦半径と名づけた。M が Cω 部分多様

体の場合、その複素化Mc(⊂ Gc/Kc)が定義され、z = s+ tiがM の法測地線 γv に沿う複素焦半径

であることと γsv+tJv(1)がMc の γsv+tJv に沿う焦点であることが同値であることが示される。こ

こで、vはM の法ベクトルであり、γv は γ′v(0) = vとなる法測地線を表し、また、J はアンチケー

ラー対称空間Gc/Kcの複素構造を表し、γsv+tJv は γ′sv+tJv(0) = sv+ tJvとなるMcの法測地線を

表す。M の γv に沿う焦半径の全体を FRR
M,v，M の γv に沿う複素焦半径の全体を FRC

M,v，M の

xにおける接焦点集合 ∪v∈T⊥
x M{rv | r : γv に沿う焦半径 } を FR

M,x と表す。法空間 T⊥
x M の複素化

(T⊥
x M)c の部分集合 FC

M,x を ∪v∈T⊥
x M{zv | z : γv に沿う複素焦半径 }によって定義する。M が Cω

級の場合、(T⊥
x M)cと T⊥

x (Mc)の自然な同一視の下、FC
M,xは、M

cの xにおける接焦点集合と一致

する。
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1995年、Terng-Thorbergsson([TT])は、対称空間内で、等焦部分多様体という概念を、自明な法ホ
ロノミー群，平坦な切断および平行な焦点構造をもつコンパクト部分多様体として定義した。ここ

で、焦点構造の平行性は、FR
M,x (x ∈M)達がM の法接続に関する平行移動で互いに移り合うこと

を意味する。ユークリッド空間内のコンパクト等径部分多様体，球面内の等径超曲面，双曲空間内の

コンパクト等径超曲面は、等焦部分多様体である。2004年、筆者 ([Koi1])は、非コンパクト型対称
空間G/K 内で、複素等焦部分多様体 (本来は、等複素焦部分多様体とよぶべきもの)という概念を、
自明な法ホロノミー群，平坦な切断，および，平行な複素焦点構造をもつ (固有に埋め込まれた)完
備な部分多様体として定義した。ここで、複素焦点構造の平行性は、FC

M,x (x ∈M)達がM の法接

続の複素化に関する平行移動で互いに移り合うことを意味する。コンパクト型対称空間およびユー

クリッド空間内では、焦点構造の平行性と複素焦点構造の平行性は一致し、非コンパクト型対称空間

内では、複素焦点構造が平行であるならば、焦点構造は平行であるが、逆は成り立たない。例えば、

双曲空間内では、主曲率の絶対値達が十分小さな任意の超曲面は、焦点集合が空であるため、その焦
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点構造は平行である (と解釈される)が、その複素焦点構造は平行であるとは限らない。双曲空間内
では、その超曲面の複素焦点構造が平行であることとその超曲面が等径的であることが同値である。

今回、次の 2条件を考えた。

(∗R) M の各法ベクトル vに対し、γv に沿う焦半径の零化空間達は、

TxM ⊖ (KerAv ∩ KerR(v))を生成する。

(∗C) M の各法ベクトル vに対し、γv に沿う複素焦半径の零化空間達は、

(TxM)c ⊖ (KerAc
v ∩ KerR(v)c)を生成する。

ここで、Av, R(v)は、各々、形作用素，法ヤコビ作用素を表す。これらの条件を考えることの妥当性
については、第 1,2節で説明することにする。2006年、Heintze-Liu-Olmos([HLO])は、一般のリー
マン多様体内で、平坦な切断をもつ等径部分多様体という概念を、自明な法ホロノミー群および平坦

な切断をもつ (固有に埋め込まれた)完備な部分多様体で、その十分近くの平行部分多様体達が放射方
向に関して CMCであるようなものとして定義した ([HLO])。以下、本原稿において、平坦な切断を
もつ等径部分多様体を、単に、等径部分多様体とよぶことにする。非コンパクト型対称空間G/K 内

の curvature-adaptedCω 部分多様体M に対し、複素等焦性と等径性は一致することが知られている

([Koi2])。ここで、curvature-adapted性とは、M の任意の法ベクトル vに対し、R(v)(TxM) ⊂ TxM

(x : v の基点)、および、[Av, R(v)] = 0が成り立つことを意味する。(G,H)を対称対とするとき、
H の非コンパクト型対称空間G/K 上の自然な作用は、Hermann型作用とよばれる。Hermann型作
用の主軌道達は、curvature-adapted複素等焦部分多様体 (それゆえ、等径部分多様体)で、上述の条
件 (∗C)を満たすことが知られている ([Koi3])。今回、逆に、次の事実が成り立つことを示した。

定理A([Koi10])Mを非コンパクト型対称空間G/K内の既約な余次元2以上の curvature-adaptedCω

等径部分多様体で、条件 (∗C)を満たすようなものとする。このとき、M は、G/K上のあるHermann
型作用の主軌道になる。

(注) この定理において、curvature-adapted性と (∗C)いずれの条件も必要不可欠であることを示す
例を Gの岩澤分解 G = KAN における可解部分 AN の部分群作用の軌道として与えることができ

る ([Koi7])。

また、この定理を用いて、次の事実が成り立つことを示した。

定理B([Koi10])Mを非コンパクト型対称空間G/K内の既約な余次元2以上の curvature-adaptedCω

等径部分多様体で、条件 (∗R)を満たすようなものとする。このとき、M は、G/K のある点におけ
るイソトロピー作用の主軌道になる。

定理 Aを用いて、各既約な非コンパクト型対称空間 G/K に対し、定理 Aにおけるような G/K

内の等径部分多様体を分類することができる (第 4節を参照)。

§1 複素焦半径
この節において、複素焦半径の定義およびその幾何学的意味、および、定理 1において条件 (∗C)を

課すことの妥当性を説明する。M を完備リーマン多様体N 内の部分多様体とし、ψ : T⊥M →M を

その法バンドル，exp⊥ : T⊥M →M をその法指数写像とする。また、Vを T⊥M 上の鉛直分布とし、

Hを法接続に関する水平分布とする。vをM の点 xにおける単位法ベクトルとし、rを実数とする。

ψ∗rv(Ker(exp⊥)∗rv) ̸= {0}のとき、rはMの法測地線 γvに沿う焦半径とよばれ、ψ∗rv(Ker(exp⊥)∗rv)
は rに対する零化空間，その次元は rの重複度とよばれる。γv に沿う焦半径の全体を FRR

M,v と表

す。M の各点 xに対し、Σx := exp⊥(T⊥
x M)が G/K 内の全測地的部分多様体であるとき、M は切
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断をもつ部分多様体とよばれ、さらに、各 Σx上に誘導される計量が平坦であるとき、平坦な切断を

もつ部分多様体とよばれる。以下、この節において、N を対称空間 G/K とし、M を平坦な切断を

もつ部分多様体とする。このとき、Ker exp⊥
∗rv ⊂ Hrv となり、X ∈ TxM に対し、

(1.1) exp⊥
∗rv(XL

rv) = Pγrv

((
cos(r

√
R(v)) −

sin(r
√
R(v))√

R(v)
◦Av

)
(X)

)
(X ∈ TxM)

が成り立つ。ここで、XL
rv は X の rv への水平リフトを表し、Pγrv は γrv に沿う平行移動を表し、

R(v)は法ヤコビ作用素 R(•, v)v (R :G/K の曲率テンソル)を表し、Av は形作用素を表す。それゆ

え、FRR
M,v は、次の実数値関数 Fv の零点集合と一致する：

Fv(s) := det

(
cos(s

√
R(v)) −

sin(s
√
R(v))√

R(v)
◦Av

)
(s ∈ R).

G/K がユークリッド空間の場合、Fv(s) = det(id − sAv) (id : TxM の恒等変換)となり、それゆ
え、FRR

M,v は、Av の固有値の逆数達 (つまり、v に対する主曲率半径達) に等しく、r ∈ FRR
M,v

に対する零化空間は Ker(Av − 1
r id)に等しい。それゆえ、M の γv に沿う焦半径の零化空間達は、

TxM ⊖KerAvを張る、つまり、(∗R)が成り立つ。G/Kが一定の断面曲率 c(> 0)をもつ球面の場合、

Fv(s) = det
(

cos(s
√
c)id − sin(s

√
c)√

c
Av

)
となり、それゆえ、

FRR
M,v =

{
1√
c

(
arctan

√
c

λ
+ jπ

) ∣∣∣∣ λ ∈ SpecAv, j ∈ Z
}

となり、
1√
c

(
arctan

√
c

λ
+ jπ

)
に対する零化空間は、Ker(Av −λ id)に等しい。ここで、λ = 0のと

き、arctan
√

c
λ は

π
2 を意味することを注意しておく。それゆえ、M の γv に沿う焦半径の零化空間達

は、TxM を張る、つまり、(∗R)が成り立つ。G/Kが一定の断面曲率 c(< 0)をもつ双曲空間の場合、

Fv(s) = det
(

cosh(s
√
−c)id − sinh(s

√
−c)√

−c
Av

)
となり、それゆえ、

(1.2) FRR
M,v =

{
1√
−c

arctanh
√
−c
λ

∣∣∣∣ λ ∈ SpecAv s.t. |λ| >
√
−c
}

となり、
1√
−c

arctanh
√
−c
λ
に対する零化空間は、Ker(Av − λ id)に等しい。それゆえ、(∗R)が成り

立つためには、Av のすべての固有値の絶対値達が
√
−cよりも大きいことが必要十分条件である。

(1.2)から、M が、Av の固有値の絶対値達が
√
−cよりも大きい状態から

√
−cよりも小さい状態へ

変形していくとき、その焦点集合は、G/K の理想境界 (G/K)(∞)の彼方へ消えうせてしまうこと
がわかる。この事実に基づいて、筆者 ([Koi1])は、焦半径は複素数の範囲で定義されるべきであると
考え、M の γv に沿う複素焦半径という概念を、複素数値関数

F c
v (z) := det

(
cos(z

√
R(v)

c
) −

sin(z
√
R(v)

c
)√

R(v)
c ◦Ac

v

)
(s ∈ C)
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の零点として定義した。ここで、Ac
v,
√
R(v)

c
は、各々、Av,

√
R(v)の複素化を表す。M の γv に

沿う複素焦半径 zに対し、Ker

(
cos(z

√
R(v)

c
) −

sin(z
√
R(v)

c
)√

R(v)
c ◦Ac

v

)
(⊂ (TxM)c) を zに対する

零化空間とよび、その複素次元を zの重複度とよぶ。M の γv に沿う複素焦半径の全体を FRC
M,v と

表す。G/K がユークリッド空間および球面の場合、(∗C)が成り立つことが示される。G/K が一定
の断面曲率 c(< 0)をもつ双曲空間の場合、

F c
v (z) = det

(
cos(iz

√
−c)id − sin(iz

√
−c)

i
√
−c

Ac
v

)
となり、それゆえ、FRC

M,v は、{
1√
−c

(
arctanh

√
−c
λ

+ jπi
) ∣∣∣∣ λ ∈ SpecAv s.t. |λ| >

√
−c, j ∈ Z

}
∪{

1√
−c

(
arctanh

λ√
−c

+ (j +
1
2
)πi
) ∣∣∣∣ λ ∈ SpecAv s.t. |λ| <

√
−c, j ∈ Z

}
に等しい。それゆえ、(∗C)が成り立つためには、Av のすべての固有値が ±

√
−cに等しくないこと

が必要十分条件である。

M がCω級であるとする。このとき、その (部分多様体としての)複素化Mcが、G/Kの複素化で

あるアンチケーラー対称空間Gc/Kc内のアンチケーラー部分多様体として定義される ([Koi2]参照)。
J, R̂を、各々、Gc/Kcの複素構造，曲率テンソルとし、Â, êxp⊥を、各々、Mcの形テンソル，法指

数写像とする。また、Ĥを、Mcの法バンドル T⊥(Mc) 上のMcの法接続に関する水平分布とする。

v ∈ T⊥
x M(⊂ T⊥

x (Mc))とし、z = s+ ti ∈ C (s, t ∈ R)とする。このとき、Ker êxp⊥
∗sv+tJv ⊂ Ĥsv+tJv

となり、

êxp⊥
∗sv+tJv(XL

sv+tJv) = Pγsv+tJv
(Qv,z(X)) (X ∈ Tx(Mc))

を得る。ただし、XL
s+tJv は、X の sv + tJv への水平リフトを表し、Pγsv+tJv

は、Mc の法測地線

γsv+tJv に沿う平行移動を表し、Qv.z は

Qv,z := cos
(
s

√
R̂(v) + t

(
J ◦

√
R̂(v)

))
−

sin
(
s

√
R̂(v) + t

(
J ◦

√
R̂(v)

))
√
R̂(v)

◦ Âv

によって定義される Tx(Mc)からそれ自身への複素線形写像を表す。それゆえ、êxp⊥(sv + tJv)が
Mcの γsv+tJv に沿う焦点であることと、z = s+ tiが F̂v(z) := detQv,z によって定義される複素数

値関数 F̂v の零点であることが同値であることが示される。一方、明らかに F̂v の零点と F c
v の零点

は一致する。したがって、次の事実が示される。

事実 z = s+ tiがM の γv に沿う複素焦半径であること êxp⊥(sv + tJv)がMcの γsv+tJv に沿う焦

点であることは同値である。

このように、複素焦半径の幾何学的意味を掴むことができるのである。

例 (Hm(c̄) ⊂ Hm+1(c)) Hm+1(c)内の全臍的超曲面M := Hm(c̄)を考える。この主曲率は
√
c̄− c

となり、

FRC
M,v =

{
1√
−c

(
arctanh

√
c̄− c√
−c

+ (j +
1
2
)πi
) ∣∣∣∣ j ∈ Z

}
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となる。それゆえ、Mc = Sm
C (c̄)(⊂ Sm+1

C (c)) の複素測地線 γc
v に沿う焦点集合は、

F :=
{

êxp⊥(ajv + bjJv) | j ∈ Z
}

(ただし、aj + bji =
1√
−c

(
arctanh

√
c̄− c√
−c

+ (j +
1
2
)πi
)

)

となる。ここで、F を含む複素球面 Sm+1
C (c)の実形が存在することを注意しておく。この実形は、

Hm(c)でもコンパクト実形Hm
m (c)( =

anti−isom
Sm(−c))でもなく、擬双曲空間Hm

m−1(c)( =
anti−isom

Sm
1 (−c))

である。

§2 Hermann型作用の軌道幾何

H y G/K を非コンパクト型対称空間G/K 上の Hermann型作用とし、M をその主軌道とする。
g, k, h を、各々、G,K,H のリー代数とし、g = k + p をカルタン分解とし、g = h + q を (G,H)
に付随する標準分解とする。θ を (Fix θ)0 ⊂ K ⊂ Fix θ を満たす G のカルタン対合とし、σ を

(Fixσ)0 ⊂ H ⊂ Fixσを満たす Gの対合とする。θ, σから誘導される gの対合も同じ記号で表すこ

とにする。必要ならば、H を適当な共役群にすり替えることにより、σと θは可換であるとしてよい

([Be, Lemma 10.2]を参照)。それゆえ、p = p ∩ h + p ∩ q が成り立つ。このすり替えにしたがって、

M を適当な合同な部分多様体にすり替えることにする。このとき、F := H(eK) (e : Gの単位元)
は鏡映部分多様体になり、それゆえ、F⊥ := exp⊥(T⊥

eKF )も鏡映部分多様体になる。x ∈ M ∩ F⊥

と v( ̸= 0) ∈ T⊥
x M をとる。Z を、ExpZ = x を満たす p ∩ q の元とし、v̄ := (exp Z)−1

∗ (v) とす
る。ここで、Exp は、G/K の eK における指数写像を表し、exp はリー群 G の指数写像を表す。

b := (exp Z)−1
∗ (T⊥

x M)とする。これは、p∩ qの極大アーベル部分空間となる。p = zp(b) +
∑

β∈△′
+

pβ

を bに関するルート空間分解とする。ここで、zp(b)は、bの pにおける中心化代数を表し、△′
+は、

ルート系 △′ := {β ∈ b∗ | ∃X( ̸= 0) ∈ p s.t. ad(b)2(X) = β(b)2X (∀ b ∈ b)}の b∗ のある辞書式順

序に関する正のルート系を表し、pβ を β ∈ △′
+ に対するルート空間を表す。また、△′V

+ := {β ∈
△′

+ | pβ ∩ q ̸= {0}}，△′H
+ := {β ∈ △′

+ | pβ ∩ h ̸= {0}}とする。このとき、p∩ q = b +
∑

β∈△′V
+

(pβ ∩ q)

および p∩ h = zp∩h(b) +
∑

β∈△′H
+

(pβ ∩ h)が成り立つ。ここで、zp∩h(b)は、bの p∩ hにおける中心化

代数を表す。vを正則元、つまり、任意の β ∈ △′
+ に対し、β(v̄) ̸= 0とする。このとき、M の形作

用素 Av に関して、次の関係式が成り立つ：

(2.1) Av|(exp Z)∗(pβ∩q) = − β(v̄)
tanhβ(Z)

id (β ∈ △′V
+),

(2.2) Av|(exp Z)∗(pβ∩h) = −β(v̄) tanhβ(Z)id (β ∈ △′H
+ ),

(2.3) Av|(exp Z)∗(zp∩h(b)) = 0.

ここで、G/K の計量は適当な正の定数倍によってリスケールする必要がある。これらの関係式によ

れば、

(2.4) (exp Z)∗

 ∑
β∈△′V

+

(pβ ∩ q)

 = ⊕(λ,µ)∈S+(Ker(Av − λ id) ∩ Ker(R(v) − µ id))

および

(2.5) (exp Z)∗

 ∑
β∈△′H

+

(pβ ∩ h)

 = ⊕(λ,µ)∈S−(Ker(Av − λ id) ∩ Ker(R(v) − µ id))
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が成り立つ。ここで、S± は、各々、次式によって定義される集合を表す：

S+ := {(λ, µ) ∈ SpecAv × SpecR(v) | |λ| > |µ|}
S− := {(λ, µ) ∈ SpecAv × SpecR(v) | |λ| < |µ|}

また、明らかに、

(2.6) (exp Z)∗

 ∑
β∈△′V

+

(pβ ∩ q)

 = Tx(M ∩ F⊥)

および

(2.7) (exp Z)∗

 ∑
β∈△′H

+

(pβ ∩ h)

 = (TxM ⊖ KerR(v)) ⊖ Tx(M ∩ F⊥).

が成り立つ。一方、M の γv に沿う焦半径に対する零化空間達の張る空間は、

⊕(λ,µ)∈S+(Ker(Av −λ id)∩Ker(R(v)−µ id))であることが示される。この事実は、前節で述べた外の
空間が双曲空間の場合の焦半径に関する事実 (1.2)から推測されるであろう。したがって、(2.1) ∼ (2.4)
から、次の事実を得る:

(F1) M の γv に沿う焦半径に対する零化空間達は、Tx(M ∩ F⊥)を張る。

一方、M の γv に沿う複素焦半径に対する零化空間達の張る空間は、

⊕(λ,µ)∈S+∪S−(Ker(Av − λ id) ∩ Ker(R(v) − µ id)) であることが示される。この事実は、前節で述
べた外の空間が双曲空間の場合の複素焦半径に関する事実から推測されるであろう。したがって、

(2.1) ∼ (2.5)から、次の事実を得る:

(F2) M の γv に沿う複素焦半径に対する零化空間達は、(TxM)c ⊖ (KerAc
v ∩KerR(v)c)を張る。

§3 定理A，Bの証明

M(⊂ G/K)を定理 Aの主張におけるようなものとし、Mc(⊂ Gc/Kc)をその複素化とする。ま
た、ϕ : H0([0, 1], gc) → GcをGcに対する parallel transport写像，π : Gc → Gc/Kcを自然な射影

とし、M̃c := (π ◦ ϕ)−1(Mc)とする。

定理Aの証明の流れ

(Step I) M が条件 (∗C)を満たすことから、M̃cがプロパーアンチケーラー等径部分多様体であるこ

とを示す。(プロパーアンチケーラー等径部分多様体の定義については、[Koi2]を参照。)
(Step II) (Step I)で示した事実を用い、H0([0, 1], gc)が線形空間であることを利用して、M̃cが等質

であることを示す。(この事実は、[Koi9]において証明されたが、最近、その証明において、改善し
なければならない箇所をいくつか見つけ、[Koi10]において改善した。)
(Step III) (Step II)の結果を用いて、M が等質であることを示す。(この事実は、[Koi9]において証
明されたが、最近、その証明において、改善しなければならない箇所をいくつか見つけ、[Koi10]に
おいて改善した。)
(Step IV) (Step III)の結果を用いて、M が Hermann型作用の主軌道であることを示す。
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定理Bの証明の概略

M は条件 (∗R)を満たすので、条件 (∗C)も満たす。それゆえ、定理Aにより、M はあるHermann
型作用 H y G/K の主軌道であることが示される。さらに、M は条件 (∗R) を満たすことから、
H y G/K が、イソトロピー作用K y G/K に軌道同値であることが示される。それゆえ、定理 B
の主張を得る。

§4 分類
定理 Aと [Koi4]における既約非コンパクト型対称空間上の Hermann型作用の分類を用いて、各

既約非コンパクト型対称空間内の定理 Aにおけるような等径部分多様体を次のように分類すること
ができる。

定理C.

M を既約な非コンパクト型対称空間 G/K 内の定理 Aにおけるような等径部分多様体とする。こ
のとき、M は、表 1 ∼ 4におけるようなGの対称部分群H のG/K への作用のある主軌道に合同で

ある。

G/K H

SL(n, R)/SO(n) SO(n), SO0(p, n − p) (1 ≤ p ≤ n − 1), Sp( n
2 , R), SL( n

2 , C) · U(1)

(n ≥ 6, n : even) (SL(p, R) × SL(n − p, R)) · R∗ (2 ≤ p ≤ n − 2)

SL(4, R)/SO(4) SO(4), SO0(1, 3), SO0(2, 2), SL(2, C) · U(1), (SL(2, R) × SL(2, R)) · R∗

SL(n, R)/SO(n) SO(n), SO0(p, n − p) (1 ≤ p ≤ n − 1),

(n ≥ 5, n : odd) (SL(p, R) × SL(n − p, R)) · R∗ (2 ≤ p ≤ n − 2)

SL(3, R)/SO(3) SO(3), SO0(1, 2)

SU∗(2n)/Sp(n) (n ≥ 4) Sp(n), SO∗(2n), Sp(p, n − p) (1 ≤ p ≤ n − 1), SL(n, C) · U(1)

SU∗(2p) × SU∗(2n − 2p) × U(1) (2 ≤ p ≤ n − 2)

SU∗(6)/Sp(3) Sp(3), SO∗(6), Sp(1, 2)

SU(p, q)/S(U(p) × U(q)) S(U(p) × U(q)), SO0(p, q), Sp( p
2 , q

2 ),

(4 ≤ p < q, p, q : even) S(U(i, j) × U(p − i, q − j)) (1 ≤ i ≤ p − 1, 1 ≤ j ≤ q − 1)

SU(p, q)/S(U(p) × U(q)) S(U(p) × U(q)), SO0(p, q),

(3 ≤ p < q, p or q : odd) S(U(i, j) × U(p − i, q − j)) (1 ≤ i ≤ p − 1, 1 ≤ j ≤ q − 1)

SU(2, q)/S(U(2) × U(q)) S(U(2) × U(q)), SO0(2, q), S(U(1, j) × U(1, q − j)) (1 ≤ j ≤ q − 1)

(q ≥ 3)

SU(p, p)/S(U(p) × U(p)) S(U(p) × U(p)), SO0(p, p), SO∗(2p), Sp( p
2 , p

2 ), Sp(p, R), SL(p, C) · U(1)

(p ≥ 4, p : even) S(U(i, j) × U(p − i, p − j)) (1 ≤ i ≤ p − 1, 1 ≤ j ≤ p − 1)

SU(2, 2)/S(U(2) × U(2)) S(U(2) × U(2)), SO0(2, 2), SO∗(4), SL(2, C) · U(1), S(U(1, 1) × U(1, 1))

SU(p, p)/S(U(p) × U(p)) S(U(p) × U(p)), SO0(p, p), SO∗(2p), Sp(p, R), SL(p, C) · U(1)

(p ≥ 5, p : odd) S(U(i, j) × U(p − i, p − j)) (1 ≤ i ≤ p − 1, 1 ≤ j ≤ p − 1)

SU(3, 3)/S(U(3) × U(3)) S(U(3) × U(3)), SO0(3, 3), SO∗(6), SL(3, C) · U(1),

S(U(1, 1) × U(2, 2)), S(U(1, 2) × U(2, 1))

表 1
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G/K H

SL(n, C)/SU(n) SU(n), SO(n, C), SL(n, R), SU(i, n − i) (1 ≤ i ≤ n − 1), Sp( n
2 , C), SU∗(n)

(n ≥ 6, n : even) SL(i, C) × SL(n − i, C) × U(1) (2 ≤ i ≤ n − 2)

SL(4, C)/SU(4) SU(4), SO(4, C), SL(4, R), SU(i, 4 − i) (1 ≤ i ≤ 3), SU∗(4)

SL(2, C) × SL(2, C) × U(1)

SL(n, C)/SU(n) SU(n), SO(n, C), SL(n, R), SU(i, n − i) (1 ≤ i ≤ n − 1)

(n ≥ 5, n : odd) SL(i, C) × SL(n − i, C) × U(1) (2 ≤ i ≤ n − 2)

SL(3, C)/SU(3) SU(3), SO(3, C)

SO0(p, q)/SO(p) × SO(q) SO(p) × SO(q), SU( p
2 , q

2 ) · U(1),

(4 ≤ p < q, p, q : even) SO0(i, j) × SO0(p − i, q − j) (1 ≤ i ≤ p − 1, 1 ≤ j ≤ q − 1)

SO0(2, q)/SO(2) × SO(q) SO(2) × SO(q), SO0(1, j) × SO0(1, q − j) (1 ≤ j ≤ q − 1)

(4 ≤ q, q : even)

SO0(p, q)/SO(p) × SO(q) SO(p) × SO(q), SO0(i, j) × SO0(p − i, q − j) (1 ≤ i ≤ p − 1, 1 ≤ j ≤ q − 1)

(2 ≤ p < q, p or q : odd)

SO0(p, p)/SO(p) × SO(p) SO(p) × SO(p), SO(p, C), SU( p
2 , p

2 ) · U(1), SL(p, R) · U(1)

(p ≥ 4, p : even) SO0(i, j) × SO0(p − i, p − j) (1 ≤ i ≤ p − 1, 1 ≤ j ≤ p − 1)

SO0(2, 2)/SO(2) × SO(2) SO(2) × SO(2), SO(2, C), SO0(1, 1) × SO0(1, 1)

SO0(p, p)/SO(p) × SO(p) SO(p) × SO(p), SO(p, C), SL(p, R) · U(1),

(p ≥ 5, p : odd) SO0(i, j) × SO0(p − i, p − j) (1 ≤ i ≤ p − 1, 1 ≤ j ≤ p − 1)

SO0(3, 3)/SO(3) × SO(3) SO(3) × SO(3), SO(3, C), SO0(1, 1) × SO0(2, 2)

SO0(1, 2) × SO0(2, 1)

SO∗(2n)/U(n) U(n), SO(n, C), SU∗(n) · U(1)

(n ≥ 6, n : even) SO∗(2i) × SO∗(2n − 2i) (2 ≤ i ≤ n − 2),

SU(i, n − i) · U(1) (
[

i
2

]
+
[

n−i
2

]
≥ 2)

SO∗(8)/U(4) U(4), SO(4, C), SO∗(4) × SO∗(4), SU(2, 2) · U(1)

SO∗(2n)/U(n) U(n), SO(n, C), SO∗(2i) × SO∗(2n − 2i) (2 ≤ i ≤ n − 2),

(n ≥ 5, n : odd) SU(i, n − i) · U(1) (
[

i
2

]
+
[

n−i
2

]
≥ 2)

SO(n, C)/SO(n) SO(n), SO(i, C) × SO(n − i, C) (2 ≤ i ≤ n − 2),

(n ≥ 8, n : even) SO0(i, n − i) (
[

i
2

]
+
[

n−i
2

]
≥ 2), SL( n

2 , C) · SO(2, C), SO∗(n)

SO(6, C)/SO(6) SO(6), SO(i, C) × SO(6 − i, C) (2 ≤ i ≤ 4),

SO0(2, 4), SO0(3, 3), SO∗(6)

SO(4, C)/SO(4) SO(4), SO(2, C) × SO(2, C), SO0(2, 2), SO∗(4)

SO(n, C)/SO(n) SO(n), SO(i, C) × SO(n − i, C) (2 ≤ i ≤ n − 2),

(n ≥ 5, n : odd) SO0(i, n − i) (
[

i
2

]
+
[

n−i
2

]
≥ 2)

表 2
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G/K H

Sp(n, R)/U(n) U(n), SU(i, n − i) · U(1) (1 ≤ i ≤ n − 1), SL(n, R) · U(1),

(n ≥ 4, n : even) Sp( n
2 , C), Sp(i, R) × Sp(n − i, R) (2 ≤ i ≤ n − 2)

Sp(2, R)/U(2) U(2), SU(1, 1) · U(1)

Sp(n, R)/U(n) U(n), SU(i, n − i) · U(1) (1 ≤ i ≤ n − 1), SL(n, R) · U(1),

(n ≥ 5, n : odd) Sp(i, R) × Sp(n − i, R) (2 ≤ i ≤ n − 2)

Sp(3, R)/U(3) U(3), SU(1, 2) · U(1), SL(3, R) · U(1)

Sp(p, q)/Sp(p) × Sp(q) Sp(p) × Sp(q), SU(p, q) · U(1),

(2 ≤ p < q) Sp(i, j) × Sp(p − i, q − j) (1 ≤ i ≤ p − 1, 1 ≤ j ≤ q − 1)

Sp(p, p)/Sp(p) × Sp(p) Sp(p) × Sp(p), SU(p, p) · U(1), SU∗(2p) · U(1), Sp(p, C)

(p ≥ 3) Sp(i, j) × Sp(p − i, p − j) (1 ≤ i ≤ p − 1, 1 ≤ j ≤ p − 1)

Sp(2, 2)/Sp(2) × Sp(2) Sp(2) × Sp(2), SU(2, 2) · U(1), SU∗(4) · U(1), Sp(1, 1) × Sp(1, 1)

Sp(n, C)/Sp(n) Sp(n), SL(n, C) · SO(2, C), Sp(n, R), Sp(i, n − i) (1 ≤ i ≤ n − 1),

(n ≥ 4) Sp(i, C) × Sp(n − i, C) (2 ≤ i ≤ n − 2)

Sp(n, C)/Sp(n) Sp(n), SL(n, C) · SO(2, C), Sp(n, R), Sp(i, n − i) (1 ≤ i ≤ n − 1)

(n = 2, 3)

E6
6/(Sp(4)/{±1}) Sp(4)/{±1}, Sp(4, R), Sp(2, 2), SU∗(6) · SU(2),

SL(6, R) × SL(2, R), SO0(5, 5) · R, F 4
4

E2
6/SU(6) · SU(2) SU(6) · SU(2), Sp(1, 3), Sp(4, R), SU(2, 4) · SU(2), SU(3, 3) · SL(2, R),

SO∗(10) · U(1), SO0(4, 6) · U(1)

E−14
6 /Spin(10) · U(1) Spin(10) · U(1), Sp(2, 2), SU(2, 4) · SU(2), SU(1, 5) · SL(2, R),

SO∗(10) · U(1), SO0(2, 8) · U(1)

E−26
6 /F4 F4, F−20

4 , Sp(1, 3)

Ec
6/E6 E6, E6

6 , E2
6 , E−14

6 , Sp(4, C), SL(6, C) · SL(2, C), SO(10, C) · Sp(1), FC
4 . E−26

6

E7
7/(SU(8)/{±1}) SU(8)/{±1}, SL(8, R), SU∗(8), SU(4, 4), SO∗(12) · SU(2),

SO0(6, 6) · SL(2, R), E6
6 · U(1), E2

6 · U(1)

E−5
7 /SO′(12) · SU(2) SO′(12) · SU(2), SU(4, 4), SU(2, 6), SO∗(12) · SL(2, R),

SO0(4, 8) · SU(2), E2
6 · U(1), E−14

6 · U(1)

E−25
7 /E6 · U(1) E6 · U(1), SU∗(8), SU(2, 6), SO∗(12) · SU(2),

SO0(2, 10) · SL(2, R), E−14
6 · U(1), E−26

6 · U(1)

Ec
7/E7 E7, E7

7 , E−5
7 , E−25

7 , SL(8, C), SO(12, C) · SL(2, C), Ec
6 · C∗

表 3
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G/K H

E8
8/SO′(16) SO′(16), SO∗(16), SO0(8, 8), E−5

7 · Sp(1), E7
7 · SL(2, R)

E−24
8 /E7 · Sp(1) E7 · Sp(1), E−5

7 · Sp(1), E−25
7 · SL(2, R), SO∗(16), SO0(4, 12)

Ec
8/E8 E8, E8

8 , E−24
8 , SO(16, C), Ec

7 × SL(2, C)

F 4
4 /Sp(3) · Sp(1) Sp(3) · Sp(1), Sp(1, 2) · Sp(1), Sp(3, R) · SL(2, R)

F c
4 /F4 F4, F 4

4 , F−20
4 , Sp(3, C) · SL(2, C)

G2
2/SO(4) SO(4), SL(2, R) × SL(2, R), α(SO(4))

(α :an outer automorphism of G2
2)

Gc
2/G2 G2, G2

2, SL(2, C) × SL(2, C)

表 4
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