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3次元ユークリッド空間 R3内の極小曲面である懸垂面の，スラブ（高さ一定の 2平面で挟まれ

た領域）内での面積最小曲面としての特徴づけ [CD, BB, OS]に倣って，5次元ハイゼンベルグ群

H5 内の極小ルジャンドル曲面であるルジャンドル懸垂面，及び複素 2次元空間 C2 内の極小ラグ

ランジュ曲面であるラグランジュ懸垂面を特徴づける試みの最初の結果を報告する．

1 R3内のスラブ内の懸垂面

スラブ Ha
−a = {(x, y, z) | − a ≤ z ≤ a}内のコンパクト極小曲面でその境界がスラブの境界平

面に含まれるものの中で面積最小のものは懸垂面（のうちの面積最小のもの）に限られるかという

設問に，Bernstein-Breiner ([BB], 2014年) は, 曲面が二重連結領域の埋め込みになっている場合

には正しいことを証明した．さらに最近，Choe-Daniel [CD]は，はめ込まれた任意のコンパクト

極小曲面に対して，水平面との切り口が同じ向きをもつという条件だけでこの問題が正しく成立し

ていることを示している．

スラブHa
−a 内の面積最小懸垂面 Ca とは，次で与えられる曲面である．

Ca =
a

b
(C ∩Hb

−b)

tanh b =
1

b

C = {(x, y, z) | cosh z =
√

x2 + y2}

[BB]の証明は，Osserman-Schiffer の次の結果を利用している．(一方，

[CD]の証明は全く異なっている．）

定理 ([OS], Theorem 1, 1975年). 二重連結領域 A = {ζ ∈ C | r1 < |ζ| <
r2}から R3 への極小共形はめ込みxに対して，閉曲線 |z| = etの像 σρ の長さ L(t)はL′′(t) ≥ L(t)

を満たす．x(A)が平面に含まれるのでなければ，等号成立は懸垂面 C の適当なスラブHa
b との共

通部分となる場合に限られる．

さらにこの定理は，極小曲面のワイエルシュトラス表現公式

x =
1

2
Re

∫ (
f(ζ)(1− g(ζ)2), if(ζ)(1 + g(ζ)2), 2f(ζ)g(ζ)

)
dζ

g : 有理型関数, f :正則関数

x∗ds2R3 =
1

4
|f |2(1 + |g|2)2|dζ|2

1



を用いて示されている．一方，我々は [AA]で，H5内の極小ルジャンドル曲面のワイエルシュトラ

ス型表現公式を与えた．それを基に，[OS]の上記定理のルジャンドル版を与える．

2 5次元ハイゼンベルグ群H5の極小ルジャンドル曲面と複素 2次

元空間C2の極小ラグランジュ曲面

前節の R3での曲面の結果を 5次元空間 R5内の曲面で考えるときに，R5にハイゼンベルグ群の

構造と，その上に自然に誘導される佐々木・ウェブスター計量を考え，ルジャンドル曲面を考える

というのは，一つの自然な流れである (例えば，[AA])．5次元ハイゼンベルグ群 H5とは次のよう

に定義され，以下の性質をみたす接触リーマン多様体である：

H5 := C2 × R = {(z, u)}, z = p+ iq = (z1, z2), zj = pj + iqj(j = 1, 2)

(z, u) · (z′, u′) = (z + z′, u+ u′ + 2 Im(z · z′ ))

η = du− 1
2 (p · dq− q · dp) 接触形式 (i.e. η ∧ (dη)2 ≠ 0 ))

H = Ker η= R{T1, · · · , T4}接触構造 Tj = ∂pj
−

qj
2

∂u, T2+j = ∂qj
+

pj
2

∂u

ξ = ∂u レーブベクトル場　 (η(ξ) = 1 & dη(ξ, ·) = 0), TH5 = H ⊕ R ξ

J ↷ H 概複素構造 J(Tj) = T2+j , J(T2+j) = −Tj

gH := dη ◦ (J ⊗ 1) = |dp|2 + |dq|2, πH : TH5 → H

gη := π∗
HgH + η ⊗ η: H5 上の佐々木/ウェブスター計量

(η, gH , J): H5 上の接触リーマン構造

さらに，射影 π : H5 = C2 × R → C2 は，リーマン沈め込みになっている．H5 内のルジャンド

ル曲面は，πによって複素 2次元空間 C2内のラグランジュ曲面に移る．特に，極小ルジャンドル

曲面 (はめ込み）x̂(ζ) = (x(ζ), u(ζ)) は極小ラグランジュ曲面（はめ込み）x(ζ)に対応する．

[AA]にまとめたように，C2 の極小ラグランジュ曲面は次のように複素正則曲線
(
F1(ζ), F2(ζ)

)
と対応し，

x(ζ) = eiβ
(
F1(ζ)− F2(ζ), F2(ζ) + iF1(ζ)

)
β ∈ R,

(
S1(ζ), S2(ζ)

)
=
(
F ′
2(ζ),−F ′

1(ζ)
)
̸= 0

と表現される．対応する H5 の極小ルジャンドル曲面 x̂(ζ) = (x(ζ), u(ζ))は，局所的に

u(ζ) = −Re

∫
(F1S1 + F2S2)dζ

で与えられる．これは上式の右辺の積分の実部が局所的に一価であることを意味し，さらにそれが

曲面全体で一価であるラグランジュ曲面は完全であると言われる．すなわち，H5 内の極小ルジャ

ンドル曲面と，C2 内の完全極小ラグランジュ曲面は，同義である．上記のように表現された極小

ルジャンドル曲面/極小ラグランジュ曲面に誘導された計量は次で表される．

x̂∗ds2H5 = x∗ds2C2 = 2(|S1(ζ)|2 + |S2(ζ)|2)|dζ|2.



3 ルジャンドル懸垂面とラグランジュ懸垂面

R3 内の懸垂面 C は，ワイエルシュトラス・データ f(ζ) =
2i

ζ
, g(ζ) = −iζ (ζ = ew ∈ C− {0})

によって表現される極小曲面であり，

(xw, yw, zw) = (2i coshw, 2 sinhw, 2)

となっている．これに対応するラグランジュ曲面が C2 内のラグランジュ懸垂面である．

(F1, F2) =
1

2

(
ζ

1

ζ

)(
1 1

−1 1

)
, (S1dζ, S2dζ) = (− sinhwdw, coshwdw)

また，上記に対応する H5 内のルジャンドル懸垂面 x̂ = (x, u)は，

u = t, (w = t+ iθ), 2 coshu =
√

|x|2 + 4

となっている．このルジャンドル懸垂面と H5の u = c(≡ const)で与えられる超平面 C2
c との交わ

りは, C2
c = C2内のラグランジュ平面 Πc = αcR{(1, 0)(0, i)} (αc = sinh c− i cosh c)にある原点中

心の半径
√
2|αc|の円になっている．ラグランジュ平面Πcはラグランジュ角度 βcが「高さ」u = c

に応じて βc = Arg(iα2
c) で与えられる平面である．

u

C2
c

C2
0

C2
−c

−π/2

Π0

βc + π/2
Πc

βc + π/2

Π−c

H5

Πc

Π0

Π−c

C2

0

θ

ζ = ew = eteiθ

t = c

t = −c

(x, u = t)

u = t

ルジャンドル懸垂面

4 Osserman-Schifferの定理のラグランジュ・ルジャンドル版

二重連結領域 A = {ζ ∈ C | r1 < |ζ| < r2}から複素 2次元空間 C2 への極小ラグランジュ共形

はめ込み xについて考える．A内の閉曲線 |ζ| = rの像である閉曲線のエネルギーを E(r), 長さを

L(r)と表す：

E(r) =

∫ 2π

0

µ(reiθ)2dθ, L(r) =

∫ 2π

0

√
2µ(reiθ)dθ, µ(ζ) = |ζ|

√
|S1(ζ)|2 + |S2(ζ)|2.

このとき，次が成立する．



定理 1. t = log rとする．
d2E

dt2
≥ 4E ≥ 1

π
L2.

特に，xが完全であるとき，
d2E

dt2
=

1

π
L2 であるための必要十分条件は，(x, u)が u ≡ constであ

る C2内の平面に含まれているか，ルジャンドル懸垂面の u ≡ constで定義される２つの超平面で

挟まれる部分にうつっているかである．

証明. 平坦ラプラシアンを△0 = 4 ∂2

∂ζ∂ζ̄
と表す．このとき，次の等式が成立する．

d2E

dt2
=

∫ 2π

0

r
∂

∂r

(
r
∂µ2

∂r

)
dθ =

∫ 2π

0

(r2△0µ
2 − ∂2µ2

∂θ2
)dθ

=

∫ 2π

0

r2△0µ
2dθ

次の補題を適用すれば，
d2E

dt2
≥ 4

∫ 2π

0

µ2dθ = 4E が導かれる．

補題 2 ([OS], (23)式 ). A上の正則関数 G(ζ)が
∫ 2π

0
G(reiθ)dθ = 0をみたすならば，∫ 2π

0

r2△0|G|2dθ ≥ 4

∫ 2π

0

|G|2dθ.

ここで等号が成立するための必要十分条件は， G = a1ζ + a−1
1
ζ (a1, a−1 ∈ C). である．

シュワルツ不等式より，
1

2
L2 =

(∫ 2π

0

µdθ

)2

≦ 2π

∫ 2π

0

µ2dθ = 2πE であるから，
d2E

dt2
≥ 4E ≥

1

π
L2 が成立する．

ある rに対して
d2E

dt2
=

1

π
L2 が成立することと，すべての rについて

d2E

dt2
=

1

π
L2 が成立する

ことは同値であることに注意すると，簡単な計算によって，この条件は次の (i), (ii)の条件をみた

すことと同値であることがわかる．

(i) 適当な a, b, c, d ∈ Cによって，(F1, F2) = (ζ,
1

ζ
)

(
a c

b d

)
と表される．

(ii) µは θによらない.

さらに，条件 (ii)は cd̄+ab̄ = 0であることと同値である．今，xが完全であるためには ad−bcが実数

値をとることが必要十分である．もし ad−bc ̸= 0であれば，p :=
( |b|2+|d|2
|a|2+|c|2

) 1
4 , P :=

(
1/p 0
0 p

)(
a c
b d

)
∈

R∗SU(2) とおくと，変換 ζ 7→ pζ, (F1, F2) 7→ (F1, F2)P
−1 によって，(F1, F2) = (ζ,

1

ζ
)とみなせ

ることがわかる．
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