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1 序.

まず，共形類 [g]の与えられた 4次元の向き付けられた多様体M を考える．こ
の場合，リーマン面Σ からM への共形はめ込み f : Σ → M はM のツイスター
空間へのツイスターリフトを許容し，このツイスターリフトを用いて様々研究が
行われている．特に，ツイスターリフトが正則となるとき，はめ込み f はツイス
ター正則とよばれ，Mが定曲率空間形のときにはウィルモア曲面の研究において
重要である．4次元の向き付けられた共形多様体は四元数多様体であることふま
え，曲面から四元数多様体へのはめ込みで同様な議論を行いたい．
次節以降で，改めて述べるが，多様体Mの四元数構造はEnd(TM)の階数 3の
ある種の部分束Q とそれを保つ捩れのない接続の組で与えられる．このような
接続はQに対して一意ではないので，着目したい量や性質は，接続に依存しない
Qのみに依存するものである．なお，本稿では曲面の場合を考えるが，[10]では
実半分次元の部分多様体をこの観点から研究している．ツイスター正則性は接続
に依存しないものとして同様に定義でき，ウィルモア汎関数に相当する四元数不
変量も得られたので，これらの関連等を中心に報告する．

2 包含的はめ込み.

この節では，四元数多様体への包含的なはめ込み等の定義と，それに関する四
元数不変量を与える．
(M,Q)を実 4n次元の四元数多様体とする．すなわち，Qは End(TM)の階
数 3の部分束であり，M の各点の近傍で定義された Qの局所枠 (I1, I2, I3)で，
I21 = I22 = I23 = −id, I1I2 = −I2I1 = I3 を満たすものが存在し，かつM の捩れ
のない接続∇でQを保つものが存在するとする．上のような∇を四元数接続と
いう．四元数接続はQに対して一意的ではないことに注意する．すなわち，次が
成立する ([1])．
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補題 1. ∇1，∇2を四元数接続とするとき，

∇1
XY = ∇2

XY + ξ(X)Y + ξ(Y )X − ξ(I1X)I1Y − ξ(I1Y )I1X

−ξ(I2X)I2Y − ξ(I2Y )I2X − ξ(I3X)I3Y − ξ(I3Y )I3X

を満たす 1-形式 ξが存在する (X, Y ∈ Γ(TM) ). 逆に，∇2を四元数接続とする
とき，上式で定められる接続∇1は四元数接続である.

Mの各点 x ∈ MにおいてZx = {J ∈ Qx | J2 = −id}とし，Z = ∪x∈MZxとす
る. 以下のように，Zには概複素構造 IZが定義できる ([3]). 束射影 πtw : Z → M

と四元数接続∇は垂直部分束 T vZ と水平部分束 T hZ による分解 TZ = T hZ ⊕
T vZ 誘導する. IZ∇ を J ∈ Z における水平ベクトル X に対して，(IZ∇)J(X) =

(J((πtw∗(X)))hJ と定め，垂直ベクトル V に対して IZ∇(V ) = Jv(V ) と定める．こ
こで，Jvは各ファイバー (≃ S2)上の自然な複素構造である. 特に，次が成立す
る ([2])．

補題 2. ∇1と∇2をともに四元数接続とすると IZ∇1 = IZ∇2.

以下，四元数接続にはよらない性質を論ずるので，IZ∇ を IZ と書く．(Z, IZ)を
M のツイスター空間という．なお，可積分性については次が成立する ([3]等)．

定理 3. n ≥ 2のとき，IZは積分可能であり，n = 1のとき，IZが積分可能で
あることとQが反自己双対であることは同値である．

以降，Σを向き付けられた曲面とする．

定義 4. はめ込み f : Σ → M が包含的 (inclusive)であるとは，Σの各点 xに
対して，f∗x(TxΣ)が Tf(x)M の実 4次元の四元数部分空間に含まれるときをいう
(または，単にΣ自身を包含的であるという)．

f が包含的であるとき，I1 : Σ → Zで I1は f∗(TΣ)を保ち，I1から誘導される
Σの複素構造 IがΣの向きに適合するようなものが唯一存在する．この I1を fの
自然なツイスターリフトと呼ぶ．また I1は f#TM の複素構造ともみれる. §1 で
述べたように，包含的なはめ込み f のM の四元数構造Qのみに依存する量や性
質を論ずる. なお，M の (実)次元が 4のときは，はめ込みは常に包含的であり，
Iは f ∗gに適合する．よって，この場合には，曲面のウィルモア汎関数などの共
形不変量や共形不変な性質を考えることに対応する．整理すると, 次頁の表のよ
うになる．
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dimM = 4n n = 1 n ≥ 2

構造 共形 四元数
IZ の可積分性 反自己双対 常に可積分

曲面からのはめ込み　 共形 包含的
不変量 共形 四元数

次に，記号をいくつか用意する．Ric∇は四元数接続∇のリッチ曲率，θsは四
元数多様体M の (0, 2)テンソル θの対称化を表し，Πhθは θのエルミート化，す
なわち

Πh(θ)(X, Y ) =
1

4
(θ(X, Y ) +

3∑
i=1

θ(IiX, IiY )).

で定義されるテンソルを表す．また，Σには面積要素Ωが存在するので，Σ上の
対称な (0, 2)テンソル sに関して，

aΩ(s) =
s(X,X) + s(IX, IX)

Ω(X, IX)

(X( ̸= 0) ∈ TΣ)が定義できる．aΩ(s)はX ∈ TΣの取り方によらず，aΩ(s)ΩはΩ

の取り方にもよらない ([7])．Eを複素構造 IE ∈ Γ(End(E))と接続Dが与えら
れた (Σ, I)上の複素ベクトル束とする．X ∈ TΣに対して，

AD′
X =

1

4
(IE(D̄XI

E) + (D̄IXI
E)),

AD′′
X =

1

4
(IE(D̄XI

E)− (D̄IXI
E))

と定める. ここで，D̄は End(E)に誘導される接続である．なお，D̄XI
E = 0と

は限らない場合を考えている.

以下，Σはコンパクトとし，包含的なはめ込み f : Σ → Mに対して，次のWQ

を定義する:

WQ(f) :=
1

2

∫
Σ

aΩ

(
f ∗(Ric∇)s − 2

n+ 2
f ∗(Πh(Ric∇)s)− (TrAf#∇′

( · ) Af#∇′
( · ) )

)
Ω.

ここで，f#∇は引き戻し束 f#TM上の∇の引き戻し接続である．このWQは
四元数不変量である．すなわち，

定理 5. 包含的なはめ込み f : Σ → Mに対して，WQ(f)はMの四元数接続の
取り方によらない．
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なお，(M,Q, g)が四元数ケーラー多様体であるとき，Scgを gのスカラー曲率，
Hを包含的なはめ込み f の平均曲率ベクトル場とすると，

WQ(f) =
Scg

4(n+ 2)
Area(Σ, g′) + n

∫
Σ

∥H∥2ΩΣ

が成立する．ここで，g′は誘導計量，ΩΣはその面積要素である．特に，M が実
4次元定曲率空間形のとき，WQはウィルモア汎関数に一致する．

3 ツイスター正則な包含的はめ込み.

包含的なはめ込みの自然なツイスターリフト I1 : Σ → Zが正則であるとき，f

はツイスター正則であるという．f がツイスター正則であるという性質は，四元
数接続の取り方によらない．次のように，不変量WQを f#(TM)の第一チャーン
類 c1(f

#TM)で下から評価することができる．

定理 6. f : Σ → M を包含的なはめ込みとする．M が n > 1または n = 1で
Qが反自己双対であるとすると

WQ(f) ≥ 2π

∫
Σ

c1(f
#TM)

が成立し，等号成立は f がツイスター正則であるときに限る．

一般に, (M,S)を幾何構造Sをもった多様体内の部分多様体Σの研究において，
(i)　 Sに関して不変な，Σの (外在的)幾何学量を見つけ,

(ii)　その上限や下限を求め,

(iii)　 (ii)で等号成立する場合を特徴付けよ
ということを考えることは部分多様体の基本的性質を論ずる上で意味があると思
われるが，上の定理 6はその一つの答えを与えている．
さて，ツイスター空間を用いて研究をすることの大きな利点の一つは，ツイス
ター空間上で複素幾何学を使えることにある．よって，はめ込みの四元数不変量
とリフトの複素幾何学的な量を関連付けることは重要であろう．特に，四元数射
影空間HP nのツイスター空間は複素射影空間CP 2n+1である．f がツイスター正
則のとき，I1は正則写像となり，その次数を dとすれば次が成立する．

定理 7. f : Σ → HP nを包含的なはめ込みとする. f がツイスター正則ならば
WQ(f) = 4πndが成立する.
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例 8. Veronese写像CP 1 ∋ [W0,W1] 7→ [W 2n+1
0 ,W0W

2n
1 , · · · ,W 2n+1

1 ] ∈ CP 2n+1

を考える．これに，射影 πtwを合成したものは，CP 1からHP nへのツイスター
正則なはめ込みとなりWQ(f) = 4πn(2n+ 1)を満たす.

この §の最後に系を 1つ述べる．商束をN := f#TM/TΣとおく．f が包含的
なので，N には I1から複素構造 IN が定義できる. f がツイスター正則のとき，
定理 6,7から，次が得られる．

系 9. f : Σ → HP nを種数 qの曲面Σからの包含的なはめ込みとする. f がツ
イスター正則ならばN の第一チャーン類 c1(N)は∫

Σ

c1(N) = 2(nd+ q − 1)

を満たす．

[5]において，S4内のツイスター正則な曲面の法束 T⊥Σについて，∫
Σ

c1(T
⊥Σ) ≥ 0

が成立し，等号はΣが全臍的であるときに限り成立することが示されている．し
たがって，系 9はこの結果を改良，一般化したものである．

4 Hnへのツイスター正則なはめ込み.

Hを四元数体とする．Hn(∼= R4n)には自然に四元数構造が定まる (自然な平
坦アファイン接続は四元数接続となる)．Hnのツイスター空間は，位相的には直
積束 Hn × CP 1 となるが，これは複素多様体としての積でなく，複素多様体と
しては Z = 2nL と表される．ここで，Lは CP 1 上の超平面束である ([9]等)．
π2 : 2nL → CP 1を束射影とする．f : Σ → Hnを包含的なはめ込みとするとき，
π2 ◦ Ĩ : Σ → CP 1の写像度を deg(π2 ◦ Ĩ)で表す．M = Hnのとき，簡単な考察で
WQ > 0であることは分かるが，次が成立することが分かる．

定理 10. f : Σ → Hnを包含的なはめ込みとするとき，WQ(f) ≥ 4πnが成立
する.

さて，Hn内の包含的な曲面として，最も簡単なのもは，

ι : S2 ∼= {a ∈ ImH | |a| = 1} ⊂ ImH ⊂ H ⊂ Hn

あると思われるが，ιはツイスター正則でありWQ(ι) = 4πn を満たす．少なくと
も，WQ(f) = 4πnとなる曲面が存在することは分かるが，WQ(f) = 4πnを満た
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す包含的な曲面がこのようなものに限るか否かは現在のところは分からない (の
で，今後の検討課題としたい)．
Hnへのツイスター正則なはめ込みに関しては，[5]と同様な議論で次のことが
分かる (n = 1のときが [5]の場合)．f : Σ → Hnをツイスター正則なはめ込みと
する. このとき，π2 ◦ Ĩ : Σ → CP 1は正則写像となり，

WQ(f) = 4πn deg(π2 ◦ Ĩ)

が成立する．逆に与えられた正則写像 a : Σ → CP 1に対して，引き戻し束 a#L

の正則切断 b1, . . . , b2n を用いて，a = π2 ◦ Ĩ となるツイスター正則なはめ込み
f : Σ → Hnが得られる (正確には，はめ込みとなるように b1, . . . , b2n に条件が
つく)．

5 四元数ウィルモアはめ込み.

(M,Q)を実 4n次元の四元数多様体とし，Σを向き付けられたコンパクトな曲
面とする．包含的なはめ込み f : Σ → Mに対して，WQの汎関数の停留点となる
包含的なはめ込み，すなわち，ウィルモア曲面の四元数版をこの節では考える．

定義 11. 包含的はめ込み f : Σ → M が四元数ウィルモア (resp. 制限四元数
ウィルモア )であるとは，f0 = f かつすべての t ∈ J(J は 0を含むRの開区間)

に対して ft : Σ → M が包含的となる (resp. すべての t ∈ J に対して ft : Σ → M

が包含的となり誘導される Σの複素構造を動かさない) 任意の変分 {ft}t∈J に対
して，

d

dt
WQ(ft)

∣∣∣∣
t=0

= 0

を満たすことをいう．

前に述べた通り，ft (t ∈ J)が包含的のとき，I1(t) : Σ → Zで I1(t)は ft∗(TΣ)

を保ち，I1(t)から誘導されるΣの複素構造 I(t)でΣの向きに適合するようなも
のが唯一存在する．これらに対して，

　 I ′ =
d

dt
I(t)

∣∣∣∣
t=0

, I ′1 =
d

dt
I1(t)

∣∣∣∣
t=0

, Vx =
d

dt
ft(x)

∣∣∣∣
t=0

とおく．また，I = I(0)とおく．変分 {ft}t∈J に付随して，Vを

V(X,Y ) := −TrR∇
V,f∗XA

f#∇′′
Y +

1

4
TrI ′1(d

(f#∇)Af#∇′′)(X, IY )− 1

2
TrAf#∇′

I′X Af#∇′′
IY

とX, Y ∈ TΣに対して定義する．ここで，R∇は四元数接続∇の曲率テンソルであ
り，d(f#∇)Af#∇′′は (d(f

#∇)Af#∇′′)(X, Y ) = ((f#∇)XA
f#∇′′)Y−((f#∇)YA

f#∇′′)X
で定義される (X, Y ∈ TΣ)．なお，共変微分 ((f#∇)XA

f#∇′′)Y の定義にはTΣの
捩れのない接続を用いるが，d(f

#∇)Af#∇′′はその捩れのない接続の取り方によら
ない．以上の準備のもと，第一変分公式は以下の通りとなる．
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定理 12. n > 1またはQは反自己双対とする．f : Σ → M を包含的なはめ込
みとする．f0 = f かつすべての t ∈ J に対して ft : Σ → M が包含的となる変分
{ft}t∈J に対して，

d

dt
WQ(ft)

∣∣∣∣
t=0

=

∫
Σ

aΩ(Vs)Ω.

が成立する.

上の定理 12または定理 6から，n > 1またはQが反自己双対のとき，ツイス
ター正則な包含的なはめ込みは，四元数ウィルモアであることがただちに分かる．
また，リッチ平坦かつAf#∇′ = 0をみたす四元数接続∇が存在すれば，包含的な
はめ込み f は四元数ウィルモアとなる. 四元数ケーラー多様体の場合を考えると
次も分かる．

系 13. (M,Q, g)をn > 1の四元数ケーラー多様体または反自己双対アインシュ
タイン多様体とする．f : Σ → Mを包含的な極小はめ込みとする．このとき fは
四元数ウィルモアである.

なお，四元数ケーラー多様体の場合には，Af#∇′ = 0であることと f が極小で
あることは同値である．次に，四元数ケーラー多様体への包含的なはめ込みに関
して，その自然なツイスターリフトが調和切断となる場合を考える．ここで，一
般に調和切断とは，コンパクトなリーマン多様体上の標準計量の与えらたリーマ
ンベクトル束の切断で長さが１であるもの全体の空間にエネルギー汎関数を制限
し，その汎関数の停留点を与える切断のことをいう．[4]において，次のことが主
張されている．

定理 14([4]). 実 4次元の定曲率空間形内の曲面でその平均曲率ベクトル場が
法束の正則切断ならば，その曲面は制限ウィルモアである．

ここで，制限ウィルモアとは曲面の共形構造を保つようなはめ込みの変分に対
して，ウィルモア汎関数の停留点となるものを指す (つまり，上で定義した制限
四元数ウィルモアに相当するもの)．また，以下が分かっている．

定理 15([6]). 実 4次元の反自己双対アインシュタイン多様体内の曲面に対し
て，その平均曲率ベクトル場が法束の正則切断であることと I1が調和切断である
ことは同値である．

“調和性”はリーマン幾何学の範疇に属することだが，上の二つの主張をあわせ
たものは，I1が調和切断である曲面の一つの共形幾何学的な意味を与えていると
思える．我々の設定で，次が得られた．
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定理 16. (M,Q, g)を n > 1の四元数ケーラー多様体または反自己双対アイン
シュタイン多様体とし，f : Σ → M を I1を自然なツイスターリフトとする包含
的なはめ込みとする. I1が調和切断ならば，f は制限四元数ウィルモアである.

つまり，上の定理 16は I1が調和切断となるような包含的なはめ込みの四元数
幾何学的な意味を与えると同時に [4]における主張の一般化となっている．
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