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Kähler多様体において対合的反正則等長変換の固定点集合として与えられる部
分多様体を実形と呼ぶ。定義から実形は全測地的 Lagrange部分多様体になる。コ
ンパクト型Hermite対称空間の (合同とは限らない)二つの実形が離散的に交わる
とき、その交叉が対蹠集合になることが [12] [10, 11] により示され、これを利用し
て [5]において実形の対の Floerホモロジーが求められた。[5]はY.-G. Oh氏によ
る実形の Floerホモロジーの結果 [9]の Hamiltonイソトピックとは限らない実形
の対への拡張である。さらに、[4]では二つの実形の交叉が離散的になるための必
要十分条件が対称三対を用いて与えられ、その交叉がある種のWeyl群の軌道とし
て記述された。
本講演は、井川治氏（京都工芸繊維大学）、奥田隆幸氏（広島大学）、酒井高司氏

（首都大学東京）、田崎博之氏（筑波大学）との進行中の共同研究に基づく。我々
は、コンパクト型Hermite対称空間に関する上記の一連の結果を複素旗多様体に
拡張することを目標に研究を進めている。今回は、合同な実形の交叉の対蹠性を
利用した実形の Floerホモロジーの計算への応用に焦点をあてる。

1 複素旗多様体とその対蹠集合
Gを連結コンパクト半単純 Lie群とする。Gの Lie環 g の元 x0(̸= 0)をとる。G
の随伴表現による x0の軌道

M := Ad(G)x0 ⊂ g

は複素旗多様体と呼ばれる。x0を固定するGのイソトロピー部分群をGx0と表す
とMはG/Gx0と微分同型になる。gにAd(G)不変な内積 ⟨·, ·⟩を与える。Gの複素
化GCの岩澤分解により、MにはGCが推移的に作用し、そのイソトロピー部分群
PCはGCの放物型複素Lie部分群になることがわかる。したがって、M ∼= GC/PC

にはGC不変な複素構造 J が定まる。
∗本研究は科研費（課題番号:16K05120）の助成を受けたものである。
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また、M には

ω(X∗
x, Y

∗
x ) := ⟨x, [X, Y ]⟩ (x ∈M, X, Y ∈ g)

によりシンプレクティック形式 (Kirillov-Kostant-Souriau形式)が定まる。さら
に、ω(·, J ·)はM 上のG不変なKähler計量となる。

次に対蹠集合を定義する。対称空間の点対称の概念は、複素旗多様体M につい
ては以下のように拡張される。x ∈M と g ∈ Z(Gx0)に対して、sx,g :M →M を

sx,g(y) := Ad(gxgg
−1
x )y (y ∈M)

と定める。ここで、gx ∈ Gは Ad(gx)x0 = xを満たすものとする。この定義は
Ad(gx)x0 = xなる gx ∈ Gの取り方によらず、sx,g(x) = xを満たす。ところが、
g ∈ Z(Gx0)によって点 x ∈M は sx,gの孤立固定点になる場合もならない場合もあ
る。そこで、すべての g ∈ Z(Gx0)を考慮した集合

Fix(sx,M) := {y ∈M | sx,g(y) = y for ∀g ∈ Z(Gx0)}

を考える。

定義. A ⊂M が対蹠集合であるとは、

y ∈ Fix(sx,M) for ∀x, y ∈ A

が成り立つこととする。M がコンパクト型Hermite対称空間の場合、この定義は
通常の対蹠集合の定義 [1]と同値である。

次の結果は複素旗多様体M の対蹠集合の性質として基本的である。

定理 1 ([6] Theorem 1). 複素旗多様体Mの極大な対蹠集合は gのある極大可換部
分環 t′ との共通部分M ∩ t′となり、これは gの t′に関するWeyl群の軌道である。
また、M の任意の二つの極大な対蹠集合はGの随伴作用により移りあう。

2 実旗多様体
(G,K)をコンパクト型対称対とし、その対合によるGの Lie環 gの標準分解を

g = k+ p

と表す。以下、基点 x0が pに含まれる場合を考える。x0を通るAd(K)軌道 L =

Ad(K)x0を実旗多様体と呼ぶ。x0を固定するK のイソトロピー部分群をKx0 と
表すと、LはK/Kx0と微分同型になる。KはGのLie部分群であるから、LはM

に部分多様体として含まれる。また、

g′ = k+
√
−1p
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とおくと、g′は gの複素化 gCの実形になる。g′をLie環とするGCの解析的部分群
をG′とすると、(G′, K)は非コンパクト型Riemann対称対になる。G′の岩澤分解
により、LにはG′が推移的に作用する。G′に関するGCの複素共役を τ̃と表すと、
PCは τ̃ 不変であり、したがって τ̃ はM に対合的反正則等長変換 τ を誘導する。τ̃
によるGCの固定点集合の単位連結成分がG′であることから、τ によるM の固定
点集合の x0を含む連結成分は Lと一致する。よって、LはM の実形となる。

3 二つの合同な実旗多様体の交叉
g ∈ Gとする。M内において実旗多様体Lと合同なAd(g)Lとの交叉L∩Ad(g)L

を考察する。x0を含む pの極大可換部分空間 aをとる。A := exp aとおくと、A
はトーラスであり、G = KAKが成り立つ (e.g. [7, p. 170])。これより g = k1ak2
(k1, k2 ∈ K, a ∈ A)と表すことができる。LはAd(K)軌道であるから、Ad(K)不
変であり、

L ∩ Ad(g)L = L ∩ Ad(k1ak2)L = Ad(k1)(L ∩ Ad(a)L)

となる。したがって、交叉L ∩Ad(g)Lを調べることは、g = a ∈ Aの場合に帰着
する。aを含む gの極大可換部分環 tをとり、tCに関する gCのルート系を

∆ := {α ∈ t− {0} | gα ̸= {0}}

とする。ここで、

gα := {X ∈ gC | [T,X] =
√
−1⟨α, T ⟩X for T ∈ t}

である。また、γ ∈ aに対して

g̃γ := {X ∈ gC | [H,X] =
√
−1⟨γ,H⟩X for H ∈ a}

と定め、
R := {γ ∈ a− {0} | g̃γ ̸= {0}}

により制限ルート系を定める．tから aへの直交射影をH 7→ H̄で表すと

R = {ᾱ | α ∈ ∆, ᾱ ̸= 0}

が成り立つ。Gの tに関するWeyl群をW (G)、対称対 (G,K)の aに関するWeyl

群をW (G,K)と表す。

定理 2. 上記設定のもとで、H ∈ aをとり、a := expH ∈ A と表す。このとき、

⟨λ,H⟩ /∈ πZ for ∀λ ∈ R (1)

ならば、交叉 L ∩ Ad(a)Lは離散的になり、

L ∩ Ad(a)L =M ∩ a =W (G,K)x0

が成り立つ。また、W (G)x0 ⊃ W (G,K)x0となり、W (G,K)x0はM の対蹠集合
である。
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4 Lagrangian Floerホモロジー
この節では、Y.-G.Ohによる単調なLagrange部分多様体のFloerホモロジーの構
成 [8]を説明する。(M,ω)を閉シンプレクティック多様体、L0およびL1をHamilton

イソトピックとは限らないM の Lagrange部分多様体とし、これらは横断的に交
わると仮定する。このとき、交叉L0 ∩ L1の各要素を生成元とする自由Z2-加群を
CF (L0, L1)と表す。以下で見るようにこれにはチェイン複体の構造が入り、Floer

チェイン複体と呼ばれる。
M 上の概複素構造 J がシンプレクティック構造 ω と整合的 (compatible)であ
るとは、ω(JV, JW ) = ω(V,W )かつ ω(V, JV ) > 0 が任意の 0でないベクトル
V,W ∈ TpM (∀p ∈M)に対して成り立つことをいう。このとき、g(·, ·) = ω(·, J ·)
はM上のHermite計量を定める。M上のシンプレクティック構造ωと整合的な概
複素構造の 1パラメータ族 J = {Jt}0≤t≤1をとる。J-正則 strip とは、写像

u : R× [0, 1] →M

であって、条件 
∂̄Ju :=

∂u

∂s
+ Jt(u)

∂u

∂t
= 0,

u(·, 0) ∈ L0, u(·, 1) ∈ L1,

u(−∞, ·) ∈ L0 ∩ L1, u(+∞, ·) ∈ L0 ∩ L1

(2)

を満たすものである。ここで、R× [0, 1]は s+
√
−1tを座標系とするCの部分集

合とみなしている。方程式 ∂̄Ju = 0の解で (2)の 2番目の境界条件をみたしている
ものについて、3番目の漸近条件をみたすことと uのエネルギー

E(u) :=
1

2

∫
R×[0,1]

(∣∣∣∣∂u∂s
∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣∂u∂t

∣∣∣∣2
)
dsdt

が有限であることは同値である。
２つの交点 p, q ∈ L0 ∩ L1をつなぐ J-正則 strip全体の空間を M̃J(L0, L1 : p, q)

と表す。さらに、

M̃J(L0, L1) :=
∪

p,q∈L0∩L1

M̃J(L0, L1 : p, q)

とおく。概複素構造の 1パラメータ族 Jは、それが定める非線形Cauchy-Riemann

作用素 ∂̄J の線形化 Du∂̄J がすべての u ∈ M̃J(L0, L1)について全射であるとき、
regularであるという。regularな J について、各 M̃J(L0, L1 : p, q)は有限次元の
滑らかな多様体になる。regularな概複素構造全体の集合をJ regと表す。集合J reg

は、概複素構造の 1パラメータ族の全体の集合J の中の第 2類集合である。以下、
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特に断らない限り J ∈ J regを仮定する。J-正則 strip u ∈ M̃J(L0, L1 : p, q)につ
いて

dim(TuM̃J(L0, L1 : p, q)) = Index(Du∂̄J)

が成り立つ。ここで、右辺は線形化作用素Du∂̄J の Fredholm指数を表す。この数
は uのMaslov指数 µ(u)と等しいことが知られている。
J-正則 strip u ∈ M̃J(L0, L1 : p, q)に対し、u(·+ s0, ·)も任意の s0 ∈ Rについて

M̃J(L0, L1; p, q)の要素になるので、M̃J(L0, L1：p, q)は自由なR-作用をもつ。そ
こで、この作用で割ったモジュライ空間

MJ(L0, L1 : p, q) := M̃J(L0, L1 : p, q)/R,
MJ(L0, L1) := M̃J(L0, L1)/R

を定義する。J-正則 strip u ∈ M̃J(L0, L1)でその同値類 [u]がMJ(L0, L1)の 0次
元連結成分の一つであるとき、uあるいはその同値類 [u]は isolated trajectory

と呼ばれる。境界作用素 ∂ : CF (L0, L1) → CF (L0, L1)を

∂(p) =
∑

q∈L0∩L1

n(p, q) · q

(p ∈ L0 ∩ L1) により定義する。ここで、n(p, q)は M̃J(L0, L1 : p, q)内の isolated

trajectoryの個数をmod-2で数えたものである。このとき、∂ ◦ ∂ = 0が示せれば、
Floerチェイン複体 (CF (L0, L1), ∂)が構成され、商加群

HF (L0, L1;Z2) := ker(∂)/im(∂)

が定義できる。これをLagrange部分多様体のZ2係数のFloerホモロジー群という。
シンプレクティック多様体 (M,ω)の閉Lagrange部分多様体L について、2つの
準同型

Iµ,L : π2(M,L) → Z, Iω : π2(M,L) → R

が次のように定義される。Iµ,Lは、各写像w : (D2, ∂D2) → (M,L)に対して、単位
円盤D2上のシンプレクティックベクトル束w∗TM と ∂D2 ∼= S1上の Lagrange部
分ベクトル束 (w|∂D2)∗TL との対 (w∗TM, (w|∂D2)∗TL)のMaslov指数 Iµ,L(w) を
対応させる写像とする。Iωは Iω(w) =

∫
D2 w

∗ωで定義する。閉 Lagrange部分多様
体 Lは、ある定数 c > 0が存在して Iω = cIµ,Lが成り立つとき、単調 (monotone)

であるという。単調な閉Lagrange部分多様体Lについて、部分群 im(Iµ,L) ⊂ Zの
正の生成元をΣLと表し、Lの最小Maslov数と呼ぶ。

定理 3 ([8] Theorems 4.4, 5.1). (L0, L1)を必ずしもHamiltonイソトピックとは限
らない単調な閉Lagrange部分多様体の対で、横断的に交わっているとする。ΣLi

≥
3 (i = 0, 1)および、im(π1(Li)) ⊂ π1(M)は少なくとも一方のLiでねじれ部分群で
あると仮定する1。このとき、稠密な部分集合J ′ ⊂ J reg が存在し、J ∈ J ′に対し

1複素旗多様体M は、π1(M) = 0なのでこの条件は自動的に満たされる。
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(1) ∂はwell-defined,

(2) ∂2 = 0,

(3) HF (L0, L1;Z2)は J ∈ J ′の取り方によらず、また、Hamiltonイソトピー不
変である。

Floerの構成のOhによるこの拡張は、コンパクト型Hermite対称空間やより一
般に複素旗多様体の実形を扱うのに有用である。以下、複素旗多様体の単調な実
形 Lに対して FloerホモロジーHF (L;Z2) := HF (L,L;Z2)の計算を実行するが、
この場合、定理 3の条件 ΣLi

≥ 3 (i = 0, 1)は ΣL ≥ 2に緩めることができる ([8,

Addendum])。

5 実旗多様体のFloerホモロジー

5.1 設定

前節までの設定に加え、複素旗多様体 (M,J, ω)はKähler-Einsteinかつ最小
Chern数が 2以上と仮定する (e.g. [5])。このとき、M の実形Lは単調となり ([5,

Corollary 12])、Lの最小Maslov数は 2以上となる ([5, Corollary 13])。
複素旗多様体M = Ad(G)x0内の実旗多様体L = Ad(K)x0 = Fix(τ,M)のFloer

ホモロジーHF (L;Z2)を計算するには、離散的交叉 L ∩ Ad(a)Lにおいて a ∈ A

を注意深く選ぶ必要がある。ここでは、Ohがコンパクト型Hermite対称空間に用
いた議論を自然に拡張してみる。具体的なAd(a)は下の命題 4に従ってとる。Oh

の議論では, 基点 x0を特に意識する必要がなく, 対蹠集合のどの要素も同等に扱
える.

M の正則ベクトル場全体は g⊕ Jgと表せるが、Jgと

g(L) := {X ∈ gC | X|L is tangent to L}

との共通部分 g(L)∩ Jgは
√
−1pに等しい。したがって、

√
−1pの極大可換部分空

間 h−は a =
√
−1h−を満たすように取れる。

ξ ∈ h−をとり、H :=
√
−1ξ ∈ aを考える。ここで、十分小さい t(̸= 0)に対し

ては tHが定理 2の条件 (1)を満たし、かつ Jξ∗の flow ψt = Ad(exp tH)が周期的
で周期 1になるようにとれることが定理 2から保証される。Jξ∗はLに直交してい
る。ϕt := ψt/2N (N ∈ N)とおくと、[9, Proposition 3.1]の複素旗多様体への自然
な拡張である次が示せる。

命題 4. 上の設定のもとで、Mの正則等長変換の 1パラメータ族 ϕ := {ϕt}0≤t≤1は
以下の性質をもつ。
(1) τϕtτ = ϕ−1

t .

(2)十分大きい自然数Nに対して、(ϕ1)
2N = idMかつ (ϕ1)

k ̸= idM (1 ≤ k < 2N).

(3) 交叉 L ∩ ϕt(L) (0 < t ≤ 1)は離散的で、定理 2の結論を満たす。
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このとき、Duistermaatの結果 [2, Theorem 3.1]と定理 2により、

Crit(f√−1ξ|L) = L ∩ ϕ1(L) = W (G,K)x0 (3)

が成り立つ。ここで、f√−1ξはHamiltonベクトル場Jξ∗に対応するM上のHamilton

関数を表す。今の場合、f√−1ξ|Lは L上の tightなMorse関数になる。

5.2 計算

5.1節の設定で、J-正則 strip のモジュライ空間

M̃J(L, ϕ1(L)) =
∪

p,q∈L∩ϕ(L)

M̃J(L, ϕ1(L) : p, q)

を考察する。Jは 1節で定めたGC不変な複素構造であることに注意する。コンパ
クト型Hermite対称空間M の場合の J の regularityについてのOhの証明 [9]は、
M の正則二重断面曲率が非負であることを利用している。複素旗多様体では、こ
の曲率の条件が成立しないが、代わりにGCの作用を利用して次のことが示せる。

命題 5. M のGC不変な複素構造 J は regularである。

これを用いて、MJ(L, ϕ1(L))の 0次元部分がコンパクトであることが示せる。
次の命題は [9, Proposition 4.6]を精密にしたものである。一つ記号を準備する。
p, q ∈ L ∩ ϕ1(L)および l ∈ Nに対し,

M̂(l)
J,ϕ(p, q) :=

u ∈ MJ(L, ϕ1(L) : p, q)

∣∣∣∣∣
u は isolated,

u = ϕ2k

1 ◦ u for l < k < N

かつ u ̸= ϕ2l

1 ◦ u


命題 6. J-正則 strip のモジュライ空間MJ(L, ϕ1(L) : p, q)の 0次元部分は

M̂(N−1)
J,ϕ (p, q) ∪ · · · ∪ M̂(l)

J,ϕ(p, q) ∪ · · · ∪ M̂(1)
J,ϕ(p, q)

と非交和に分解し、各 M̂(l)
J,ϕ(p, q)には (空でなければ) (ϕ1)

2l から誘導される自由
な Z2作用が入る。

証明. u ∈ M̂J,ϕ(p, q)を任意にとる. この uに対して J-正則写像

(ϕ1)
2N−1

u : R× [0, 1] →M

を考える. 仮定より u(−∞, t) = p, u(+∞, t) = qであり, p, qは対蹠集合の要素で
あるから, ϕ1(p) = p, ϕ1(q) = q. よって,(

(ϕ1)
2N−1

u
)
(−∞, t) = (ϕ1)

2N−1

(u(−∞, t)) = (ϕ1)
2N−1

(p) = p,(
(ϕ1)

2N−1

u
)
(+∞, t) = (ϕ1)

2N−1

(u(+∞, t)) = (ϕ1)
2N−1

(q) = q
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がわかる. 境界条件を確認するために次を示す.

主張. (ϕ1)
2N−1

(L) = L.

(証). ∀x ∈ Lに対して,

τ
(
(ϕ1)

2N−1

(x)
)

= τ(ϕ1)
2N−1

τ(x) = (τϕ1τ)
2N−1

(x)

= (ϕ−1
1 )2

N−1

(x) = (ϕ1)
2N−1

(x).

最後の等式は, (ϕ1)
2N = idM を用いた. よって, (ϕ1)

2N−1
(x) ∈ L.

これより, u(s, 0) ∈ L, u(s, 1) ∈ ϕ1(L)に注意すると,(
(ϕ1)

2N−1

u
)
(s, 0) = (ϕ1)

2N−1

(u(s, 0)) ∈ (ϕ1)
2N−1

(L) = L,(
(ϕ1)

2N−1

u
)
(s, 1) = (ϕ1)

2N−1

(u(s, 1)) ∈ (ϕ1)
2N−1+1(L) = ϕ1(L)

となり, (ϕ1)
2N−1

uの境界条件が満たされる.

ここで, (ϕ1)
2N−1

u ̸= uならば ũ := (ϕ1)
2N−1

uとおくと, (ϕ1)
2N−1

ũ = uとなり,

u, ũ ∈ M̂(N−1)
J,ϕ (p, q) =

{
u ∈ M̂J,ϕ(p, q)

∣∣∣u ̸= (ϕ1)
2N−1

u
}
.

つまり, M̂(N−1)
J,ϕ (p, q)上には (ϕ1)

2N−1
から誘導される自由な Z2作用が入る.

以下, (ϕ1)
2N−1

u = uの場合を考える. このとき, (ϕ1)
2N−2

u ∈ M̂J,ϕ(p, q)を示す.(
(ϕ1)

2N−1

u
)
(s, 0) = u(s, 0) ∈ L, (4)(

(ϕ1)
2N−1

u
)
(s, 1) = u(s, 1) ∈ ϕ1(L) (5)

に注意する. 無限遠の条件は,対蹠集合の性質から前のステップと同じである. 次に,

主張. τ
(
(ϕ1)

2N−2
(u(s, 0))

)
= (ϕ1)

2N−2
(u(s, 0)). すなわち,

(
(ϕ1)

2N−2 ◦ u
)
(s, 0) ∈ L

が成り立つ.

(証). u(s, 0) ∈ Lであるから,

τ
(
(ϕ1)

2N−2

(u(s, 0))
)

= (τ(ϕ1)
2N−2

τ)u(s, 0)

= (τϕ1τ)
2N−2

u(s, 0)

= (ϕ−1
1 )2

N−2

u(s, 0)

= (ϕ−1
1 )2

N−2

(ϕ1)
2N−1

u(s, 0) ((4)より)

= (ϕ1)
2N−2

u(s, 0).
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また, (ϕ1)
2N−2

(u(s, 1)) ∈ ϕ1(L)が成り立つことを示す.

主張. (ϕ1)
2N−2−1(u(s, 1)) ∈ L.

(証). (ϕ1)
−1(u(s, 1)) ∈ Lに注意すると,

τ
(
(ϕ1)

2N−2−1(u(s, 1))
)

= τ(ϕ1)
2N−2

(ϕ1)
−1(u(s, 1))

= τ(ϕ1)
2N−2

τ(ϕ1)
−1(u(s, 1))

= (τϕ1τ)
2N−2

(ϕ1)
−1(u(s, 1))

= (ϕ−1
1 )2

N−2

(ϕ1)
−1(u(s, 1))

= (ϕ−1
1 )2

N−2+1(ϕ1)
2N−1

(u(s, 1)) ((5)より)

= (ϕ1)
2N−2−1(u(s, 1)).

よって, (ϕ1)
2N−2

u ∈ M̂J,ϕ(p, q). もし, (ϕ1)
2N−2

u ̸= uならば ũ := (ϕ1)
2N−2

uとお
くと,

(ϕ1)
2N−2

ũ = (ϕ1)
2N−1

u = u

かつ

(ϕ1)
2N−1

ũ = (ϕ1)
2N−1

(
(ϕ1)

2N−2

u
)
= (ϕ1)

2N−2
(
(ϕ1)

2N−1

u
)
= (ϕ1)

2N−2

u = ũ

となるから,

u, ũ ∈ M̂(N−2)
J,ϕ (p, q)

となり, この空間には (ϕ1)
2N−2

から誘導される自由な Z2作用が入る. したがって,

以下, (ϕ1)
2N−2

u = uの場合を考えればよい.

この操作を繰り返すと, 最後には (ϕ1)
2u ∈ M̂J,ϕ(p, q)となるが, このときは必ず

(ϕ1)
2u ̸= u

となる. なぜなら, ϕ1はMの正則等長変換の１パラメータ部分群の time-1 map で
ありかつ十分小さく取っていたから (N が十分大).

命題 6より、MJ(L, ϕ1(L) : p, q)の 0次元部分は偶数個の要素をもち、境界作用
素の定義から

∂(p) =
∑

q∈L0∩L1

n(p, q) · q = 0.

つまり、交叉 (3)が FloerホモロジーHF (L;Z2)の生成元を与える。
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定理 7. (G,K)をコンパクト型対称対とし、(M = Ad(G)x0, J, ω)を複素旗多様体
で、計量 ω(·, J ·)がKähler-Einsteinであるものとする。L = Ad(K)x0をM の実
旗多様体とする。このとき、

HF (L;Z2) ∼= (Z2)
#W (G,K)x0 = (Z2)

SB(L;Z2)

が成り立つ。SB(L,Z2)は Lの Z2係数のBetti数の総和を表す。

系 8. 定理 7の設定で、LとφLが横断的に交わるようなM の任意のHamilton微
分同相写像 φ ∈ Ham(M,ω) について、不等式

#(L ∩ φL) ≥ #W (G,K)x0 = SB(L,Z2)

が成り立つ。

系 8は、[3, Section 15]の一般的なArnold-Givental不等式の極めて特別な場合
と考えられる。
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