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概 要

本講演では, 既約制限ルート系の拡張である対称三対の概念を用いて, 可換なHer-

mann作用の軌道が弱鏡映部分多様体になるための十分条件を与える. この十分条件

を用いて, コンパクト対称空間内の弱鏡映部分多様体の新しい例を与える.

1 Introduction

弱鏡映部分多様体とは, [6]において井川, 酒井, 田崎が導入した鏡映部分多様体の一つ

の一般化である. [6]において, 井川, 酒井, 田崎は超球面内の austere部分多様体が弱鏡

映性という大域的な対称性を持つことに着目し, 既約対称空間の線型イソトロピー表現の

austere軌道と弱鏡映軌道を分類した. 彼らは既約対称空間の線型イソトロピー表現の軌

道が austere性 (更には弱鏡映性)を持つための必要十分条件を制限ルート系を用いて与え

ている. 我々は, この事実を超球面を含むコンパクト対称空間に一般化したい. そのため

に, まずはコンパクト型既約対称空間のイソトロピー作用の軌道を調べるのが順当であろ

う. しかしながら, コンパクト型既約対称空間のイソトロピー作用の austere軌道は鏡映

部分多様体となることが知られている. すなわち, コンパクト型既約対称空間のイソトロ

ピー作用からは自明な弱鏡映部分多様体しか得られない. よって我々はコンパクト型既約

対称空間のイソトロピー作用の一般化であるHermann作用の軌道を考える.

井川は [4]において, 可換な Hermann作用の軌道の幾何学的性質を調べるために既約

ルート系の拡張概念である重複度付き対称三対の概念を導入した. 井川は可換なHermann

作用の軌道全体のなす空間 (軌道空間)を対称三対を用いて表し, さらに, 軌道が極小性,

austere性, 全測地性を持つための必要十分条件を重複度付き対称三対の言葉で与えた. ま

た, austere性を持つ軌道の分類は与えられているが, 弱鏡映性を持つ軌道の分類は与えら

れていない. 本講演では, 可換なHermann作用の軌道が弱鏡映性を持つための十分条件を

対称三対の言葉で与え, コンパクト対称空間内の弱鏡映部分多様体の新しい例を構成する.
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Gをコンパクト, 連結, 半単純 Lie群とし, K1, K2をGの対称部分群とする. すなわち,

各 i = 1, 2についてGの対合的自己同型 θiが存在し, (Gθi)0 ⊂ Ki ⊂ Gθi を満たすとする.

ただしGθiは θiの固定点集合のなすGの部分群で, (Gθi)0はその単位元を含む連結成分で

ある. 我々は次の 3つの Lie群作用を考える.

1. (K2 ×K1) ↷ G : (k2, k1) · g = k2gk
−1
1 ((k2, k1) ∈ K2 ×K1),

2. K2 ↷ G/K1 : k2 · π1(g) = π1(k2g) (k2 ∈ K2),

3. K1 ↷ K2\G : k1 · π2(g) = π2(gk
−1
1 ) (k1 ∈ K1).

K2作用とK1作用をHermann作用と呼ぶ. (K2 ×K1)作用の軌道はHermann作用の軌道

とよく似た性質を持つ. 特に, 井川の方法を用いると, (K2 ×K1)作用の極小軌道, austere

軌道は, 重複度付き対称三対の言葉で決定できる.

2 弱鏡映部分多様体

まずは弱鏡映部分多様体と鏡映部分多様体の定義を述べる. (M̃, ⟨, ⟩)を完備Riemannian

多様体とする.

定義 1 Mを M̃ の部分多様体とする. このときMが M̃ の鏡映部分多様体であるとは, M̃

の対合的等長変換 σM が存在して, Mが σM の固定点集合の単位連結成分となる時にいう.

このとき, σM をM の鏡映という.

定義 2 M を M̃ の部分多様体とする. 各点 x ∈ M の各法ベクトル ξ ∈ T⊥
x M に対して, あ

る M̃ の等長変換 σξ が存在して, σξ(x) = x, σξ(M) = M , (dσξ)x(ξ) = −ξ を満たすとき,

M を M̃ の弱鏡映部分多様体と呼ぶ. このとき σξをM の ξに沿った弱鏡映と呼ぶ.

もしM が M̃ の鏡映部分多様体であれば,σM はM の各点 x ∈ M における各法ベクトル

ξ ∈ T⊥
x M に沿った弱鏡映となる. したがって, M̃ の鏡映部分多様体は M̃ の弱鏡映部分多

様体である. 鏡映部分多様体は全測地的であるが, 弱鏡映部分多様体は全測地的とは限ら

ない点に注意しておく.

定義 3 ([3]) Mを M̃の部分多様体とする. Mの形作用素をAで表す. M が M̃ の austere

部分多様体であるとは, Mの各点 x ∈ Mの各法ベクトル ξ ∈ T⊥
x Mに対して, 形作用素Aξ

の固有値の集合が, 重複度込みで−1倍で不変になるときにいう.
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austere部分多様体は極小部分多様体であることはすぐに分かる. 井川, 酒井, 田崎は, 弱

鏡映部分多様体が austere部分多様体であることを示している. 幾つかの部分多様体とし

ての性質は次のような関係を持っている.

鏡映 ⇒ 弱鏡映 ⇒ arid

⇓ ⇓ ⇓
全測地的 ⇒ austere ⇒ 極小.

定義 4 M を M̃ の部分多様体とする. 各点 x ∈ M の 0でない各法ベクトル ξ ∈ T⊥
x M に

対して, ある M̃ の等長変換 σξ が存在して, σξ(x) = x, σξ(M) = M , (dσξ)x(ξ) = −ξ を満

たすとき, M を M̃ の arid部分多様体と呼ぶ.

弱鏡映部分多様体は次のような性質を持つことが知られている.

補題 1 ([6]) Gを Riemann多様体 M̃ に等長的に作用する Lie群とする. 各 x ∈ M̃ につ

いて, 軌道Gxを考える. 各 ξ ∈ T⊥
x Gxについて,Gxの xにおける ξに沿った弱鏡映が存

在すれば, Gxは M̃ の弱鏡映部分多様体である.

命題 1 ([6]) Riemann多様体への余等質性 1のLie群作用の特異軌道は弱鏡映部分多様体

である.

命題 2 ([6]) Gを完備連結Riemann多様体 M̃ へ等長的に作用する連結 Lie群とする. G

の M̃ への作用が余等質性 1で二つの特異軌道を持つと仮定する. もし, 主軌道で M̃ の弱

鏡映部分多様体となる軌道が存在すれば, その軌道は二つの特異軌道と同じ距離を持ち,

二つの特異軌道は等長的である.

3 極小軌道とaustere軌道

この節では, Hermann作用とK2 ×K1のGへの作用を考える. これらの作用は超極作

用であることが知られている. コンパクト Lie群のRiemann多様体M への作用が超極で

あるとは, M の連結平坦閉部分多様体 Sが存在して, Sが全ての軌道と直交するときにい

う. この Sを切断という. A. Kollross は [7]に於いてコンパクト既約対称空間への超極作

用を分類した. この分類から余等質性が 2以上のコンパクト既約対称空間への超極作用は

Hermann作用と軌道同値であることがわかる.

Gをコンパクト連結半単純 Lie群とし, K1, K2をGの閉部分群とする. 各 i = 1, 2につ

いて, Gの対合的自己同型 θiが存在して, (Gθi)0 ⊂ Ki ⊂ Gθi を満たすとする. ただしGθi
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は θiの固定点全体のなす群で, (Gθi)0はその単位元を含む連結成分である. このとき, 三対

(G,K1, K2)をコンパクト対称三対と呼ぶ. 対 (G,Ki)は i = 1, 2についてコンパクト対称

対である. G,K1, K2の Lie環を g, k1, k2で表す. θiから誘導される gの対合的自己同型も

同じ記号 θiで表す. g上のAd(G)不変内積 ⟨·, ·⟩を一つ取り固定する. このとき, 内積 ⟨·, ·⟩
はG上の両側不変計量とM1 := G/K1 and M2 := K2\G上のG不変計量を誘導する. こ

れらのG,M1, M2上の計量も同じ記号 ⟨·, ·⟩で表す. 計量 ⟨·, ·⟩に関して, G,M1, M2はコン

パクトRiemann対称空間の構造を持つ. i = 1, 2について πiでGからMiへの自然な射影

を表す. 次の 3つの群作用を考える. g ∈ Gに対して,

• (K2 ×K1) ↷ G : (k2, k1) · g = k2gk
−1
1 ((k2, k1) ∈ K2 ×K1),

• K2 ↷ M1 : k2 · π1(g) = π1(k2g) (k2 ∈ K2),

• K1 ↷ M2 : k1 · π2(g) = π2(gk
−1
1 ) (k1 ∈ K1).

この 3つの作用は同じ軌道空間を持つ. 実際, 次の図式が可換になる.

G
π2−−−→ M2

π1

y yπ̃2

M1 −−−→
π̃1

K2\G/K1,

ただし π̃iはMiから軌道空間K2\G/K1への射影である. 井川は θ1θ2 = θ2θ1という条件

のもと, Hermann作用の軌道の第二基本形式を計算した. 我々は井川の方法を (K2 ×K1)

作用の幾何に適用し, 軌道の第二基本形式を計算した. g ∈ Gに対して, Lg (resp. Rg)で

Gの左移動 (resp. 右移動)を表す. M1(resp. M2)上の Lg (resp. Rg)が誘導する等長変換

も同じ記号 Lg (resp. Rg)で表す.

各 i = 1, 2に対して,

mi = {X ∈ g | θi(X) = −X}

とおく. このとき, gの直交直和分解

g = ki ⊕mi

が得られる. eをGの単位元とする. Miの πi(e)における接空間 Tπi(e)Miは dπiによって

miと同一視できる. Gの閉部分群G12を

G12 = {g ∈ G | θ1(g) = θ2(g)}
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で定める. このとき, ((G12)0, K12)はコンパクト対称対である. ただしK12は

K12 = {k ∈ (G12)0 | θ1(k) = k}

で定義される (G12)0の閉部分群である. ((G12)0, K12)の標準分解は

g12 = (k1 ∩ k2)⊕ (m1 ∩m2)

で与えられる. m1∩m2の極大可換部分空間 aを一つ取り固定する. すると exp(a)は (G12)0

内のトーラス部分群となる. このとき exp(a), π1(exp(a)), π2(exp(a))はそれぞれ (K2×K1)

作用, K2作用, K1作用の切断となる. これらの群作用の軌道空間を調べるために,次のよう

に定義される aの同値関係∼を考える. H1, H2 ∈ aに対して, (K2×K1) ·exp(H1) = (K2×
K1) · exp(H2)が成り立つとき, H1 ∼ H2とかく. 明らかにH1 ∼ H2とK2 · π1(exp(H1)) =

K2 · π1(exp(H2))は同値であり, 同様に, H1 ∼ H2とK1 · π2(exp(H1)) = K1 · π2(exp(H2))

は同値である. よって a/∼= K2\G/K1 が得られる. Gの部分群 Lに対して,

NL(a) = {k ∈ L | Ad(k)a = a},

ZL(a) = {k ∈ L | Ad(k)H = H (H ∈ a)}

と定義する. このとき, ZL(a)はNL(a)の正規部分群である. 群 J̃ を

J̃ = {([s], Y ) ∈ NK2(a)/ZK1∩K2(a)⋉ a | exp(−Y )s ∈ K1}

で定義する. J̃ は次のように aに作用する.

([s], Y ) ·H = Ad(s)H + Y (([s], Y ) ∈ J̃ , H ∈ a).

松木は [9]に於いて

K2\G/K1
∼= a/J̃.

を示した. 以下 θ1θ2 = θ2θ1を仮定する. このとき, gの直交直和分解

g = (k1 ∩ k2)⊕ (m1 ∩m2)⊕ (k1 ∩m2)⊕ (m1 ∩ k2)

が得られる. gの部分空間を次のように定義する.

k0 = {X ∈ k1 ∩ k2 | [a, X] = {0}},

V (k1 ∩m2) = {X ∈ k1 ∩m2 | [a, X] = {0}},

V (m1 ∩ k2) = {X ∈ m1 ∩ k2 | [a, X] = {0}}.
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λ ∈ aに対して,

kλ = {X ∈ k1 ∩ k2 | [H, [H,X]] = −⟨λ,H⟩2X (H ∈ a)},

mλ = {X ∈ m1 ∩m2 | [H, [H,X]] = −⟨λ,H⟩2X (H ∈ a)},

V ⊥
λ (k1 ∩m2) = {X ∈ k1 ∩m2 | [H, [H,X]] = −⟨λ,H⟩2X (H ∈ a)},

V ⊥
λ (m1 ∩ k2) = {X ∈ m1 ∩ k2 | [H, [H,X]] = −⟨λ,H⟩2X (H ∈ a)}.

aの部分集合Σ,W を

Σ = {λ ∈ a \ {0} | kλ ̸= {0}},

W = {α ∈ a \ {0} | V ⊥
α (k1 ∩m2) ̸= {0}},

Σ̃ = Σ ∪W

と定義する. 各 λ ∈ Σ̃に対して, dim kλ = dimmλ, dimV ⊥
λ (k1 ∩ m2) = dimV ⊥

λ (m1 ∩ k2)

が成り立つ事が知られている. m(λ) := dim kλ, n(λ) := dimV ⊥
λ (k1 ∩ m2) とおく. Σは

((G12)0, K12)の制限ルート系であり, Σ̃は抽象的な意味での aの制限ルート系である (see

[4]). aの基底を一つ取り, その基底に関する a上の辞書式順序を>で表す.

Σ̃+ = {λ ∈ Σ̃ | λ > 0}, Σ+ = Σ ∩ Σ̃+, W+ = W ∩ Σ̃+

とおく. このとき gの直交直和分解

g = k0 ⊕
∑
λ∈Σ+

kλ ⊕ a⊕
∑
λ∈Σ+

mλ ⊕ V (k1 ∩m2)⊕
∑

α∈W+

V ⊥
α (k1 ∩m2)

⊕ V (m1 ∩ k2)⊕
∑

α∈W+

V ⊥
α (m1 ∩ k2)

が得られる. さらに, 次の補題が成り立つ.

補題 2 ([4] Lemmas 4.3 and 4.16) 1. 各 λ ∈ Σ+に対して, kλと mλの正規直交基

底 {Sλ,i}1≤i≤m(λ) と {Tλ,i}1≤i≤m(λ)が存在して, 任意のH ∈ aに対して,

[H,Sλ,i] = ⟨λ,H⟩Tλ,i, [H,Tλ,i] = −⟨λ,H⟩Sλ,i, [Sλ,i, Tλ,i] = λ,

Ad(expH)Sλ,i = cos⟨λ,H⟩Sλ,i + sin⟨λ,H⟩Tλ,i,

Ad(expH)Tλ,i = − sin⟨λ,H⟩Sλ,i + cos⟨λ,H⟩Tλ,i

が成り立つ.
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2. 各 α ∈ W+に対して, V ⊥
α (k1 ∩m2) と V ⊥

α (m1 ∩ k2)の正規直交基底 {Xα,j}1≤j≤n(α) と

{Yα,j}1≤j≤n(α)が存在して, 任意のH ∈ aに対して

[H,Xα,j] = ⟨α,H⟩Yα,j, [H, Yα,j] = −⟨α,H⟩Xα,j, [Xα,j, Yα,j] = α,

Ad(expH)Xα,j = cos⟨α,H⟩Xα,j + sin⟨α,H⟩Yα,j,

Ad(expH)Yα,j = − sin⟨α,H⟩Xα,j + cos⟨α,H⟩Yα,j

が成り立つ.

補題 2を用いて, 井川は次の定理を証明した.

定理 1 ([4] Corollaries 4.23, 4.29, 4.24, and [2] Theorem 5.3) g = exp(H) (H ∈
a)とする. K2π1(g) ⊂ M1の π1(g)における平均曲率ベクトルを m1

H で表す. このとき,

(1)

dL−1
g m1

H = −
∑
λ∈Σ+

⟨λ,H⟩̸∈πZ

m(λ) cot⟨λ,H⟩λ+
∑

α∈W+

⟨α,H⟩̸∈(π/2)+πZ

n(α) tan⟨α,H⟩α.

(2) 軌道K2 · π1(g) ⊂ M1が austereであることと, aの部分集合

{−λ cot⟨λ,H⟩ (multiplicity = m(λ)) | λ ∈ Σ+, ⟨λ,H⟩ ̸∈ πZ}

∪{α tan⟨α,H⟩ (multiplicity = n(α)) | α ∈ W+, ⟨α,H⟩ ̸∈ (π/2) + πZ}

が重複度込みで−1倍で不変となることは同値である.

(3) 軌道K2·π1(g) ⊂ M1が全測地的である事と,任意のλ ∈ Σ̃+ について ⟨λ,H⟩ ∈ (π/2)Z
が成り立つことは同値である.

定理 1は軌道K1 · π2(g) ⊂ M2にも適用できる. したがって次の系を得る.

系 1 軌道K2 ·π1(g)が極小 (resp. austere, 全測地的)であることとK1 ·π2(g)が極小 (resp.

austere, 全測地的)であることは同値である.

次にG上の (K2 ×K1)作用の軌道の第二基本形式について考える. 各H ∈ aに対して,

ΣH = {λ ∈ Σ | ⟨λ,H⟩ ∈ πZ}, WH = {α ∈ W | ⟨α,H⟩ ∈ (π/2) + πZ},

Σ̃H = ΣH ∪WH , Σ+
H = Σ+ ∩ ΣH , W+

H = W+ ∩WH , Σ̃+
H = Σ+

H ∪W+
H

とおく.
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H ∈ aに対して g = exp(H)とおく. このとき

Tg((K2 ×K1) · g) =
{

d

dt
exp(tX2)g exp(−tX1)

∣∣∣∣
t=0

∣∣∣∣ X1 ∈ k1, X2 ∈ k2

}
=dLg((Ad(g)

−1k2) + k1) (1)

=dLg

k0 ⊕ V (m1 ∩ k2)⊕
∑

λ∈Σ+\ΣH

mλ ⊕
∑

α∈W+\WH

V ⊥
α (m1 ∩ k2)

⊕V (k1 ∩m2)⊕
∑
λ∈Σ+

kλ ⊕
∑

α∈W+

V ⊥
α (k1 ∩m2)

)
, (2)

T⊥
g ((K2 ×K1) · g) = dLg((Ad(g)

−1m2) ∩m1) (3)

= dLg

a⊕
∑
λ∈Σ+

H

mλ ⊕
∑

α∈W+
H

V ⊥
α (m1 ∩ k2)

 . (4)

各X = (X2, X1) ∈ g× gに対して, G上のKillingベクトル場X∗を

(X∗)p =
d

dt
exp(tX2)p exp(−tX1)

∣∣∣∣
t=0

(p ∈ G)

で定める. このとき,

(X∗)p = (dLp)(Ad(p)
−1X2 −X1)

が成り立つ. X2 = 0のとき,X∗は左不変ベクトル場である. ∇でGの Levi-Civita接続を

表す. Koszulの公式から, 次がわかる.

補題 3 ([10]) g ∈ G, X = (X2, X1), Y = (Y2, Y1) ∈ g× gとする. このとき,

(∇X∗Y ∗)g = −1

2
dLg[Ad(g)

−1X2 −X1,Ad(g)
−1Y2 + Y1]

が成り立つ.

各H ∈ aについて, 軌道 (K2 ×K1) · g ⊂ Gの第二基本形式をBH で表す. 補題 3から,

H ∈ aに対してBH を書き下すことができる.

定理 2 ([10]) H ∈ aに対して, g = exp(H)とおき,

V1 =
∑

λ∈Σ+\ΣH

mλ ⊕
∑

α∈W+\WH

V ⊥
α (m1 ∩ k2),

V2 =
∑
λ∈Σ+

kλ ⊕
∑

α∈W+

V ⊥
α (k1 ∩m2).

とおく. このとき次が成り立つ.
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1. 任意のX ∈ k0に対して, BH(dLg(X), Y ) = 0 ただし Y ∈ Tg((K2 ×K1) · g).

2. 任意のX ∈ V (k1 ∩m2), に対して

dL−1
g BH(dLg(X), dLg(Y )) =

0 (Y ∈ k1 ⊕ V (m1 ∩ k2))

−1

2
[X, Y ]⊥ (Y ∈ V1) .

3. 任意の X ∈ V (m1 ∩ k2)に対して,

dL−1
g BH(dLg(X), dLg(Y )) =

0 (Y ∈ V (m1 ∩ k2)⊕ V1)

1

2
[X, Y ]⊥ (Y ∈ V2) .

4. 各 Sλ,i (λ ∈ Σ+, 1 ≤ i ≤ m(λ))に対して,

dL−1
g BH(dLg(Sλ,i), dLg(Y )) =

0 (Y ∈ V2)

−1

2
[Sλ,i, Y ]⊥ (Y ∈ V1) .

5. 各 Xα,i (α ∈ W+, 1 ≤ i ≤ n(α))に対して,

dL−1
g BH(dLg(Xα,i), dLg(Y )) =

0 (Y ∈ V2)

−1

2
[Xα,i, Y ]⊥ (Y ∈ V1) .

6. 各 Tλ,i (λ ∈ Σ+ \ ΣH , 1 ≤ i ≤ m(λ))に対して,

• dL−1
g BH(dLg(Tλ,i), dLg(Tµ,j)) = cot⟨µ,H⟩[Tλ,i, Sµ,j]

⊥

where µ ∈ Σ+ \ ΣH , 1 ≤ j ≤ m(µ).

• dL−1
g BH(dLg(Tλ,i), dLg(Yβ,j)) = − tan⟨β,H⟩[Tλ,i, Xβ,j]

⊥

ただし β ∈ W+ \WH , 1 ≤ j ≤ n(β).

7. 各 Yα,i (α ∈ W+ \WH , 1 ≤ i ≤ n(α))に対して,

dL−1
g BH(dLg(Yα,i), dLg(Yβ,j)) = − tan⟨β,H⟩[Yα,i, Xβ,j]

⊥

ただし β ∈ W+ \WH , 1 ≤ j ≤ n(β)).

ここに, X⊥ はX の法成分を表す, つまり接ベクトルX ∈ gの ((Ad(g)−1m2) ∩ m1)成分

である.
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(K2 ×K1) · g ⊂ Gの gにおける平均曲率ベクトルをmH で表す. 定理 2により, 次の系を

得る.

系 2 各H ∈ aに対して,

dL−1
g mH = −

∑
λ∈Σ+\ΣH

m(λ) cot⟨λ,H⟩λ+
∑

α∈W+\WH

n(α) tan⟨α,H⟩α.

さらに dL−1
g mH = dL−1

g m1
H が成り立つ. よって, 軌道 (K2 ×K1) · g ⊂ Gが極小であるこ

とと, K2 · π1(g) ⊂ M1 が極小であることは同値である.

次はGへの (K2 ×K1)作用の austere軌道について考える.

三対 (Σ̃,Σ,W )を用いて, 井川はK2作用の軌道が austereになるための必要十分条件を

与えている.

同様にGへの (K2 ×K1)作用についても,軌道が austereとなるための必要十分条件を

与えることができる. 各法ベクトル dLgξ ∈ T⊥
g (K2 ×K1) · g ∼= dLg((Ad(g)

−1m2) ∩m1)に

ついて, (K1 ×K2) · g ⊂ Gの形作用素AdLgξの固有値の集合を調べる.

Gへの (K2 ×K1)作用の gにおけるイソトロピー部分群 (K2 ×K1)gは, K1作用の π2(g)

におけるイソトロピー部分群 (K1)π2(g)と同型である. イソトロピー部分群 (K2 ×K1)gは

作用の微分によって法空間 T⊥
g ((K2 ×K1) · g)に表現を持つ. このとき,

d(k2, k1)g(dLg(ξ)) =
d

dt
k2g exp(tξ)k

−1
1

∣∣∣∣
t=0

= dLg(Ad(k1)ξ)

は成り立つ. したがって, この (K2 ×K1)gの表現は (K1)π2(g)の随伴表現の (Ad(g)−1m2)∩
m1 への制限に一致する. いま, Lie((K1)π2(g)) = k1 ∩ (Ad(g)−1k2) であるから, Lie 環

Lie((K1)π2(g)) ⊕ ((Ad(g)−1m2) ∩ m1) は θ1 に関して直交対称 Lie代数の構造を持つ. さ

らに, g ∈ exp(a)であるとき, aは ((Ad(g)−1m2) ∩ m1)の極大可換部分空間である. した

がって, aは (K1)π2(g)の (Ad(g)−1m2) ∩m1への表現の切断になる. よって,∪
(k2,k1)∈(K2×K1)g

d(k2, k1)gdLga = T⊥
g (K2 ×K1) · g (5)

を得る. よって, 一般性を失うことなく ξ ∈ aとして良い.
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すると, 定理 2より

AdLgξ(dLg(Sλ,i), dLg(Tλ,i)) (6)

= (dLg(Sλ,i), dLg(Tλ,i))

[
0 −(1/2)⟨λ, ξ⟩

−(1/2)⟨λ, ξ⟩ − cot⟨λ,H⟩⟨λ, ξ⟩

]
(λ ∈ Σ+ \ ΣH , 1 ≤ i ≤ m(λ)),

AdLgξ(dLg(Xα,j), dLg(Yα,j)) (7)

= (dLg(Xα,j), dLg(Yα,j))

[
0 −(1/2)⟨α, ξ⟩

−(1/2)⟨α, ξ⟩ tan⟨α,H⟩⟨α, ξ⟩

]
(α ∈ W+ \WH , 1 ≤ j ≤ n(α)),

と, 各X ∈ k0 ⊕ V (k1 ∩m2)⊕ V (m1 ∩ k2)⊕
∑

λ∈Σ+
H
kλ ⊕

∑
α∈W+

H
V ⊥
α (k1 ∩m2)について,

AdLgξdLg(X) = 0. (8)

が従う. したがって, AdLgξの固有値の集合は次で与えられる.{
−cos⟨λ,H⟩ ± 1

2 sin⟨λ,H⟩
⟨λ, ξ⟩ (multiplicity = m(λ))

∣∣∣∣ λ ∈ Σ+ \ ΣH

}
(9)

∪
{
sin⟨α,H⟩ ± 1

2 cos⟨α,H⟩
⟨α, ξ⟩ (multiplicity = n(α))

∣∣∣∣ α ∈ W+ \WH

}
∪{0 (multiplicity = l)}

ただし l = dim(k0 ⊕
∑

λ∈ΣH
kλ ⊕ V (k1 ∩m2)⊕

∑
α∈WH

V ⊥
α (k1 ∩m2)⊕ V (m1 ∩ k2)).

命題 3 ([6] p.459) Eを有限次元内積空間 aの有限部分集合とする. このとき, (i) と (ii)

は同値である.

(i) 任意の ξ ∈ aに対して, 重複度付きの集合 {⟨a, ξ⟩ | a ∈ E} が−1倍で不変.

(ii) 集合Eが−1倍で不変.

よって次の系を得る.

系 3 H ∈ aに対して g = exp(H)とおく. 軌道 (K2 ×K1) · g ⊂ Gが austereであること

と次の aの有限部分集合{
−cos⟨λ,H⟩ ± 1

2 sin⟨λ,H⟩
λ (multiplicity = m(λ))

∣∣∣∣ λ ∈ Σ+ \ ΣH

}
∪
{
sin⟨α,H⟩ ± 1

2 cos⟨α,H⟩
α (multiplicity = n(α))

∣∣∣∣ α ∈ W+ \WH

}
が−1倍で不変であることは同値である.
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さらに次の命題が成り立つ.

命題 4 ([10]) 各H ∈ aについて,

E ={−λ cot⟨λ,H⟩ (multiplicity = m(λ)) | λ ∈ Σ+ \ ΣH}

∪{α tan⟨α,H⟩ (multiplicity = n(α)) | α ∈ W+ \WH}

が重複度込みで−1倍で不変であることと,

E ′ =

{
−cos⟨λ,H⟩ ± 1

2 sin⟨λ,H⟩
λ (multiplicity = m(λ))

∣∣∣∣ λ ∈ Σ+ \ ΣH

}
∪
{
sin⟨α,H⟩ ± 1

2 cos⟨α,H⟩
α (multiplicity = n(α))

∣∣∣∣ α ∈ W+ \WH

}
が重複度込みで−1倍で不変であることは同値である.

系 4 g = exp(H) (H ∈ a)とする. 軌道 (K2 × K1) · g ⊂ Gが austereであることと

K2 · π1(g) ⊂ M1が austereであることは同値である.

注意 1 全測地的軌道についてはこのような対応は無い. 例えば, θ1と θ2が gの内部自己

同型で互いに移り合わないとき, (K2 ×K1) · e ⊂ Gは全測地的でないが, K2 · π1(e) ⊂ M1

は全測地的である.

4 主定理

前の説では (K2 ×K1)作用とK2の軌道の austere性の対応について述べた. この節で

は (K2 ×K1)作用とK2作用とK1作用の軌道の弱鏡映性について考え, 軌道が弱鏡映性

を持つための十分条件を 2つ与える.

ひとつ目の十分条件は次の定理である.

定理 3 ([10]) K1とK2は連結であると仮定する. H ∈ aに対して g = exp(H)とおく. も

し任意の λ ∈ Σ̃に対して ⟨λ,H⟩ ∈ (π/2)Zならば, 軌道 (K2×K1) · g ⊂ Gは弱鏡映である.

Proof. σ = Lgθ1L
−1
g . とおく. このとき, σは次の 3つの性質を持つ.

σ(g) = g, σ((K2 ×K1) · g) = (K2 ×K1) · g, dσ(ξ) = −ξ (ξ ∈ T⊥
g ((K2 ×K1) · g)).

明らかに σ(g) = gは満たす. また, 補題 2, よりAd(g2)k2 = k2となる. K2が連結であ

ることから, g2K2g
−2 = K2を得る. 加えて θ1θ2 = θ2θ1より, θ1k2 = k2である. よって

θ1(K2) = K2であり, したがって各 (k2, k1) ∈ K2 ×K1について,

σ(k2gk
−1
1 ) = (g2θ1(k2)g

−2)gk−1
1 ∈ (K2 ×K1) · g
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が成り立つ. すなわち σ((K2 × K1) · g) = (K2 × K1) · gである. T⊥
g ((K2 × K1) · g) =

dLg(Ad(g)
−1(m2) ∩m1) だから,

dσ(ξ) = dLgθ1(dL
−1
g (ξ)) = −dLgdL

−1
g (ξ) = −ξ.

よって σは (K2 ×K1) · gの gにおける任意の法ベクトル dLgξ ∈ T⊥
g ((K2 ×K1) · g)に沿っ

た弱鏡映となる. □

系 5 軌道 (K2 ×K1) · e ⊂ Gは弱鏡映である.

注意 2 定理 3と同じ仮定のもと, K2 · π1(g) ⊂ M1とK1 · π2(g) ⊂ M2は弱鏡映部分多様

体であることが証明できる. しかし, 井川は更に強くK2 · π1(g) ⊂ M1とK1 · π2(g) ⊂ M2

は鏡映部分多様体であることを示している. よってK2 · π1(g) ⊂ M1とK1 · π2(g) ⊂ M2は

全測地的であるが, (K2 ×K1) · gは全測地的であるとは限らない. 実際, θ1と θ2が gの任

意の内部自己同型で移り合わないとき, , G上の (K2 ×K1)作用に全測地的軌道は存在し

ない.

W̃ (Σ̃,Σ,W )を{(
sλ,

2nπ

⟨λ, λ⟩
λ

) ∣∣∣∣ λ ∈ Σ, n ∈ Z
}
∪
{(

sα,
(2n+ 1)π

⟨α, α⟩
α

) ∣∣∣∣ α ∈ W, n ∈ Z
}
.

で生成されるアフィン群O(a)⋉ aの部分群とする. 次の補題が知られている.

補題 4 ([4] Lemmas 4.4 and 4.21)

W̃ (Σ̃,Σ,W ) ⊂ J̃

この補題を用いて次の補題が示される.

補題 5 ([10]) H ∈ a対して g = exp(H)とおく. このとき各 λ ∈ Σ̃H について, ある

kλ ∈ NK2(a)が存在して,

1. (
kλ, exp

(
−2⟨λ,H⟩

⟨λ, λ⟩
λ

)
kλ

)
∈ (K2 ×K1)g,

2.

d

(
kλ, exp

(
−2⟨λ,H⟩

⟨λ, λ⟩
λ

)
kλ

)
g

(dLgξ) = dLg(sλξ) (ξ ∈ a)

を満たす.
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Proof. W̃ (Σ̃,Σ,W )の定義から, 各 λ ∈ Σ̃H に対して,(
sλ, 2

⟨λ,H⟩
⟨λ, λ⟩

λ

)
∈ W̃ (Σ̃,Σ,W )

が成り立つ. W̃ (Σ̃,Σ,W ) ⊂ J̃ であるから, ある kλ ∈ NK2(a)が存在して,(
[kλ], 2

⟨λ,H⟩
⟨λ, λ⟩

λ

)
=

(
sλ, 2

⟨λ,H⟩
⟨λ, λ⟩

λ

)
を満たす. J̃ の定義から,

exp

(
−2

⟨λ,H⟩
⟨λ, λ⟩

λ

)
kλ ∈ K1

を得る. 1については,(
kλ, exp

(
−2⟨λ,H⟩

⟨λ, λ⟩
λ

)
kλ

)
g = kλ exp(H)k−1

λ exp

(
2⟨λ,H⟩
⟨λ, λ⟩

λ

)
=exp (Ad(kλ)H) exp

(
2⟨λ,H⟩
⟨λ, λ⟩

λ

)
= exp

(
sλH +

2⟨λ,H⟩
⟨λ, λ⟩

λ

)
= exp(H) = g,

2については

d

(
kλ, exp

(
−2⟨λ,H⟩

⟨λ, λ⟩
λ

)
kλ

)
g

(dLgξ) =
d

dt
exp (H + tsλ(ξ))

∣∣∣∣
t=0

= dLgsλ(ξ)

となる. □

命題 5 ([10]) 任意のH ∈ aについて, Σ̃H が空でなければ, Σ̃H は Span(Σ̃H)の制限ルー

ト系である.

注意 3 命題 5と定理 5から, aの任意の対称三対とH ∈ aに対して, Σ̃H が空でなければ,

Σ̃H は Span(Σ̃H)の制限ルート系である.

各H ∈ aについて, W (Σ̃H)で Σ̃H のWeyl群を表す. ふたつ目の十分条件が

次である.

定理 4 ([10]) H ∈ aに対して g = exp(H)とおく. もし Span(Σ̃H) = aかつ −ida ∈
W (Σ̃H)ならば, (K2 ×K1) · g ⊂ G, K2 · π1(g) ⊂ M1, K1 · π2(g) ⊂ M2 は弱鏡映である.

Proof. (5)式から, 各 ξ ∈ aについて法ベクトル dLgξに沿った弱鏡映の存在が示されれ

ば良い. −ida ∈ W (Σ̃H)だから, ある µ1, . . . , µl ∈ Σ̃H が存在し, sµ1 · · · sµl
= −ida を満た

す. すると, 補題 5より, 各 µi (1 ≤ i ≤ l)について kµi
∈ NK2(a)が存在する.
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k′
µi

= exp

(
−2

⟨µi, H⟩
⟨µi, µi⟩

µi

)
kµi

∈ K1,

とおき,

σ = (kµ1 , k′
µ1
) · · · (kµl

, k′
µl
) ∈ (K2 ×K1)g

と定める. このとき, σは任意の ξ ∈ aに対して (K2 ×K1) · gの dLgξに沿った弱鏡映とな

る. 実際,

σ(g) = g, σ((K2 ×K1) · g) = (K2 ×K1) · g, dσ(dLg(ξ)) = dLgsµ1 · · · sµl
(ξ) = −dLgξ

が成り立つ. 同様に, σ1 = kµ1 · · · kµl
はK2 · π1(g)の π1(g)における dLgξに沿った弱鏡映

となり, σ2 = k′
µ1
· · · k′

µl
はK1 · π2(g)の π2(g)における dRgξに沿った弱鏡映となる. □

[6]ではおもに Snと CP n内の弱鏡映部分多様体について研究されていた. 階数 1の対

称空間へのHermann作用の余等質性は 1になる. したがって, 命題 1から, 階数 1のコン

パクト対称空間へのHermann作用の特異軌道は弱鏡映である. Hermann作用の余等質性

が 2以上の場合, 定理 4や定理 3を適用することによって, コンパクト対称空間内の弱鏡

映部分多様体の例が得られる. これらの定理を適用するためには, 作用の austere軌道を

探しだす必要がある. コンパクト対称三対 (G,K1, K2)が誘導する (Σ̃,Σ,W )が対称三対と

なる場合に, 井川は [4]で austere軌道を分類している. また, [5]においては, (Σ̃,Σ,W )が

対称三対となるための十分条件を次のように与えている.

(G,K1, K2)に対して, 条件 (A), (B), (C)を次のように定める.

(A) Gが単純で θ1と θ2が gの任意の内部自己同型で移り合わない.

(B) あるコンパクト単純 Lie群 U と U の対称部分群Kが存在して,

G = U × U, K1 = ∆G = {(u, u) | u ∈ U}, K2 = K ×K

を満たす.

(C) あるコンパクト単純 Lie群 U とその対合的外部自己同型 σが存在して,

G = U × U, K1 = ∆G = {(u, u) | u ∈ U},

K2 = {(u1, u2) | (σ(u2), σ(u1)) = (u1, u2)}

を満たす.

このとき, 次の定理が成り立つ.
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定理 5 ([5]) (G,K1, K2)を条件 (A), (B), (C)のどれかを満たすコンパクト対称三対とす

る. このとき上のように定義される三対 (Σ̃,Σ,W )は重複度付き対称三対である. 逆に任

意の対称三対はこの方法で得られる.

さらに, Weyl群が−idaを含むための条件は次のように知られている.

命題 6 ([11]) Σ を a の既約制限ルート系とする. このとき, −ida ̸∈ W (Σ) と Σ ∼=
Ar, D2r+1, E6 (r ≥ 2) は同値である.

[10]では, これらの事実を用いて, コンパクト対称空間内の弱鏡映部分多様体を数多く構

成した. 以下ではその例の一つを紹介する.

(G,K1, K2) = (SU(n), SO(n), S(U(r)×u(n−r))) (r < n−r)とする. M1 = SU(n)/SO(n),

M2は複素Grassmann多様体M2 = Gr(Cn)である. このとき, m1 ∩m2の極大可換部分空

間 aの次元は rである. aのある正規直交基底 {e1, . . . , er}について,

Σ =Br = {±ei | 1 ≤ i ≤ r} ∪ {±ei ± ej | 1 ≤ i < j ≤ r},

W =BCr = {±ei | 1 ≤ i ≤ r} ∪ {±ei ± ej | 1 ≤ i < j ≤ r}

∪ {±2ei | 1 ≤ i ≤ r}

がわかる. (G,K1, K2)は定理 5の条件 (A)を満たすため, (Σ̃,Σ,W )は aの重複度付き対

称三対となり, II-BCr型と呼ばれる. この場合, Hermann作用及びG上の (K2 ×K1)作用

の軌道空間は, a内の単体,

P 0 =

{
H =

r∑
j=1

tjHj

∣∣∣∣∣
r∑

j=1

tj ≤ 1

}

と同一視できる. ただし, Hj =
∑j

i=1 ei (1 ≤ j ≤ r)とおいた. つまり,各H ∈ P 0に対して,

3つの作用の軌道 (K2 ×K1) · exp(H) ⊂ G, K2 · π1(exp(H)) ⊂ M1, K1 · π2(exp(H)) ⊂ M2

がそれぞれ定まり, 逆に全ての軌道はこの形で表される.

H ∈ P 0 に対して, H = 0と K2 · π1(exp(H)) ⊂ M1, K1 · π2(exp(H)) ⊂ M2 が全測

地的である事は同値である. また H = Hi (1 ≤ i ≤ r) と (K2 × K1) · exp(H) ⊂ G,

K2 · π1(exp(H)) ⊂ M1, K1 · π2(exp(H)) ⊂ M2 が全測地的でない austere部分多様体であ

ることは同値である.

H = 0のとき, 定理 3より (K2 ×K1) · exp(H) ⊂ Gは弱鏡映部分多様体である. さらに

θ1と θ2は gの内部自己同型で移り合わないため, (K2 ×K1) · exp(H) ⊂ Gは鏡映でない弱

鏡映部分多様体となる.
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H = Hi (1 ≤ i ≤ r)のとき, 簡単な計算で Σ̃Hi
∼= Ci ⊕ Br−i がわかる. よって, 命

題 6より, −ida ∈ W (Σ̃H) がわかる. このとき, 定理 4より, (K2 × K1) · exp(H) ⊂ G,

K2 · π1(exp(H)) ⊂ M1, K1 · π2(exp(H)) ⊂ M2 は弱鏡映部分多様体となる.

この他にも II-BCr型の重複度付き対称三対を持つコンパクト対称三対には

1. (SO(4r + 2), SO(2r + 1)× SO(2r + 1), U(2r + 1)),

2. (E6, Sp(4), SO(10) · U(1)) (r = 2).

があり, これらの場合にも同様の議論で弱鏡映部分多様体を構成することができる. この

事から, 対称三対を用いることで, 例外型のコンパクト対称空間内の弱鏡映部分多様体を

構成できることも分かる. 他の型の対称三対に関しても, 井川の austere軌道の分類を用

いて, 数多くのコンパクト対称空間内の弱鏡映部分多様体を構成できる (詳しくは [10]を

参照).
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