
トーリックケーラー多様体のラグランジュトーラス

軌道の非ハミルトン体積最小性について ∗

小野　肇（埼玉大学）

1 背景＆主結果

平面内の円や 2次元単位球面の小円は, 等周不等式により,「面積を変えない」微分同
相写像による変形のもと長さが最小になる. このような対象の 1つの高次元化として, Y.

-G. Ohはケーラー多様体内のラグランジュ部分多様体のハミルトン極小性, ハミルトン
安定性, ハミルトン体積最小性の概念を導入した（[9, 10]）：(M,J, ω)をケーラー多様体,

L ⊂ M をコンパクトラグランジュ部分多様体とする.

Ham(L) := {ϕ(L) |ϕ ∈ Ham(M,ω)}

とおく. ここで, Ham(M,ω)はコンパクト台を持つ (M,ω)のハミルトン微分同相写像全
体のなす群である. （M が単連結のときは, コンパクト台を持つシンプレクティック微
分同相群の単位元連結成分に等しい. ) また,

Vol : Ham(L) → R, ϕ(L) 7→ Vol(ϕ(L))

とする.

定義 1.1 (Oh, [9, 10]). ϕ(L) ∈ Ham(L)は Volの臨界点であるときハミルトン極小, 臨
界点かつ第 2変分が常に非負のときハミルトン安定, 最小点のときハミルトン体積最小
という.

ハミルトン極小性および, ハミルトン安定性は第 1, 第 2変分公式（[9, 10]）により確
認することができ, 多くの例が知られている. 例えば,

1. (a1, . . . , an) ∈ (R>0)
n に対して, Cn内の標準トーラス

T (a1, . . . , an) := {(z1, . . . , zn) ∈ Cn | |zj |2 = 2aj (j = 1, . . . , n)}

はハミルトン安定である. （Y. -G. Oh, [10]）

2. (CPn, ωFS)内のラグランジュTn-軌道はハミルトン安定である. （O., [11]）

∗本講演の内容は入江博氏 (茨城大学)との共同研究に基づく. また, 本研究は科研費（24540098）の助
成を受けたものである
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3. Cnのコンパクトトーリックケーラー簡約のラグランジュトーラス軌道はハミルト
ン安定である. (Legendre-Rollin, [8])

一方, 高次元のハミルトン体積最小ラグランジュ部分多様体の例は, 特殊ラグランジュ
部分多様体を除くと

• RPn ⊂ CPn (Kleiner-Oh, [9])

• 大円×大円⊂ S2(1)× S2(1) (入江-O.-酒井, [6])

• complex hyperquadricの実形の一部 (入江-酒井-田崎, [7])

のみしか知られていない. そこで, 次の問題を考えたい：

⟨問題 ⟩� �
　ハミルトン体積最小ラグランジュ部分多様体の例を出来るだけ多く見つけよ!!� �
この問題を考えるにあたっては, 今まで知られているハミルトン安定ラグランジュ部

分多様体がハミルトン体積最小かどうかを調べるのは自然である. 本講演では, 上に挙げ
たハミルトン安定な例 1, 2, 3の多くは非ハミルトン体積最小であることを報告する（詳
細は 2章以降参照）：

定理 1.2 (入江-O., [5]). N(a) := #{a1, . . . , an} ≥ 3 となる a = (a1, . . . , an) ∈ (R>0)
n

に対して, 標準トーラス T (a) ⊂ (Cn, ω0)はハミルトン体積最小ではない.

定理 1.3 (入江-O., [5]). n ≥ 3とする. このとき, CPnのほとんど全てのラグランジュ
Tn- 軌道はハミルトン体積最小ではない.

定理 1.4 (入江-O., [5]). n ≥ 3とする. このとき, 任意の複素 n次元コンパクトトーリッ
クケーラー多様体に対して, ハミルトン体積最小ではないラグランジュTn-軌道が存在
する.

2 Cnの場合

まず, いくつか記号を準備する：

Cnの座標を (z1, . . . , zn)とし, J0を標準的な複素構造, ω0を標準的なシンプレクティッ
ク形式

ω0 =
i

2

n∑
j=1

dzj ∧ dzj

とする. n次元トーラス Tnの作用

(eiθ1 , . . . , eiθn) · (z1, . . . , zn) = (eiθ1z1, . . . , e
iθnzn)

は等長的, かつハミルトン作用であり, モーメント写像 µ0は

µ0(z1, . . . , zn) =

(
1

2
|z1|2, . . . ,

1

2
|zn|2

)
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である. a ∈ (R>0)
nに対して, T (a) = µ−1

0 (a) ⊂ (Cn, J0, ω0)は平坦なラグランジュTn-

軌道であり, ハミルトン変形のもと体積は極小となる, [10].

そこで, T (a)のハミルトン体積最小性について考えたいのだが, n ≥ 3のとき, 「相異
なる」a,bに対して, T (a)と T (b)がハミルトンアイソトピーで移りあうことが起こり
うる. 実際, T (a)と T (b)がハミルトンアイソトピーで移りあうための必要十分条件が
Chekanovにより, [2]で与えられており, それを用いると容易に定理 1.2は証明できる.

ここでは, n = 3の場合に, 定理 1.2を具体的に証明してみよう. （高次元の場合は, ここ
で挙げる構成を用いることで同様に証明できる. ）
0 < a < b < cとする. このとき, T (b, c, a)を T (a, a+ c− b, b)にうつすような (Cn, ω0)

のハミルトンアイソトピー {ϕt}t∈[0,1] を構成する. そうすれば, T (b, c, a)はハミルトン
体積最小ではないことが示される. まず,

U = {(z1, z2, z3) ∈ C3 | |z1| < |z2|}, V = C3 \ {z2 = 0}

に対し,

Ψ : U → V, (z1, z2, z3) 7→

(
z1z2
|z2|

,
z2
√
|z2|2 − |z1|2
|z2|

, z3

)
はシンプレクティック微分同相写像であり, T (b, c, a)を T (b, c − b, a)にうつす. 実際,

action-angle座標 (ρ,θ) (zj =
√

2ρj e
iθj )を用いると,

Ψ(ρ1, ρ2, ρ3, θ1, θ2, θ3) = (ρ1, ρ2 − ρ1, ρ3, θ1 + θ2, θ2, θ3)

なので,

Ψ∗ω0 = Ψ∗
3∑

j=1

dρj ∧ dθj

= dρ1 ∧ d(θ1 + θ2) + d(ρ2 − ρ1) ∧ dθ2 + dρ3 ∧ dθ3

= ω0

であることが分かる.

次に, ユニタリアイソトピー

Φt : C3 → C3

(w1, w2, w3) 7→ (w1 cos
π

2
t+ w3 sin

π

2
t, w2,−w1 sin

π

2
t+ w3 cos

π

2
t)

は V を保つので, V に制限することで, V 上のハミルトンアイソトピーを得る. Φ1 は
T (b, c− a, a)を T (a, c− a, b)にうつす.

したがって, Ψ−1 ◦ Φt ◦Ψは U 上のハミルトンアイソトピーで

(z1, z2, z3)
Ψ7→

(
z1z2
|z2|

,
z2
√
|z2|2 − |z1|2
|z2|

, z3

)
Φ17→

(
z3,

z2
√

|z2|2 − |z1|2
|z2|

,−z1z2
|z2|

)
Ψ−1

7→

(
|z2|z3
z2

,
z2
√
|z3|2 + |z2|2 − |z1|2

|z2|
,−z1z2

|z2|

)
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は T (b, c, a)を T (a, a+ c− b, b)にうつす. 適当にカットオフして, 台がU に含まれるC3

上のハミルトンアイソトピー ϕtが得られる.

3 複素射影空間の場合

まず, 定理 1.3の主張をより明確にしておこう. n次元のDelzant多面体（定義は次の
章）と n 次元コンパクトシンプレクティックトーリック多様体は対応していた. n次元
標準単体∆ = {p ∈ (R≥0)

n |
∑

pi ≤ 1}には n次元複素射影空間 (CPn, ωFS , µ) が対応
し, モーメント写像 µの像が∆となる.

Dn := ∆ \ (∆を重心細分したときの (n− 1)次元以下の面)

とおく. このとき次が成り立つ：

定理 3.1 (入江-O., [5]). n ≥ 3とする. このとき, 任意の p ∈ Dn に対して, ラグラン
ジュTn-軌道 µ−1(p) ⊂ CPnはハミルトン体積最小ではない1.

証明のアイデアは単純である：

Step 1 i = 0, 1, . . . , nに対して Ui := {[z0 : · · · : zn] | zi ̸= 0} とおく. このとき, 各 iに
対して, 「ハミルトン Tn-同変Darboux座標」を用いることで, ハミルトン Tn-空
間として

(Ui, ω, µ) ≃ (µ−1
0 (∆̃1) = B(

√
2), ω0, µ0)

である. ここで,

∆̃s :=

{
(a1, . . . , an) ∈ (R≥0)

n
∣∣∣ n∑

i=1

ai < s

}

B(
√
2s) :=

{
(z1, . . . , zn) ∈ Cn

∣∣∣ n∑
i=1

|zi|2 < 2s

}
= µ−1

0 (∆̃s)

とする.

Step 2 Step 1の同一視のもと, 2章で構成したハミルトンアイソトピーを CPnに移植
する. これにより, µ−1(p)と別のラグランジュTn-軌道 µ−1(q)はハミルトンアイソ
トピックであることがわかる.

Step 3 µ−1(p), µ−1(q)の体積を計算し比較する.

（Step 1,2 は純粋にシンプレクテック幾何の内容である. Step 3でケーラー計量の情報
が必要となる. ）
まず, Step 1において, 「ハミルトン Tn-同変Darboux座標」を明確にしよう. Rnの

標準基底を e1, . . . , en, 原点を e0 と書くことにする.

1実は, Dn よりもう少し大きな空間の元 pに対して µ−1(p)はハミルトン体積最小ではないことが分か
る. [5]参照.
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i = 0の場合

U0 = {[z0 : z1 : · · · : zn] | z0 ̸= 0} ∼→ Cn, [z0 : · · · : zn] 7→
(
z1
z0

, . . . ,
zn
z0

)
ri0 :=

∣∣∣∣ ziz0
∣∣∣∣ , θi0 := arg

zi
z0

とおくと,

µ =

n∑
i=1

ui0ei, ui0 :=
(ri0)

2

1 +
∑n

j=1(r
j
0)

2

と表せ, さらに

xi0 :=
√
2ui0 cos θ

i
0, yi0 :=

√
2ui0 sin θ

i
0

とおくと (e0-ハミルトン Tn-同変Darboux座標), U0上

ω =
n∑

i=1

dui0 ∧ dθi0 =
n∑

i=1

dxi0 ∧ dyi0, µ =
1

2

n∑
i=1

{
(xi0)

2 + (yi0)
2
}
ei

となり, ハミルトン Tn-空間として

(U0, ω, µ) ≃ (µ−1
0 (∆̃1), ω0, µ0)

であることがわかる.

i ̸= 0の場合 　簡単のため i = 1について考える. （i ≥ 2の場合は同様にわかる. ）

U1 = {[z0 : z1 : · · · : zn] | z1 ̸= 0} ∼→ Cn, [z0 : · · · : zn] 7→
(
z0
z1

,
z2
z1

, . . . ,
zn
z1

)
r11 :=

∣∣∣∣z0z1
∣∣∣∣ , ri1 :=

∣∣∣∣ ziz1
∣∣∣∣ (i ≥ 2), θ11 := arg

z0
z1

, θi1 := arg
zi
z1

(i ≥ 2)

とおくと,

µ = u11(e0 − e1) +
n∑

i=2

ui1(ei − e1) + e1, ui1 :=
(ri1)

2

1 +
∑n

j=1(r
j
1)

2
(i ≥ 1)

と表せ, さらに

xi1 :=
√
2ui1 cos θ

i
1, yi1 :=

√
2ui1 sin θ

i
1

とおくと (e1-ハミルトン Tn-同変Darboux座標), U1上

ω =

n∑
i=1

dui1 ∧ dθi1 =

n∑
i=1

dxi1 ∧ dyi1,

µ =
1

2

{
(x11)

2 + (y11)
2
}
(e0 − e1) +

1

2

n∑
i=2

{
(xi1)

2 + (yi1)
2
}
(ei − e1) + e1

となり, ハミルトン Tn-空間として

(U1, ω, µ) ≃ (µ−1
0 (∆̃1), ω0, µ0)

であることがわかる.
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次に, Step 2にうつる. p ∈ Dnとする. このとき, ∆の頂点 emがただ 1つ存在して,

pは emを頂点とする∆の重心細分の n-単体の内部に含まれる. このとき,

p = a1(e0 − em) + · · ·+ am(em−1 − em) + am+1(em+1 − em) + · · ·+ an(en − em) + em

と表せ,

a ∈ (R>0)
n, N(a) := #{a1, . . . , an} ≥ 3, max{ai}+

n∑
i=1

ai ≤ 1

が成り立つ. そこで, min{ai} = aj < ak < alとする. b ∈ (R>0)
nを

bi =

ai (i ̸= l)

al − ak + aj (i = l)
(3.1)

により定義する. 2 章で定義したハミルトンアイソトピー（を高次元で考えたもの）
{ϕt}t∈0,1 により, 標準トーラス T (a)は T (b)にうつる.

Step 1の同一視により, もし (Cn, ω0)のハミルトンアイソトピー {ϕt}t∈[0,1] の台が
B(

√
2)に含まれていれば, 台の外では恒等写像として拡張することで, (CPn, ωFS)のハ

ミルトンアイソトピー {Φt}t∈[0,1] で, µ−1(p)を µ−1(q)にうつすものが得られる. ここで,

q = b1(e0 − em) + · · ·+ bm(em−1 − em) + bm+1(em+1 − em) + · · ·+ bn(en − em) + em

である. Chekanovの論文 [2]では, 標準トーラスを別の標準トーラスにうつすハミルト
ンアイソトピーの台についての評価はなされていなかったが, Chekanov-Schlenkの論文
[3]では, 台の大きさの評価が明確にされた（基本的には 2章で具体的に構成した n = 3

のハミルトンアイソトピーの台の大きさをきっちり評価すればよい）2：

定理 3.2 (Chekanov-Schlenk, [3]). a ∈ (R>0)
nはN(a) ≥ 3を満たすとし, bを上のよう

に定義する. このとき, s > aj+
∑

i aiに対して,次を満たすC∞級関数H : [0, 1]×Cn → R
が存在する：

• SuppH ⊂ [0, 1]×B(
√
2s)

• H が生成するハミルトンアイソトピーを {ϕt}t∈[0,1]とすると, ϕ1(T (a)) = T (b)

今考えている p ∈ Dnに対応する aについては, s = 1としてよいので, (CPn, ωFS)の
ハミルトンアイソトピー {Φt}t∈[0,1] で, µ−1(p)を µ−1(q)にうつすものが得られたことに
なる.

最後に Step 3であるが, action-angle座標により, トーリックケーラー多様体のシンプ
レクティック形式を標準シンプレクティック形式として書き表した場合,複素構造はモーメ
ント像上のある境界条件を満たす凸関数（「シンプレクテックポテンシャル」と呼ばれる）
のヘッセ行列により表されることが知られている（次の章や [1]参照. ）(CPn, ωFS , µ)

の場合には µ−1(p)の体積は

Vol(µ−1(p))2 = C

(
1−

n∑
i=1

ai

)
n∏

i=1

ai

2入江氏との共同研究を始めた当初はまだ [3]が発表されていなかったため, 非常に限られたラグランジュ
トーラス軌道に関する非ハミルトン体積最小性しか示すことができなかった.
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であることがわかる. したがって,

Vol(µ−1(p))2 −Vol(µ−1(q))2 = C

(
1−

n∑
i=1

ai

)
n∏

i=1

ai

− C

(
1−

n∑
i=1

ai + al − (al − ak + aj)

)
al − ak + aj

al

n∏
i=1

ai

= C
(ak − aj)

al

(
1−

n∑
i=1

ai − al + ak − aj

)
n∏

i=1

ai

であり, al +
∑

i ai ≤ 1, ak > aj であったので, 上式は正となる. これで定理 3.1が示さ
れた.

4 トーリックケーラー多様体の場合

複素射影空間の場合と同様のアイデアにより, 3 次元以上の任意のコンパクトトー
リックケーラー多様体に非ラグランジュトーラス軌道が存在することを示すことがで
きる. (M,J, ω, µ)を複素 n次元コンパクトトーリックケーラー多様体とする. ここで,

µ : M → Rn はモーメント写像である. よく知られているように, モーメント写像の像
∆ := Image (µ)は次の性質を持つ n次元凸多面体である（Delzant多面体）：

　 ◦ ∆の各頂点 vi (i = 1, . . . , d)からは, ちょうど n本の辺が出ていて, それぞれ
　　　 primitiveベクトル ei,1, . . . , ei,nで張られる
　 ◦ spanZ⟨ei,1, . . . , ei,n⟩ = Zn (∀i)

一つの頂点 viに着目すると,

∆ =

vi +

n∑
j=1

ajei,j

∣∣∣a ∈ (R≥0)
n, ⟨a,nk⟩ − λk ≥ 0, λk < 0, k = n+ 1, . . . , e


の形で書くことができる.

∆◦
i =

vi +

n∑
j=1

ajei,j

∣∣∣a ∈ (R≥0)
n, ⟨a,nk⟩ − λk > 0, k = n+ 1, . . . , e

 ,

∆◦ = {a ∈ (R≥0)
n | ⟨a,nk⟩ − λk > 0, k = n+ 1, . . . , e}

とおくと, ハミルトン Tn-空間として,

(Ui := µ−1(∆◦
i ), ω|Ui

, µ|Ui
) ≃ (V := µ−1

0 (∆◦), ω0 |V , µ0 |V )

となる. このことは, 次のようにハミルトン Tn-同変Darboux座標をとることでわかる：
まず, (C×)-空間として, (Ui, µ

−1(vi)) ≃ (Cn, 0)である. この同一視による座標成分を
wj = rje

√
−1θj とする. このとき, ω|Ui

, µ|Ui
は, ケーラーポテンシャル φ ∈ C∞((R≥0)

n)

により
ω|Ui

= 2
√
−1∂∂φ
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µ|Ui
=

n∑
j=1

µjei,j + vi, µj = rj
∂φ

∂rj

と表せる. そこで,

xj =
√

2µj cos θj , yj =
√
2µj sin θj

とおくと,

ω|Ui
=

n∑
j=1

dxj ∧ dyj , µ|Ui
= vi +

n∑
j=1

1

2
(x2j + y2j )ei,j

となり, 求める同一視を得る.

次に, µ−1(vi)を中心とする, ハミルトン Tn-球の極大半径を
√
2si,0と書く. si,0は

∆̃i,s :=


n∑

j=1

ajei,j + vi

∣∣∣a ∈ ∆̃s

 , si,0 = sup{s > 0 | ∆̃i,s ⊂ ∆}

により求まる.

このとき, 3章でみた複素射影空間の場合と同様に, 定理 3.2より次が得られる.

命題 4.1 (入江-O., [5]). ∆ の内部の点 p =

n∑
j=1

ajei,j + vi は N(a) ≥ 3,min{ak} +

n∑
j=1

aj < si,0を満たすとする. (3.1)により定義される bに対して q =

n∑
j=1

bjei,j + viと

おくと, µ−1(p)と µ−1(q)はハミルトンアイソトピックである.

次に上の µ−1(p)と µ−1(q)の体積を比較したい. そのために, 「シンプレクティックポ
テンシャル」を用いる. まず, M の open dense (C×)n-軌道において, action-angle座標

M◦ ≃ (C×)n
log
≃ Rn × i (R/2πZ)n

µ×id/i
≃ Int (∆)× (R/2πZ)n

により, ケーラー形式は標準的（ω =
∑
j

duj ∧ dθj）に表示される. ここで, uは viに関

する action座標である. 一方, 複素構造は,次の「 Abreuの境界条件」を満たす Int (∆)

上の凸関数（シンプレクティックポテンシャルと呼ばれる）ϕにより(
J

∂

∂u
, J

∂

∂θ

)
=

(
∂

∂u
,
∂

∂θ

)(
0 −(Hessϕ)−1

Hessϕ 0

)

と表される.

Abreuの境界条件

detHessϕ =

δ(u)
n∏

i=1

ui

e∏
j=n+1

{⟨u,nj⟩ − λj}

−1

, δ ∈ C∞(∆), ∆上正
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これにより, ∆の内点 r =

n∑
j=1

cjei,j + vi に対して, µ−1(r)は平坦ラグランジュトーラ

スで,

Vol(µ−1(r))2 = (2π)2n(detHessϕ)(c)−1 = (2π)2n

δ(c)

n∏
j=1

cj

e∏
k=n+1

{⟨c,nk⟩ − λk}


と表すことができる. もちろん, 一般のトーリックケーラー計量については具体的な δの
形がわからないので, µ−1(p)と µ−1(q) の体積を直接比較することはできない. しかし,

以下で見るように, Abreuの境界条件を用いて, pが十分頂点 viに近いときには比較す
ることができる.

まず, 0 < c ≤ 1に対して,

p(c) := cp+ (1− c)vi, q(c) := cq + (1− c)vi

とおくと, µ−1(p(c))と µ−1(q(c))はハミルトンアイソトピックである. また,

Vol(µ−1(p(c)))2 −Vol(µ−1(q(c)))

= (2π
√
c)2n

δ(ca)

n∏
j=1

aj

e∏
k=n+1

{⟨ca,nk⟩ − λk} − δ(cb)

n∏
j=1

bj

e∏
k=n+1

{⟨cb,nk⟩ − λk}


となる. {}の中の c = 0での値は,

D := δ(0)


n∏

j=1

aj −
n∏

j=1

bj


e∏

k=n+1

(−λk)

であり,

• Abreuの境界条件より δ(0) > 0

• bの定義より
n∏

j=1

aj −
n∏

j=1

bj > 0

• 任意の k = n+ 1, . . . , eに対して λk < 0

であったので, D > 0となる. したがって次が得られた.

定理 4.2 (入江-O., [5]). ∆ の内部の点 p =
n∑

j=1

ajei,j + vi は N(a) ≥ 3,min{aj} +

n∑
j=1

aj < si,0を満たすとする. このとき, 0 < C ≤ 1が存在して, 任意の 0 < c < C に対

して, µ−1(p(c))はハミルトン体積最小ではない.
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5 問題

Cnの場合, 次の問題が残っている：

⟨問題 ⟩� �
　　　　　N(a) ≤ 2に対して T (a) ⊂ Cnはハミルトン体積最小か？� �
特に, N(a) = 1のときハミルトン体積最小であるならば, Legendre-Rollinのケーラー

簡約に関する議論を用いると, CPnのクリフォードトーラス（モーメント像の重心に対
応する極小ラグランジュTn-軌道）はハミルトン体積最小となる3. したがって, 上の問題
は大変興味深いものである.

一つのアイデアとして, この問題は, 等周不等式を一般化したものを示すことで証明で
きるはずである. まず, R2内の単純閉曲線 l に関する等周不等式は

Length (l)2 ≥ 4π

∣∣∣∣∫
l
xdy

∣∣∣∣
と表せた. ここで, 右辺（作用積分）は lのハミルトン不変量である. つまり, 等周不等
式は lの長さとハミルトン不変量を比較したものである.

そこで, T (a)をハミルトン変形した Cnのラグランジュトーラス L に対して, ハミル
トン不変量A(L)を

A(L) := inf

{∣∣∣∣∣
n∏

i=1

∫
li

η

∣∣∣∣∣ ; ⟨l1, . . . , ln⟩ : π1(L) の生成元
}
, η =

n∑
i=1

xidyi

により定義する.

予想 5.1 (一般化等周不等式).

Vol(L)2 ≥ (4π)nA(L)

L = T (a)の場合はこの不等式は正しい. 例えばN(a) = 1, つまり T (a, a, . . . , a)の場
合には A(L) = (2πa)nであり, T (a, a, . . . , a)は上の不等式の等号を満たすので, 予想が
正しければ, T (a)はハミルトン体積最小であることがわかる. また, N(a) ≥ 3の場合は,

Vol(T (a))2 > Vol(T (b))2 ≥ (4π)nA(T (b)) = (4π)nA(T (a))

であるので, 等号が成立しない.
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