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1. Introduction

T > 0, dを 2以上の整数とする. 任意の t ∈ [0, T )に対し, Ut ⊂ Rdを有界開集合かつ滑ら
かな境界Mtを持つとする. 超曲面の族 {Mt}t∈[0,T )が体積保存平均曲率流であるとは, Mtの
速度ベクトル vが

v = h− ⟨h · ν⟩ν on Mt, (1.1)

を満たすことである. ここで hはMt の平均曲率ベクトル, ν は内向き単位法線ベクトル,
⟨h · ν⟩は h · νの積分平均, 即ち

⟨h · ν⟩ = 1

Hd−1(Mt)

∫
Mt

h · ν dHd−1

である (Hd−1は (d− 1)-次元Hausdorff measure). {Mt}t∈[0,T )が体積保存平均曲率流である
とすると, (1.1)によりMtは

d

dt
Ld(Ut) = −

∫
Mt

v · ν dHd−1 = 0 (1.2)

を満たす. ここで Ldは d-次元 Lebesgue measureである. (1.2)は体積保存条件と呼ばれる.
(1.2)により,

d

dt
Hd−1(Mt) = −

∫
Mt

h · v dHd−1 = −
∫
Mt

(v + ⟨h · ν⟩ν) · v dHd−1

=−
∫
Mt

|v|2 dHd−1 − ⟨h · ν⟩
∫
Mt

v · ν dHd−1 = −
∫
Mt

|v|2 dHd−1

(1.3)

を得る. また, このことからHd−1(Mt)は単調減少である.
平均曲率流方程式に対しては, 初期値M0 が十分滑らかであってもダンベル型のような

複雑な形状であればその古典解の時間大域存在は望めない事が知られている. それに対し
Brakke [3]はBrakke解と呼ばれる弱解を定義し, その時間大域存在を得ている. このことか
ら体積保存平均曲率流方程式 (1.1)に対しても時間大域存在を得るには弱解を考察すること
が必要であるといえる.
次に, (1.1)の古典解及び弱解の存在について既知の結果を述べる. U0が convexであると

きの古典解の時間大域存在はGage [8] (d = 2のとき)とHuisken [10] (d ≥ 2のとき)によっ
て示された. また, Escherと Simonett [6]によってM0が十分球に近いときの古典解の時間大
域解が得られている. さらに, [6, 8, 10]では解Mtの漸近挙動 (Mtは球に収束する)も示され
ている. 一般的な形状の初期値に対しては, Mugnai-Seis-Spadaro [14]は変分法, Takasao [17]
(d = 2, 3のとき)はフェイズフィールド法を用いて弱解の時間大域存在を示している.

本研究は JSPS科研費 JP16K17622の助成を受けたものである.
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2. フェイズフィールド法

以下に述べるフェイズフィールド法によって (1.1)の弱解の構成を行う. U0をRdの有界
開集合とする. 次のAllen-Cahn方程式を考える:{

εφε
t = ε∆φε − W ′(φε)

ε
, (x, t) ∈ Rd × (0,∞),

φε(x, 0) = φε
0(x), x ∈ Rd.

(2.1)

ここで ε ∈ (0, 1), W (s) =
(1− s2)2

2
とした. 初期値 φε

0は,

φε
0(x) ≈

{
+1, x ∈ U0

−1, x ∈ Rd \ U0

となるように決める. (2.1)の解φεに対して, ε→ 0としたときRdは {x ∈ Rd : φε(x, t) ≈ 1}
と {x ∈ Rd : φε(x, t) ≈ −1}の 2相に分けられ, M ε

t := {x ∈ Rd : φε(x, t) = 0}の極限
Mtが平均曲率流方程式の解となることが知られている [7, 11]. これと同様に, (2.1)に非局
所項を加えたフェイズフィールド法による体積保存平均曲率流 (1.1)の解析が行われている
[2, 4, 5, 9, 16]. ここではまずRubinsteinと Sternbergによる体積保存平均曲率流に対する良
く知られたフェイズフィールド法を紹介する. Ω := Td = (R/Z)dとする. 次の非局所項付き
Allen-Cahn方程式を考える:{

εφε
t = ε∆φε − W ′(φε)

ε
+ λε1, (x, t) ∈ Ω× (0,∞),

φε(x, 0) = φε
0(x), x ∈ Ω.

(2.2)

ここで λε1(t) :=
1

|Ω|

∫
Ω

W ′(φε(x, t))

ε
dx =

∫
[0,1)d

W ′(φε(x, t))

ε
dxとした. ここでは, 簡単の為

に周期境界条件を課している. (2.2)の解 φεは

d

dt

∫
Ω

φε(x, t) dx = 0 (2.3)

を満たす. これは, {x ∈ Ω : φε(x, t) ≈ 1}と {x ∈ Ω : φε(x, t) ≈ −1}の 2相の体積比が変
わらないこと, 即ち体積保存条件を表している. 実際, {Mt}t∈[0,T )を (1.1)の古典解とすると,
M ε

t := {x ∈ Ω : φε(x, t) = 0}がMtに収束することが [5]によって得られている為, (2.2)は
体積保存平均曲率流に対するフェイズフィールド法と見做せる.

(2.3)より, 部分積分を用いると

d

dt

∫
Ω

ε|∇φε|2

2
+
W (φε)

ε
dx =

∫
Ω

(
ε∇φε · ∇φε

t +
W ′(φε)

ε
φε
t

)
dx

=

∫
Ω

ε
(
−∆φε +

W ′(φε)

ε2

)
φε
t dx =

∫
Ω

ε
(
− φε

t +
λε1
ε

)
φε
t dx

=−
∫
Ω

ε(φε
t)

2 dx+ λε1

∫
Ω

φε
t dx = −

∫
Ω

ε(φε
t)

2 dx

(2.4)

を得る. (2.4)は元の問題である体積保存平均曲率流の (1.3)に対応した等式といえる.

E(φε) =

∫
Ω

ε|∇φε|2

2
+
W (φε)

ε
dx, F (φε) =

∫
Ω

φε dx

とおく. F はある集合U の体積の近似, EはU の境界 ∂U の面積の近似と見做すことができ

る. 関数 φεが F が定数という束縛条件化でEの極値を取るとき, δE = −ε∆φε +
W ′(φε)

ε
,
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δF = 1より, ある定数 λε1に対して

0 = δE − λε1δF = −((2.2)の右辺) (2.5)

を得る. よって (2.2)はF = (定数)の束縛条件付きのエネルギー汎関数Eの勾配流と見做す
ことができる.
フェイズフィールド法を用いた通常の平均曲率流方程式の弱解の存在証明については, 1993

年の Ilmanenの結果が有名である [11]. それに対して, (2.2)を用いた (1.1)の解の構成につ
いては未解決問題である. その理由の 1つとしては, λε1に対する良い評価が知られていない
ことが挙げられる (Remark 2.3参照).
次に, Golovaty [9]によって提案された以下の非局所項付きAllen-Cahn方程式を考える:{

εφε
t = ε∆φε − W ′(φε)

ε
+ λε

√
2W (φε), (x, t) ∈ Ω× (0,∞),

φε(x, 0) = φε
0(x), x ∈ Ω.

(2.6)

ここで

λε(t) =
−
∫
Ω

√
2W (φε)

(
ε∆φε − W ′(φε)

ε

)
dx

2
∫
Ω
W (φε) dx

(2.7)

とした. k(s) := s− 1
3
s3とおく. k′(s) =

√
2W (s)と λεの定義より

d

dt

∫
Ω

k(φε) dx =

∫
Ω

√
2W (φε)φε

t dx = 0 (2.8)

を得る. 形式的には, φε ≈ ±1と k(±1) = ±2
3
より, k(φε) ≈ 2

3
φεと見做せる為, (2.8)は (2.3)

と同様に体積保存条件と考えることが出来る. さらに (2.8)より

d

dt

∫
Ω

ε|∇φε|2

2
+
W (φε)

ε
dx =

∫
Ω

(
ε∇φε · ∇φε

t +
W ′(φε)

ε
φε
t

)
dx

=

∫
Ω

ε
(
−∆φε +

W ′(φε)

ε2

)
φε
t dx =

∫
Ω

ε
(
− φε

t + λε
√

2W (φε)

ε

)
φε
t dx

=−
∫
Ω

ε(φε
t)

2 dx+ λε
∫
Ω

φε
t

√
2W (φε) dx = −

∫
Ω

ε(φε
t)

2 dx

(2.9)

を得る. (2.9)は (2.4)と同様, 元の問題である体積保存平均曲率流の (1.3)に対応した等式で
ある. (2.6)に対して, 体積保存条件として (2.3)ではなく (2.8)としている理由の 1つは (2.9)
を成立させる為であるといえる. また, (2.5)と同様に, 関数 φεが F̃ (φε) :=

∫
Ω
k(φε) dxが定

数という束縛条件化でEの極値を取るとき, δF̃ =
√
2W であるから, ある定数 λεに対して

0 = δE − λεδF̃ = −((2.6)の右辺)

を得る. よって (2.6)は F̃ = (定数)の束縛条件付きのエネルギー汎関数Eの勾配流と見做す
ことができる.

Takasao [17]は, (2.6)を用いて d = 2, 3における (1.1)の弱解の時間大域存在を示した. 証
明において, 次の評価が重要である.

Lemma 2.1 ([17]). d ≥ 2とする. 定数ω,D > 0が存在して, 任意の ε > 0に対してµε
0(Ω) ≤

Dと
∣∣∣ ∫Ω k(φε

0) dx
∣∣∣ ≤ 2

3
− ωを満たすと仮定する. このときある定数 c1 = c1(d, ω,D) > 0と

ϵ1 = ϵ1(d, ω,D) > 0が存在して任意の 0 ≤ t1 < t2に対し

sup
ε∈(0,ϵ1)

∫ t2

t1

|λε(t)|2 dt ≤ c1(1 + t2 − t1) (2.10)

が成り立つ.
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Remark 2.2. ある開集合 U0 ⊂ Ωとその境界M0 := ∂U0に対して µε
0がHd−1⌊M0 の近似

であると仮定すると, Lemma 2.1の仮定 µε
0(Ω) ≤ Dと

∣∣∣ ∫Ω k(φε
0) dx

∣∣∣ ≤ 2
3
− ωは, それぞれ

Hd−1(M0) ≤ Dと ||U0| − |Ω \ U0|| ≤ 1− 3
2
ωに対応している. 特に, U0 = ∅ならば, |Ω| = 1

より ||U0| − |Ω \ U0|| = 1である.

Remark 2.3. Brakke解及び後に述べる L2-flow等の弱解の構成には, 平均曲率ベクトルの
L2評価が必要である. (2.6)に関しては, Lemma 2.1を用いることによりその評価を得るこ
とが出来る. Mt ≈ {x ∈ Ω : φε(x, t) = 0}かつ hをMtの平均曲率ベクトルとすると∫ T

0

∫
Mt

|h|2 dHd−1dt ≈
∫ T

0

∫
Ω

ε
(
∆φε − W ′(φε)

ε2

)2

dxdt

が成り立つ. (2.9)より任意の t ≥ 0に対しµε
t(Ω) ≤ µε

0(Ω) ≤ D,
∫
Ω

2W (φε)
ε

dx ≤ 2µε
t(Ω) ≤ 2D

であるから ∫ T

0

∫
Ω

ε
(
∆φε − W ′(φε)

ε2

)2

dxdt

≤
∫ T

0

∫
Ω

ε(φε
t)

2 dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

ε
(
λε

√
2W (φε)

ε

)2

dxdt

≤D +

∫ T

0

(λε)2
∫
Ω

2W (φε)

ε
dxdt ≤ D + 2D

∫ T

0

(λε)2dt

≤D(1 + 2c1(1 + T ))

(2.11)

を得る. よって
∫ T

0

∫
Mt

|h|2 dHd−1dtは有界である. (2.2)に対しても Lemma 2.1と同様に

supε

∫ t2
t1

|λε1(t)|2 dtの有界性が知られているものの [2], (2.11)と同様の計算で平均曲率ベクト

ルの L2評価を得るには, さらに強い評価である supε ε
−1

∫ t2
t1

|λε1(t)|2 dtの有界性が必要であ
ることがわかる.

3. 主結果

主結果は, [17]の結果を d ≥ 2に対し部分的に拡張したものである. 主結果を述べる前に,
弱解の定義と, そのためのいくつかの定義を紹介する.

Definition 3.1. M ⊂ Rdが k-rectifiable set（修正可能集合）であるとは, ある C1級 k-次
元部分多様体 {Mi}∞i=1が存在してHk(M \ ∪∞

i=1 Mi) = 0が成り立つことである.

Remark 3.2. M ⊂ Rd が k-rectifiable setであるならば, Hk の測度の意味で殆ど至る所
approximate tangent plane（概接平面）が存在する.
ここでM が approximate tangent plane P を x0で持つとは,

lim
λ↓0

∫
ηx0,λ(M)

f(y) dHk(y) =

∫
P

f(y) dHk(y)

が任意の f ∈ Cc(Rd)について成り立つことである. ここで ηx0,λ(x) =
1
λ
(x− x0)とした.

Definition 3.3. (d− 1)-rectifiable set M に対して, hが generalized mean curvature vector
であるとは, ∫

M

divM g dHd−1 = −
∫
M

h · g dHd−1

が任意の g ∈ C1
c (Rd;Rd)について成り立つことである. ここで g = (g1, . . . , gd)とし, さらに

ν = (ν1, . . . , νd)をM の単位法線ベクトルとしたとき, divM g =
∑d

k,l=1 ∂xk
gl(δkl − νkνl)で

ある.
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Remark 3.4. もしM が滑らかで閉であれば, 多様体上の発散定理により hは通常のM の
平均曲率ベクトルである. また, 修正可能集合の性質から, 概接平面はM 上殆ど至る所存在
する.

Definition 3.5. Radon measure µが k-rectifiableであるとは, ある k-次元修正可能集合M
と関数 θ :M → [0,∞)が存在して, θ ∈ L1

loc(Hk⌊M)かつ µ = θHk⌊M が成り立つことである.
また, この θをmultiplicityと呼ぶ. さらに, θ(x) ∈ NがHkの意味で殆ど至る所の x ∈M に
ついて成り立つとき, µは integralであると呼ぶ.

ここで扱う弱解を以下で定義する:

Definition 3.6 (L2-flow [13]). {µt}t∈(0,T )を Ω上の Radon測度の族とする. 以下が満たさ
れるとき, {µt}t∈(0,T )を L2-flowであるという:

(1) a.e. t ∈ (0, T )に対し, µtは (d−1)-rectifiableかつ generalized mean curvature vector
h ∈ L2(µt)をもつ.

(2) ある定数C > 0と v ∈ L2(µt ⊗ L1,Rd)が存在して{
v(x, t) ⊥ Txµt for µt ⊗ L1-a.e. (x, t) ∈ Ω× (0, T ),∣∣∣ ∫ T

0

∫
Ω
(ηt +∇η · v) dµtdt

∣∣∣ ≤ C∥η∥C0(Ω×(0,T )) for any η ∈ C1
c (Ω× (0, T )).

ここで Txµtは µtの xに対する概接平面とした.

また, このベクトル値関数 vを generalized velocity vectorと呼ぶ.

Remark 3.7. [13]で定義されている元のL2-flowでは, µtが integralであることも定義に含
まれている. 今回の主結果では, 得られた弱解が integralであることの証明が未解決である
為, 定義からは除いている.

(2.6)の解 φεに対して, Ω上のRadon測度 µε
t を, 任意の ϕ ∈ Cc(Ω)に対して

µε
t(ϕ) :=

1

σ

∫
Ω

ϕ
(ε|∇φε(x, t)|2

2
+
W (φε(x, t))

ε

)
dx (3.1)

で定義する. ここで σ :=
∫ 1

−1

√
2W (s) dsとした. 形式的には, µε

t はMt から導出される
Hausdorff測度Hd−1⌊Mtの近似と見做すことができる. 主結果は以下の通りである:

Theorem 3.8. d ≥ 2かつU0 ⊂ ΩをC1級の境界M0を持つ開集合とする. このとき 0に収
束する正の点列 {εi}∞i=1と関数の族 {φεi

0 }∞i=1が存在して以下が成り立つ:

(a) φεi を, 初期値 φεi
0 に対する (2.6)の解とする. このときある関数 ψ ∈ BVloc(Ω ×

[0,∞)) ∩ C
1
2
loc([0,∞);L1(Ω))が存在して

(a1) ψ(·, 0) = χU0 a.e. on Ωかつ φεi → 2ψ − 1 in L1
loc(Ω× [0,∞)).

(a2) ψ(·, t)は任意の t ∈ [0,∞)に対し∫
Ω

ψ(·, t) dx = Ld(U0)

を満たす.
(b) (d− 1)-rectifiableなΩ上のRadon測度の族 {µt}t∈[0,∞)が存在して, 任意の t ∈ [0,∞)
に対し µεi

t → µt as Radon measures on Ωを満たす.
(c) 関数 λ ∈ L2

loc(0,∞)が存在して任意の T > 0に対し

λεi → λ weakly in L2(0, T )

を満たす.
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(d) ベクトル値関数 g ∈ L2(µt ⊗ L1;Rd)が存在して {µt}t∈(0,∞) は generalized velocity
vector

v = h+ g

を持つ L2-flowであり, vは任意のΦ ∈ Cc(Ω× [0,∞);Rd)に対し

lim
i→∞

∫
{|∇φεi (·,t)|≠0}×(0,∞)

−φεi
t

|∇φεi|
∇φεi

|∇φεi|
· Φ dµεi

t dt =

∫
Ω×(0,∞)

v · Φ dµtdt

を満たす. さらに {(x, t) : ψ(x, t) = 1}の reduced boundary ∂∗{(x, t) : ψ(x, t) = 1}
上の正値関数 θが存在して

v = h− λ

θ
ν Hn-a.e. on ∂∗{ψ = 1}

を満たす. ここで ν = ν(x, t)は {x : ψ(x, t) = 1}に対する ∂∗{x : ψ(x, t) = 1}の内向
き単位法線ベクトルとした.

(e) a.e. t ∈ (0,∞)に対し ∫
Ω

v · ν d∥∇ψ(·, t)∥ = 0

が成り立つ. ここで ∥∇ψ(·, t)∥は∇ψ(·, t)の total variation measureである.

4. 単調性公式とその応用

µε
t がある測度 µtに Radon測度の意味で収束したと仮定する. このとき, µtが rectifiable

であることを示すには, Ilmanenの単調性公式を用いた手法 [11]と, d = 2, 3のみで成り立つ
Rögerと Schätzleのエネルギー評価を用いた次の手法 [15]が知られている.

Theorem 4.1 ([15]). d = 2, 3とし, U ⊂ Rdを開集合とする. 関数 φε ∈ C2(U)に対して

µε(ϕ) := 1
σ

∫
U
ϕ
(

ε|∇φε|2
2

+ W (φε)
ε

)
dxとする.

sup
ε>0

µε(U) <∞, sup
ε>0

∫
U

ε
(
∆φε − W ′(φε)

ε2

)2

dx <∞

かつ
µε → µ as Radon measures

を仮定する. このとき µは integral, 即ち µは rectifiableかつmultiplicityはHd−1測度の意
味で殆ど至る所 1以上の整数値である. さらに µの generalized mean curvature vector hと
符号付き測度 ξε(ϕ) := 1

σ

∫
U
ϕ
(

ε|∇φε|2
2

− W (φε)
ε

)
dxに対し∫

U

|h|2 dµ ≤ 1

σ
lim inf

ε>0

∫
U

ε
(
∆φε − W ′(φε)

ε2

)2

dx and |ξε| → 0

が成り立つ.

[17]では [15]の結果を用いた為に (1.1)の弱解の存在定理の仮定で d = 2, 3が必要であった
ものの, 今回の主結果の証明では, 次に述べる単調性公式を用いて [11]と同様に任意の d ≥ 2
に対して µtが rectifiableであることを示した.

ρy,s(x, t) :=
1

(4π(s− t))
d−1
2

e−
|x−y|2
4(s−t) , t < s, x, y ∈ Rd

と定義する. またΩ上の測度 µε
t はRd上に周期的に拡張されたものとする.
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Proposition 4.2 (単調性公式). φεを Lemma 2.1の仮定及び

|φε
0| < 1,

ε|∇φε
0|2

2
≤ W (φε

0)

ε
on Ω

を満たす (2.6)の解とする. このとき任意の y ∈ Rd, 0 ≤ t1 < t2 < s, ε ∈ (0, ϵ1)に対し∫
Rn

ρy,s(x, t) dµ
ε
t

∣∣∣
t=t2

≤
∫
Rn

ρy,s(x, t) dµ
ε
t

∣∣∣
t=t1

exp
(c1
2
(1 + t2 − t1)

)
(4.1)

が成り立つ.

証明の概略. (2.6)とCauchy-Schwarz inequalityより, 任意の t < sに対し

d

dt

∫
Rd

ρ dµε
t ≤

1

2(s− t)

∫
Rd

ρ
(ε|∇φε|2

2
− W (φε)

ε

)
dx+

1

2
(λε)2

∫
Rd

ρ dµε
t (4.2)

が成り立つ. また, (2.6)と後に示す Lemma 4.3より

ε|∇φε|2

2
≤ W (φε)

ε
in Rd × [0,∞) (4.3)

を得る [17]. よって (2.10), (4.2), (4.3), Gronwall’s inequalityより (4.1)が成り立つ. □

Lemma 4.3. u ∈ C1((0,∞))とし, 関数 φε ∈ C2(Rd × (0,∞)) ∩ C(Rd × [0,∞))は

sup
Rd

|φε(x, 0)| < 1,
ε|∇φε|2

2
− W (φε)

ε

∣∣∣
t=0

≤ 0 on Rd

を満たす, 方程式

εφε
t = ε∆φε − W ′(φε)

ε
+ u

√
2W (φε) (4.4)

の解とする. このとき
ε|∇φε|2

2
− W (φε)

ε
≤ 0 in Rd × [0,∞) (4.5)

が成り立つ.

証明の概略. qε(r) := tanh(r/ε)とする. 関数 r : Rd × [0,∞) → Rを
φε(x, t) = qε(r(x, t))

で定義する. すると,
ε|qεr |2

2
=
W (qε)

ε
より,

ε|∇φε|2/2
W (φε)/ε

≤ |∇r|2 on Rd × [0,∞)

を得る. もし |∇r| ≤ 1であれば
ε|∇φε|2/2
W (φε)/ε

≤ 1より (4.5)を得る. よって |∇r| ≤ 1 on

Rd × [0,∞)を示せば十分である.

g(q) := k′(q) =
√
2W (q)とおく. qεの性質から

qεr =
g(qε)

ε
, qεrr =

(g(qε))r
ε

=
gq(q

ε)

ε
qεr (4.6)

が成り立つ. (4.4)と (4.6)より

qεrrt = qεr∆r + qεrr|∇r|2 − qεrr + uqεr

= qεr∆r + qεr
gq
ε
(|∇r|2 − 1) + uqεr .
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よって
rt = ∆r +

gq
ε
(|∇r|2 − 1) + u

と

∂t|∇r|2 = ∆|∇r|2 − 2|∇2r|2 + 2

ε
∇r · ∇gq(|∇r|2 − 1) +

2gq
ε
∇r · ∇|∇r|2 (4.7)

を得る. ここで∇u = 0であることを使った. 仮定より |∇r(·, 0)| ≤ 1 on Rdであるから, (4.7)
に対して最大値原理を用いて |∇r| ≤ 1 in Rd × [0,∞)を得る. □
Remark 4.4. 方程式 (2.2)に関しては, 同様の議論で (4.5)を得ることは出来ない. (4.5)は
重要な評価であり, これが成り立たない場合, 単調性公式の評価が悪くなる為, 弱解の存在等
に関する証明の議論は複雑となる [18].

単調性公式を用いて, 任意の d ≥ 2に対する以下の結果を得た.

Proposition 4.5. Lemma 2.1, Proposition 4.2の仮定の下で, さらに任意の t ≥ 0に対し µε
t

がある Radon測度 µtに Radon測度の意味で収束すると仮定する. このとき, a.e. t ≥ 0に
対し,

ε|∇φε|2

2
− W (φε)

ε
→ 0 in L1(Ω) (4.8)

かつ µtは rectifiableである.

Remark 4.6. (4.8)は, ディリクレエネルギーとポテンシャルエネルギーの釣り合いを表
し, フェイズフィールド法による弱解の構成で重要な評価の 1 つである. また, dξεt :=(

ε|∇φε|2
2

− W (φε)
ε

)
dxで定義される符号付き測度 ξεt は discrepancy measureと呼ばれる. また

µtが rectifiableであることの証明には, (4.8)及びAllardの rectifiability theorem [1]を用い
る [11].
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