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概 要

３次元双曲型空間 H3 内のある種の線形 Weingarten 曲面に関
して，基本性質や表現公式 ([GMM2], [K]) とその応用について紹介
する．（余）向き付け可能性に関する結果は，大阪大学の梅原雅顕氏
との共同研究 ([KU])によるものである．

1 序

本内容の主なテーマは３次元双曲型空間 H3 内の曲面に関するものであ
るが，線形Weingarten 曲面がどのような幾何学対象であるか理解するた
めに，少し一般的な状況から始めることとする．
３次元空間形 M̃3 = M̃3(k) (k = 0, 1,−1) = E3, S3, H3 にはめ込まれ

た曲面 f : M → M̃3 は，その平均曲率 H と Gauss 曲率 K が関数関係
にあるとき，すなわち，ある滑らかな２変数関数 W = W (x, y) が存在し
て，M 上 W (H,K) = 0 が成り立つとき，Weingarten 曲面 (W 曲面)
と呼ばれる．微分形式を使って，M 上

dH ∧ dK = 0

が成り立つことが W 曲面の定義であると言ってもよい．もしくは，主曲
率 κ1, κ2 が

dκ1 ∧ dκ2 = 0

を満たすことと言ってもよい．すぐに思い浮かぶ例としては，平均曲率一
定曲面，Gauss曲率一定曲面，回転面が挙げられる．

W 曲面であって，とくに，H, K, 1 が線形従属であるとき，つまり，

aH + bK + c = 0 for some [a : b : c] ∈ RP 2

が成り立つとき線形 Weingarten 曲面 (LW 曲面) と呼ばれる．平均曲
率一定曲面，Gauss曲率一定曲面はもちろん LW 曲面の例である．それ
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ら以外の non-trivial な例として，平均曲率一定曲面，Gauss曲率一定曲
面の平行曲面が挙げられる．例えば，E3 において平均曲率一定値 1/2 の
曲面に対し，距離 t = 1 の平行曲面をとればGauss曲率が一定値 1 の曲
面が得られることがよく知られているが，この変形の途中に現れる平行曲
面 ft は，2(1− t)Ht + t(2− t)Kt − 1 = 0 を満たすことが確かめられ，す
なわち ft は皆 LW 曲面である．

図 1: unduloid（平均曲率一定回転面）とその平行曲面族の母線

一方，必ずしも平均曲率や Gauss 曲率が一定ではない W 曲面が与え
られたとき，そのW 曲面の平行曲面は再び W 曲面であり，線形 W 曲
面 に限ってもそうであることが容易に確かめられる．すなわち，線形W
曲面 f の平行曲面 ft のGauss 曲率 Kt, 平均曲率 Ht は

atHt + btKt + ct = 0 for some [at : bt : ct] ∈ RP 2

を満たし，再び線形 W 曲面である．

さて，ここまでは平行曲面も正則 (regular) であると暗に仮定して話を
述べてきたが，これは常に成り立つとは限らない．つまり，はめ込み f に
対し，十分小さな t では ft もはめ込みであることは保証されるが，ある
程度 |t| が大きくなると ft は特異点をもつことのほうが普通である．

H=1�2

K=1

図 2: unduloidの平行曲面族の母線（特異点を許容するものも含む)

この特異点つき曲面は波面 (wave front) と呼ばれるクラスに属する．
我々の研究も，最終的には波面の範疇で行う．
また，ここまでは，暗に曲面が向き付け可能であることを仮定して（平

行曲面がとれることを仮定して）話をしてきたが，次節以降ではこの仮定
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を取り払い議論する．波面を扱うときは２種類の向き付け可能性を考慮し
なければならない．

2 H3 内のホロ球面型の線型 W 曲面

対象を絞り，３次元双曲型空間 H3 にはめ込まれた曲面であって，

α(H − 1) = βK for some [α : β] ∈ RP 1 (⋆)

を満たすものを考える．これも線形W 曲面の例であるが，我々は次のよ
うに呼ぶこととする．

Definition 1. 条件 (⋆)を満たす線形W曲面をホロ球面型の線形Wein-
garten 曲面 (HLW 曲面) と呼ぶ．（ホロ球面自体は H = 1 かつ K = 0
の曲面として特徴付けられることを思い出そう．）

Lemma 2. HLW 曲面は向き付け可能である．

Outline of proof. ３つに場合分けして考える．
平坦な場合, i.e., K = 0 の場合：[KRUY] で証明済み
平坦ではないが極小の場合, i.e., K ̸= 0, H = 0 の場合：条件より，

Gauss 曲率 K も一定でなければならない．ここで [C] の結果を用いると，
曲面は全測地的でなければならない．
平坦でも極小でもない場合, i.e., K ̸= 0, H ̸= 0 の場合：向き付け不可

能な HLW 曲面があったとすると，向き付け可能な領域 U(⊂ M2) 上で，
α(H − 1) = βK が成り立つのと同時に，α′(−H − 1) = β′K が成り立た
なければならないが，これは起こりえない．

対象を絞った理由は，それらが更に良い性質をもつからである：

(1) この曲面のクラスに限っても，平行曲面をとることに関してこのクラ
スの中で閉じている．

(2) [α : β] = [2 : 1] の場合を除いて，（E3 の極小曲面のWeierstrass 表現
公式のような）正則関数 (holomorphic function) による表現公式を
もつ．（4節で説明する．）

上記 (1) に関してもう少し詳しく説明しよう．H3 にはいくつかのモデ
ルがあるが，ここでは H3 を 4次元Lorentz-Minkowski空間 L4 の超曲面

H3 = {x ∈ L4 ; ⟨x, x⟩L = −1, x0 > 0}

と見ることとする．ここで，⟨ , ⟩L は符号 (−, +, +, +) の Lorentz 内積で
ある．すると，はめ込み f : M2 → H3 は L4 に値をもつ関数で ⟨f, f⟩L =
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−1, f0 > 0 を満たすもの，その単位法ベクトル場 n は L4 に値をもつ関
数で ⟨n, n⟩L = 1 を満たすものとして扱うことができる．このとき，実数
δ ∈ R に対して

fδ := (cosh δ)f + (sinh δ)n

は再び，H3 への写像であり，各 p に対して f(p) と fδ(p) の距離はちょ
うど δ であることが確かめられる．この fδ を f の平行曲面と呼ぶ．
上記 (1) については，より詳しく次が成り立つ：

Proposition 3. (i) 平坦曲面 (K = 0)の平行曲面は，再び平坦である．

(ii) 2(H − 1) = K を満たす曲面は，その平行曲面も 2(H − 1) = K を
満たす．

(iii) H−1 = λK (λ > 1/2)を満たす曲面は，その平行曲面もH−1 = λK

(λ > 1/2) を満たす．

(iv) H−1 = λK (λ < 1/2)を満たす曲面は，その平行曲面もH−1 = λK

(λ < 1/2) を満たす．

証明は [K] を参照されたい．

CMC-1

horoflat

HMC-1

flat

α

β

図 3:

W[α:β] := { α(H − 1) = βK を満たす Weingarten 曲面 }

W :=
⋃

[α:β]∈RP 1

W[α:β]
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とおくと，次の各サブクラス W i が平行曲面をとることに関して閉じて
いることを主張している．

W0 := W[0:1], W1 :=
⋃

λ<1/2

W[1:λ], W2 := W[1:1/2], W3 :=
⋃

λ>1/2

W[1:λ].

ここで，W0 は平坦曲面のクラスであり，W1 は CMC-1 曲面を含むクラ
スであることに注意したい．（W1 に属する曲面は，適当な CMC-1 曲面
の平行曲面として得られるから）W0, W1 に属する曲面は，これまでに
よく研究されている対象である．

この節の最後として，以降使用する用語をいくつか紹介しておく．
[α : β] = [0 : 1] の HLW 曲面が平坦曲面と呼ばれるのに対し，[α : β] =

[2 : 1] の HLW 曲面はホロ平坦曲面と呼ばれる．(cf. [IST]). 上記 (2) は
「ホロ平坦でない HLW 曲面は正則関数による表現公式をもつ」と言い換
えることができるが，このような性質は元々[α : β] = [0 : 1] の場合，す
なわち，CMC-1曲面 (Bryant 曲面) や平坦曲面に対してはよく知られて
いた．(cf. [Br], [UY], [GMM1], [KUY]). そのようなわけで，ホロ平坦で
ない HLW 曲面は（Bryant型の表現公式をもつので）Bryant 型の線形
W 曲面 (BLW曲面) とも呼ばれる．

3 波面，余向き付け可能性

Definition 4. Legendreはめ込み L : M2 → P (T ∗M̃3)の射影 π◦L : M2 →
M̃3（もしくはその像 π ◦L(M2)）は 波面 (wave front) と呼ばれる．更
に L が T ∗

1 M̃3 への写像に持ち上がるとき，波面 π ◦ L は 余向き付け可
能であるという．
ここで T ∗M̃3 は余接バンドル，P (T ∗M̃3) は T ∗M̃3 の各ファイバーを

射影化したバンドル，T ∗
1 M̃3 は単位余接バンドルである．また，P (T ∗M̃3)

には自然な接触構造を与えている．

空間形 M̃3 の Riemann 計量により，T ∗M̃3 と TM̃3 を同一視するこ
とにより，余向き付け可能性は ‘単位法ベクトル場’が大域的に存在するこ
とと同値であると言える．空間形 M̃3 にはめ込まれた曲面では，向き付
け可能性と余向き付け可能性は同等の概念となるが，波面の場合はそうで
はないことに注意されたい．
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波面 f : M2 → M̃3 に対し，f 自身の p ∈ M2 における微分写像 (df)p

が単射ならば（すなわち，p の近傍では f がはめ込みならば）p は f の
正則点であるという．そうではない点を特異点と呼ぶ．正則点全体を Rf

で表し，特異点全体を Sf で表す．

通常，曲面（部分多様体）の微分幾何は はめ込み・埋め込みを対象と
するが，ある種の特異点を許容したほうが自然な場合もある．我々の研究
でもそうであり，具体的理由として

(1) 既に指摘しているように，一般に，はめ込まれた曲面でもその平行曲
面には特異点が生じ，それは波面である．

(2) HLW 曲面の大域的性質を調べようとするとき，はめ込まれた（もし
くは埋め込まれた）曲面に限ると実例自体が少ない．（例えば，H3 に
はめ込まれた完備な平坦曲面は，ホロ球面・双曲的円柱に限る．）

などが挙げられる．

大切な Remark として，波面に対しては（元の２次元多様体 M2 が向
き付け可能であろうとなかろうと）余向き付け可能ならば，その平行曲面
（平行波面）が定義されることが挙げられる．

H3 の波面に戻ることとする．上で述べた余向き付け可能性やProposi-
tion 3 を鑑み，次の定義を与える．

Definition 5 ([KU]). 波面 f : M2 → H3 がホロ球面型の線型 Wein-
garten 波面（HLW 波面）であるとは，任意の点 p ∈ M2 に対して，あ
る近傍 U と実数 δ0 ∈ R が存在して，平行波面 fU,δ0 が（正則な）HLW
曲面となることを意味する．
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事実として，1点 p を固定したとき，p が ft の特異点となるような t

の値は高々２つしかないことが示される．このことから，Definition 5 に
ある実数 δ0 の値は一つ存在すれば豊富に存在することとなる．

HLW 波面の例外的な例として，その像が双曲直線や一点になってしま
うものが挙げられる．前者は双曲的円柱の平行曲面，後者は測地的球面の
平行曲面として現れる．逆に，正則点を全く含まないようなW波面はこ
れらに限ることを示すこともできる．しかしながらこれらは例外的である
から，以降，HLW 波面と言ったら，正則点を必ずもつことを仮定する．

Proposition 6 ([KU]). f : M2 → H3 を HLW 波面とする．M2 のある
開集合上でGauss 曲率 0 ならば，M2 のすべての正則点で Gauss 曲率 0
である．（局所的に平坦波面ならば，大域的に平坦波面であるということ．）

Proof. ある開集合 U ⊂ M2 の上で Gauss 曲率 K が 0 であるとせよ．
q ∈ M2 を U に十分近いところにとって，q の近傍 Uq が Uq ∩ U ̸= ∅ か
つ fUq ,δ0 が αq(H − 1) = βqK を満たすはめ込みであるようにしておく．
すると fUq∩U,δ0 に対しては，K = 0 かつ αq(H − 1) = βqK であるから，
定数 αq は 0 でなければならない．ゆえに，Uq ∩ Rf 上でも f に関する
Gauss 曲率は 0 である．したがって，U ∪ (Uq ∩Rf ) = (U ∪Uq)∩Rf 上
Gauss 曲率は 0 である．この手順を次々と進めることにより，Rf 全体で
Gauss 曲率は 0 であると言える．

Theorem 7 ([KU]). f : M2 → H3 を平坦波面ではない HLW 波面と
する．このとき，f は余向き付け可能であり，正則点集合上成り立つ式
α(H − 1) = βK に現れる比 [α : β] は M2 上大域的に決まる．

Proof. 正則点 p ∈ M2 をひとつ固定しておく．p の近傍 U では，α(H −
1) = βK が成り立っているとする．f |U の単位法ベクトル場は n(p) であ
るとする．このとき，f |U の平行曲面 fU,δ に対しては

α(Hδ − 1) = βδKδ, βδ = βe2δ − a(e2δ − 1)
2

が正則点集合 U ∩ Rfδ
上成り立つことが知られている (cf. [K]). ここで，

Hδ, Kδ はそれぞれ fU,δ の平均曲率，Gauss 曲率．
一方，別の点 q ∈ M2 を p の近くにとって，q の近傍 Uq が Uq ∩U ̸= ∅

かつ fUq ,δ0 が HLW はめ込みであるようにしておく．このときの fUq ,δ0

の単位法ベクトル場を n(q) と書く．すると，fUq∩U,δ0 は n(p) に関しても
n(q) に関しても HLW はめ込みということになる．したがって，Lemma
2 の証明中の議論と同様の理由により，n(p) と n(q) は Uq ∩ U 上一致し
なければならない．
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この手順を次々と行っていくことにより族 {n(q) ; q ∈ M2} が得られ，
これは大域的な単位法ベクトル場を定める．したがって，f は余向き付け
可能である．

Remark 8. 平坦波面については，余向き付け不可能な例が知られてい
る．(cf. [KRUY])

4 表現公式

Theorem 9 ([GMM2], [K]). M2 を Riemann 面とする．M2 上の有理
型関数 G と，定曲率 ϵ の共形的計量 ds2

ϵ に対して，BLW 波面 f : M ′(⊂
M2) → H3 で，

(i) α(H − 1) = βK, ここで [α : β] = [2ϵ : (ϵ − 1)]

(ii) G は双曲型 Gauss 写像

であるようなものが構成できる．実際の手順は以下のとおりである：
まず，M2 の普遍被覆 M̃2 をとる．定曲率共形計量 ds2

ϵ の存在より，正
則写像 h : M̃2 → N(ϵ) で

ds2
ϵ =

4|dh|2

(1 + ϵ|h|2)2

を満たすものが存在する．ここで，N(ϵ) は，ϵ の正，０，負に応じて
S2 = C ∪ {∞} or C or D(1/

√
−ϵ) = {|z| < 1/

√
−ϵ} である．

この h を用いて

G = (−Gh)−3/2

[
−GGh GGhh/2 − G2

h

−Gh Ghh/2

]
: M̃2 \ {p̃i} → PSL(2, C)

と定める．ここで，記号 Gh, Ghh はそれぞれ dG/dh, d2G/dh2 を意味し，
{p̃i} = {poles of dh or {G; h}dh} である．ただし，{G; h} は h を変数と
見て G を h で Schwarz 微分したものである．また，

H =

[
1+ϵ2|h|2
1+ϵ|h|2 −ϵh̄

−ϵh 1 + ϵ|h|2

]

と置いて f := GHG∗ とする．すると，f は（普遍被覆ではなく）M ′ :=
M2 \ {pi} からH3 = PSL(2, C)/PSU(2) への写像を定めることとなる．
（pi は p̃i ∈ M̃2 に対応するM2 の点である．）この f を (G, ds2

ϵ ) に関連
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したBLW 写像と呼ぶことにする．このように構成された f は特異点を
持つ可能性がある．特異点をもたないためには，

(1 + ϵ|h|2)2

4
|{G; h}dh|2 − (1 − ϵ)2|dh|2

(1 + ϵ|h|2)2
(♣)

が定値であることが必要十分で，この条件が満たされている場合，(もし
くは定義域をそのような条件が満たされる範囲に制限すれば) f は BLW
曲面である．
ただし，(♣) が定値でなくとも， (1+ϵ|h|2)2

4 |{G; h}dh|2, (1−ϵ)2|dh|2
(1+ϵ|h|2)2

が同
時に 0となり得ないならば，f は波面である．
逆に，任意の向き付け可能な BLW波面はこのように表すことができる．

Remark 10. 後述する結果により，実は Theorem 9 の最後の１文にお
いて「向き付け可能」の仮定は不要である．

5 特異点の型の判定

表現公式の応用として，BLW 波面のどこに特異点が現れるか，またそ
の特異点の微分位相幾何学的形状は何かを判定する基準を与えることがで
きる．本節ではそれらを紹介する．

Proposition 11 ([KU]). f : M2 → H3 を BLW 波面とし，その表現公
式のためのデータは (G,h) であるとする．このとき，特異点集合 Sf は

Sf = {p ∈ M2; (1 + ϵ|h|2)2|θ|2 − (ϵ − 1)2
|dh|2

(1 + ϵ|h|2)2
= 0}

で与えられる．ここで θ = −1
2{G, h}dh である．

Proposition 12 ([KU]). f を Proposition 11 と同じものとする．この
とき

1. f が CMC-1 波面ならば，任意の特異点は孤立特異点である．

2. f が CMC-1 波面でないとすると，特異点 p ∈ M2 が非退化である
ための必要十分条件は

4ϵhzh̄ + (1 + ϵ|h|2)(θ̂z/θ̂ − hzz/hz) ̸= 0 at p, where θ = θ̂dz.

が成り立つことである．

Remark 13. 特異点 p が非退化であることの意味は，p ∈ M2 の近傍 U

で，特異点集合が U 内の p を通る正則曲線となることである．
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Theorem 14 ([KU]). f を Proposition 11 と同じものとする．非退化特
異点 p に対し，p における f の写像芽が

1. カスプ辺 (cuspidal edge) に局所微分同相であるための必要十分条
件は，∆(p) ̸= 0 が成り立つこと，

2. ツバメの尾 (swallowtail) に局所微分同相であるための必要十分条

件は，∆(p) = 0 かつ
d

dt

∣∣∣
t=0

∆ ◦ γ ̸= 0, が成り立つこと

である．ここで，∆ := Im
[

1√
1−ϵ

{ 4ϵhz h̄
1+ϵ|h|2 + θ̂z

θ̂
− hzz

hz
} 1√

hz θ̂

]
であり，γ は

Sf の γ(0) = p なるパラメータ付けである．

Proposition 11, Proposition 12, Theorem 14 は [KRSUY] にある結果
の簡単な帰結として証明できる．

6 向き付け可能性

表現公式の応用として，もうひとつの双曲的 Gauss 写像 G∗ が

G∗ = G − (Gh)2(1 + ϵ|h|2)
ϵh̄Gh + (Ghh/2)(1 + ϵ|h|2)

.

であることが分かる．とくにG∗ が正則写像であるための必要十分条件は，
波面 f が平坦なことである．
一方，平坦波面に対して，G, G∗ の微分が同時に消えるような点はな

いことが分かっているので (cf. [KRUY] など) このことより，G, G∗ が
M2 に Riemann 面の構造を与える．したがってとくに次を得る．

Theorem 15 ([KRUY]). 平坦波面 f : M2 → H3 に対して，M2 は向き
付け可能である．

補足：少々紛らわしいので補足説明を与えておく．元々，表現公式は向
き付け可能な BLW 波面に対するものであったことに注意しておく．今，
向き付け可能かどうかわからない平坦波面 f : M2 → H3 があったとす
る．このとき， f は局所的には表現公式で記述できる．例えば M2 の被
覆 {Uα} の各 Uα で表現公式で記述されるとしよう．このとき，G か G∗

の Uαへ制限はRiemann 球への微分の消えない正則写像であるから，そ
れらのうちの一方は Uα の正則座標系を与えることとなる．したがって，
これらを集めて M2 は Riemann 面となる．

その他の HLW 波面の向き付け可能性については次節で述べる．
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7 Zig-zag 数

以下，手短に zig-zag 数について説明する．詳細は [SUY] などを参照
されたい．

σ : S1 → R2 を generic な front とする．（1 次元多様体に対する　 front
の定義は 2次元多様体に対する定義 (Definition 4)と同様．）ここで generic
であるとは，自己交差点は二重点に限りかつ特異点は (3/2) カスプに限
ることを意味する．
接ベクトル σ̇ に対して常に左側にあるような単位法ベクトル場 ν が大

域的にとれる．
一方，カスプ点の像を中心として十分小さな半径の円を描くと，その内

部は front σ(S1) で二分されるが，面積の小さいほうをカスプの内部，大
きいほうをカスプの外部と呼ぶことにする．

σ(S1) 上の動点がひとつのカスプを通過するとき，単位法ベクトル場が
外向きから外向きに移動するならば，そのカスプは zig と呼び，内向きか
ら内向きへ移動するとき zag と呼ぶこととする．

zig zag

更に σ : S1 → R2 が余向き付け可能であるとき，zig-zag 数と呼ばれる
ものが定義される．それは次のようなものである．
動点が σ(S1) を一周するとき，カスプを通過するごとに zig か zag が

現れるわけだが，zig = a, zag = b として，その通過ごとに a または b を
横一列に並べ単語を作る．更にこの単語を aa = 1, bb = 1 なる規則で縮
約する．すると，出来上がるものは

(ab)k または (ba)k

である．このときの整数 k を front σ の zig-zag 数と呼ぶ．

zigzag = 3 zigzag = 1
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Fact zig-zag 数はホモトピー不変量である．（詳しくは，front である
ことを保ったままの連続変形で不変．）

一方，余向き付け可能な波面 f : M2 → M̃3 があったときに，null loop
と呼ばれる良い性質をもった loop σ : S1 → M2 が定義できる．（大雑把に
言えば，null loop σ は，f ◦ σ が Sf と交わるのは横断的にカスプ辺と交
わるような場合しか起こらないことを意味する．）null loop に対しては，
generic planar front同様 zig-zag数が定義できる．また，各 [γ] ∈ π1(M2)
の代表元 γ として，null loop をとることができる．
以上のことから，基本群 π1(M2) の表現

λf : π1(M2) → Z

を得ることができる．これを zig-zag 表現と呼ぶ．

Theorem 16 ([KU]). BLW 波面（ただし，平坦の場合は余向き付け可
能であることを仮定する）の zig-zag 表現は自明である．

Theorem 15, Theorem 16 の系として次の結果が得られる．

Theorem 17 ([KU]). HLW 波面 f : M2 → H3 が，ホロ平坦でないなら
ば（すなわち，BLW ならば）M2 は向き付け可能である．

これらに関する証明は [KU] を参照していただきたい．

Remark 18. (i) 平坦な HLW 波面（すなわち，平坦波面）は向き付け
可能だが，余向き付け可能性についてはどちらの場合も存在する．

(ii) はめ込まれたホロ平坦曲面は向き付け可能であるが，ホロ平坦波面
は向き付け可能かどうか（向き付け不可能なホロ平坦波面が存在す
るか）は分かっていない．

Summary
HLW 波面 f : M2 → H3 に対して，その向き付け可能性，余向き付け

可能性は次の通りである：

orientability co-orientability
flat ⃝ ¤

horo-flat ? ⃝
other ⃝ ⃝

⃝ = must
¤ = may or may not
? = 未解決
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