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1 Introduction

V を C上の有限次元ベクトル空間とし，GCを連結な複素簡約リー群とする．正則表
現$ : GC → GLC(V )を与える．このとき，V 上の多項式環 C[V ]上にGCの表現 πが

[π(g)f ](v) = f($(g)−1v) (g ∈ GC, v ∈ V, f ∈ C[V ])

によって定義される．この表現 πが無重複表現であるとき，V をGCの無重複空間とい
う．簡単のために，これを (GC, V )と表すことにする．無重複空間の分類は，V への作用
が既約なとき (既約な無重複空間)はKac [8]によって，既約ではないとき (可約な無重複
空間)は Benson–Ratcliff [1]と Leahy [14]によって独立に与えられた．また，表現 πの
既約分解や不変式の研究が，Howe, 梅田, Benson–Ratcliff, Knopなどによって行われて
いる ([1, 2, 6, 9]など)．
本記録集では，無重複空間を複素幾何における強可視的作用 (定義 2.1参照) の立場か
ら捉えることができることについて解説する．(GC, V )を無重複空間とし，GuをGCの
極大コンパクト部分群とする．このとき，次の定理が成り立つ．

定理 1.1 ([15, 16]). 次の 2条件は同値である．

(MF) (表現論) (GC, V )は無重複空間である．

(SV) (複素幾何) Guの V における作用は強可視的である．

§2で強可視的作用の定義および無重複表現との関連を説明した後，§3で定理 1.1の解
説を行う．
さて，コンパクト群 Gu は C上のベクトル空間 V に正則表現 $として作用する．特
に，この作用は正則である．さらに，V に Gu-不変なケーラー計量を入れることによっ
て，等長的 (リーマン幾何)でかつシンプレクティック自己同型 (シンプレクティック幾何)
として作用する．リーマン幾何には polar作用という概念があり (§2.3参照)，シンプレ
クティック幾何には coisotropic作用という概念が知られている (§2.2参照)．よって，コ
ンパクト群Guの V への作用において，

(Po) (リーマン幾何) Guの V における作用は polarである．

(Co) (シンプレクティック幾何) Guの V における作用は coisotropicである．
∗研究集会「部分多様体幾何とリー群作用」(東京理科大学森戸記念館：2009年 9月 7日–8日) の記録集．
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および (SV)の 3つの異なる概念を比較することができる1 ．定理 1.1およびこれまでの
研究結果を合わせると次の系を得る．

系 1.2 ([7, 11, 15, 16]). C上のベクトル空間 V における連結な複素簡約リー群GCの正
則表現に対して，

(1) 3つの概念 (MF), (SV), (Co)は互いに同値である．

(2) (Po)は他の 3つよりも真に強い概念である．

§2で強可視的作用，coisotropic作用，polar作用の定義を復習し，これまでに知られ
ている事実を紹介した後，系 1.2に関連する事実を紹介する．
なお，本記録集に関する内容は，論文 [15, 16]に詳細を述べた．また，日本語での解説

[17]も参考にしていただきたい．

2 Preliminaries

2.1 複素多様体における強可視的作用と無重複表現

まず，本記録集で用いる強可視的作用の概念について説明しよう．(強)可視的作用は
小林俊行氏によって導入された ([10])．

定義 2.1 ([11, Definition 3.3.1]). 連結な複素多様体Dにおけるリー群H の正則な作用
に対して，次の 2条件を満たすDの実部分多様体 S とD上の反正則微分同相 σが存在
するとき，この作用を強可視的であるという：

D′ := H · SはDの開集合, (V.1)

σ|S = idS , (S.1)

σはD′内の各H-軌道を保存する. (S.2)

このとき，上の Sをスライスという．スライスは自動的に全実部分多様体になる，つま
り TxS ∩ Jx(TxS) = {0}が任意の x ∈ S に対して成り立つ ([11, Remark 3.3.2])．ただ
し，J は複素多様体Dの複素構造を表す．

なお，リー群H の連結な複素多様体Dにおける作用が可視的であるとは，(V.1)を満
たすDの全実部分多様体 Sが存在して，任意の x ∈ Sに対して Jx(TxS) ⊂ Tx(H · x)を
満たすときをいう ([10, Definition 2.3])．強可視的作用は可視的であることが知られてい
る ([11, Theorem 4])．

例 2.2. 1次元トーラス T := {z ∈ C : |z| = 1}のCへの標準的な作用は強可視的である．
複素平面において，この作用による各軌道は原点を中心とする円か原点自身である．特

に，T \C ' R+ t{0}である．よって，S = R+とおくと，T ·S = C× = C−{0}となり
これはCの開集合である．また，σ(z) := z (z ∈ C×)とおくと明らかに σ|S = idSを満た
し，さらに σ(tr) = tr (∀t ∈ T, ∀r > 0)が成り立つ．ゆえに，σは各 T-軌道を保存する．

1[11, Section 4]では，ケーラー多様体M においてこれら 3つの概念の関係を明らかにしている．
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例 2.3. Hを複素上半平面とする．特殊線型群 G = SL(2,R)はHに 1次分数変換とし
て作用する2．リー群 SL(2,R)は複素リー群ではないが，Hへの作用は正則であること
に注意する．
この作用を部分群K = SO(2)に制限したものを考えると，それは強可視的である．実

際に，SO(2)-軌道は複素平面内で虚軸に中心をもつ円か，単一軌道 {√−1}である．よっ
て，S := {√−1r : 0 < r < 1}, σ(z) := −z (x ∈ H) とすればよい3．
複素上半平面Hは対称空間G/K = SL(2,R)/SO(2)と複素多様体として同型である．

この例において，特にH = K · √−1Rと分解されることより，G/K = K · (AK/K)と
分解される．このことはGのカルタン分解G = KAKを複素多様体への群作用による軌
道分解の観点から捉えたことに他ならない．

連結な複素多様体D上のH-同変な正則ベクトル束 V → Dにおいて，底空間Dへの
作用がスライス Sをもつ強可視的作用であるとき，ファイバー Vx (∀x ∈ S)上の等方部
分群Hxのユニタリ表現の無重複性が，正則な切断全体の空間O(D,V)上のH の連続表
現に伝播することが示された (無重複性の伝播定理，[11, 12]) 4．無重複表現とは，表現
を既約分解した際に各既約成分が高々1回しか現れない表現のことをいう．古典的によく
知られているフーリエ変換，テーラー展開をはじめ，球面調和関数などはある無重複表
現の既約分解と解釈できる例である．逆に，新たな無重複表現を発見することはフーリ
エ変換のような ‘よい’表現空間を発見することにつながる．
一方で，これまでに発見された強可視的作用の例の多くは，その証明にカルタン分解

や岩澤分解などの古典的な分解定理や軌道分解定理が用いられ，スライスを記述する鍵
となった ([11, 13, 15]，例 2.3参照)．逆に，強可視的作用自身の研究はこれらの概念の
一般的な拡張につながるものと期待される．講演者はこれらを研究の動機として，強可
視的作用のもつ幾何構造について研究を，スライスの観点から行い，またスライスの構
成に関する一般論の構築を目指している．

2.2 シンプレクティック多様体における coisotropic作用

次に，シンプレクティック幾何における coisotropic作用について簡単に紹介しよう．
(M,ω)をシンプレクティック多様体とする．M の部分多様体N が任意の x ∈ N に対

して (TxN)⊥ω ⊂ TxN を満たすとき，部分多様体 N を coisotropicであるという．ただ
し，(TxN)⊥ω := {X ∈ TxM : ω(X,Y ) = 0 (∀Y ∈ TxN)} である．
コンパクトリー群K がM にシンプレクティック自己同型として作用しているとする．

主軌道がM の coisotropicな部分多様体であるとき，この作用を coisotropicであるとい
う (Guillemin–Sternberg [5], Huckleberry–Wurzbacher [7])．

2この作用は線型ではない．
3複素上半平面Hはポアンカレ円板 {z ∈ Z : |z| < 1}と微分同相である．SL(2,R)はポアンカレ円板に

1次分数変換で作用する．[11, Example 5.4.1] ([13, Example 1.4])では SO(2)のポアンカレ円板における
作用に関する軌道の様子が示されている．

4例 2.2で述べた強可視的作用から，T上の 2乗可積分関数全体のなすヒルベルト空間 L2(T)が Tの正
則表現として無重複表現であることが説明できる．実際に，フーリエ級数展開 L2(T) ' ∑n∈Z Ce

√−1nx,

f(x) =
∑
n∈Z f̂(n)e

√−1nx はこの正則表現の既約分解と解釈することができ，各 n ∈ Zに対して調和振動
子 e

√−1nx に対する係数 f̂(n)がただ 1つに決まるという点で無重複表現であることが分かる．
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M 上の正則関数全体の空間をO(M)で表すとき，O(M)上にK の表現が自然に定ま
る．このとき，Huckleberry–Wurzbacherは次を証明した：

事実 2.4 ([7, §7]). K のM への作用が coisotropicであるとき，O(M)上に自然に定義
されるK の表現は無重複である．

2.3 リーマン多様体における polar作用

(M, g)をリーマン多様体とし，コンパクトリー群K がM に等長に作用しているとす
る．M に固有に埋め込まれた部分多様体 SがM = K · Sかつ TxS⊥Tx(K · x) (∀x ∈ S)
を満たすとき，この作用を polarであるという (Palais, Podestà, Thorbergsson, Dadok,
Heintzeなど)．また，この Sをスライスという．

Dadokは [4]において，MがR上のベクトル空間WRの場合にpolarに作用する (K,WR)
の分類を行った．

事実 2.5 ([4]). R上のベクトル空間WRへのKの作用が polarであるための必要十分条
件は，ある対称空間G/Guが存在して，次のいずれかを満たす：

(a) K はGuと局所同型でG/K に対する等方表現とK のWRへの作用が同型である．

(b) KはGuの部分群でG/Kに対する等方表現のKへの制限による軌道が，KのWR
への作用による軌道と一致する5．

これより，Kの作用が polarならば，部分多様体 Sはベクトル空間である6．また，K
のWRへの作用が既約でないときは polarではないことも分かる．

2.4 系 1.2について

これまでに述べた事実から，我々の設定で明らかになったことをまとめておこう．
まず，C上のベクトル空間はケーラー構造をもつので，事実 2.4によって (Co)⇒ (MF)

が成り立つことが分かる．次に，事実 2.5から，(Po)は (MF)よりも真に強い条件であ
ることが分かる7．
さらに，coisotropic作用と強可視的作用には次のような関係が成り立つことが知られ
ている．

事実 2.6 (cf. [11, Theorem 7]). 連結なケーラー多様体M にコンパクトリー群Kが正則
かつ等長に作用しているとする．この作用が強可視的作用ならば，それは coisotropicで
ある．

上の事実は (SV) ⇒ (Co)が成り立つことを示している．
以上より，定理 1.1が示されれば系 1.2が証明されたことなる．
5例えば，Spin(7)の R8 への作用は，対称空間 SO(8, 1)/SO(8)に対する SO(8)の等方表現を Spin(7)

に制限したものと同一視される．SO(8)の作用における軌道空間は Spin(7)のそれと一致する．例 3.3も
参照．

6Polar 作用におけるスライス S が平坦であるとき，hyperpolar という．R 上のベクトル空間の場合，
polar作用は常に hyperpolarである．

7n ≥ 2 のとき (GL(3,C) × Sp(n,C),C3 ⊗ C2n) は (既約な) 無重複空間であるが，U(3) × Sp(n) の
C3 ⊗ C2n への作用は polarではない (例 3.2参照)．一方で，(Po) ⇒ (MF)は成り立つ．
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3 Proof of our main theorem

この章では，定理 1.1の証明の概略について述べる．GCを連結な複素簡約リー群とし，
V を C上の有限次元ベクトル空間とする．V 上にGCの正則表現$を与える．

3.1 (SV) ⇒ (MF)について

(SV) ⇒ (MF)は無重複性の伝播定理の特別な場合である ([11, 12]参照)．C上のベク
トル空間 V に連結な複素簡約リー群GCの極大コンパクト部分群Guが強可視的に作用
しスライス Sをもつと仮定する．V := V ×C→ V の正則な切断の空間O(V,V)は V 上
の正則関数全体の空間O(V )と同一視される．ファイバーは 1次元なので，ファイバー
上の表現は既約である．よって無重複性の伝播定理より，O(V )上のGuの表現は無重複
である．V 上の多項式環 C[V ]はO(V )の稠密な部分集合である．特に C[V ]はGuの無
重複表現である．

3.2 (MF) ⇒ (SV)について

(MF) ⇒ (SV)は具体的にスライス S と反正則微分同相 σを求めることで証明を与え
る．一方で，無重複性の伝播定理の対偶によって，(MF) ⇒ (SV)の証明は無重複空間
の分類に対して行えばよい．既約な無重複空間は 14種類 (無限系列 9種類，散在型 5種
類)，可約な無重複空間は 12種類 (無限系列 11種類，散在型 1種類)に分類されている．
[15, 16]ではスライスの構成法の観点から，既約な無重複空間を 3つの型に，可約な無重
複空間を 2つの型に分けている．
本報告集では無重複空間を既約な場合のみを扱うことにし，スライスの構成法を具体
例を通して見ることにする．

3.2.1 Type 1

まずは，Kの V への作用がエルミート対称空間の等方表現として実現できる場合を考
えよう．

例 3.1 ([15, §3]). 既約な無重複空間 (GC, V )の中で，極大コンパクト部分群 Guの作用
がある既約な非コンパクトエルミート対称空間G/Gu の等方表現と表現同値なものが存
在する8 ．この場合を Type 1と呼ぼう．Type 1に属する無重複空間は，以下のように
証明を与えることができる．
G,Guのリー環をそれぞれ g0, k0とおく．対応するカルタン分解を g0 = k0 + p0とおく

とき，等方表現はGuの p0における随伴作用と同一視できる．p0の極大可換部分空間 a0

をとると，p0 = Gu · a0と分解される．この作用はスライス a0をもつ強可視的作用であ

8例えば，(GL(p,C)×GL(q,C),M(p, q ;C)) の場合，U(p)×U(q)の (p× q)-複素行列全体のなすベクト
ル空間M(p, q ;C)への作用は AIII型のエルミート対称空間 U(p, q)/(U(p)× U(q))の等方表現と同一視で
きる．その他の例として，(GL(n,C),Sym(n,C))は DIII型 SO∗(2n)/U(n)が，(E6(C)×GL(1,C),C27)
は EVII型 E7(−25)/(E6 · T)が対応する ([15, Table 2]参照)．
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る ([11, Theorem 18]参照)．V の部分空間 Sを，V ' p0を経由して S ' a0 を満たすも
のとする．これにより，

V = Gu · S

が成り立つ．特に，dimS = rankG/Guと表される．
なお，事実 2.5よりこの作用は polarである．

3.2.2 Type 2

次に，連結な複素簡約リー群 GCがGL(m,C) × Sp(n,C)と局所同型な場合の結果を
紹介しよう．この場合を Type 2と呼ぼう．

例 3.2 (cf. [15, Lemma 4.2]). 既約な無重複空間 (GC, V ) = (GL(3,C)×Sp(2,C),M(3, 4 ;C))
の場合，極大コンパクト部分群Gu ' U(3)× Sp(2)の作用は，6次元の R上のベクトル
空間

S :=




X(r1, . . . , r6) :=




r1 0 0 0
0 r2 r3 0
0 r4 r5 r6


 : r1, . . . , r6 ∈ R





をスライスにもつ強可視的作用である．特に，

M(3, 4 ;C) = (U(3)× Sp(2)) · S

が成り立つ9 ．なお，Guの作用は polarではない．

3.2.3 Type 2

最後に，上の 2つに属さない場合 (Type 3)を紹介しよう．この証明の鍵は，R上のベ
クトル空間Wj 内の単位球面 S(Wj)とそれに推移的に作用するコンパクトリー群Kj の
部分列を構成することである．

例 3.3 ([15, Lemma 5.9]). 既約な無重複空間 (GC, V )) = (Spin(7,C)×GL(1,C),C8) を
考えよう．~e1, . . . , ~e8 を C8 の標準基底とし，〈·, ·〉を R8 ' R -span{~e1, . . . , ~e8}の標準内
積とする．Spin(7,C)は C8にスピン表現として作用する10．GCの極大コンパクト部分
群Guは Spin(7)× Tと同型である．

2次元の R上のベクトル空間 Sを

S = R~e1 +
√−1R~e2 (3.1)

95次元の多様体 S′ := {X(r1, . . . , r6) : r1, . . . , r4, r6 > 0, r5 < 0, r2r4 + r3r5 = 0} をとると，(U(3)×
Sp(2)) ·S′はM(3, 4 ;C)の稠密な開集合となる (M(3, 4 ;C)に一致しない)．証明の詳細は [15, Lemma 4.2]
参照．

10[15, Lemma 5.9]では，C8を複素ケーリー代数CCと考え，リー群Spin(7,C)をSO(8,CC)×SO(8,CC)×
SO(8,CC)の部分群として実現することで，作用およびスライスを具体的に与えている．
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とおくと，

C8 = (Spin(7)× T) · S (3.2)

と分解される．以下，この証明の概略を見ていこう．
まず，Spin(7)の C8 = R8 +

√−1R8への作用を考える．次の事実が知られている：

補題 3.4. (1) Spin(7)は R8内の単位球面 S7に推移的に作用する．

(2) Spin(7)の v ∈ S7における等方部分群は例外型コンパクト単純リー群G2と同型で
ある．

(3) G2は R7内の単位球面 S6に推移的に作用する．

(1)からR8 = Spin(7)·R~e1を得る．R8 = R~e1+R -span{~e2, . . . , ~e8} ' R~e1⊕R7と直和分
解したとき，(3)からR7 = G2·R~e2が成り立つから，R8 = R~e1+G2·R~e2 = G2·(R~e1+R~e2)
となる．よって，

C8 = Spin(7) · R~e1 +
√−1(G2 · (R~e1 + R~e2))

= Spin(7) · (R~e1 +
√−1(R~e1 + R~e2)). (3.3)

上の証明に際し，R上のベクトル空間Wj 内の単位球面 S(Wj)とそれに推移的に作用す
るコンパクトリー群Kj の部分列として (Spin(7), S7) ⊃ (G2, S

6)を用いた．
次に，Tの作用を考える．

補題 3.5 ([15, Lemma 5.6]). 任意の v ∈ C8に対して，α ∈ Tを，αvの実部 (αv)Rと虚
部 (αv)I の R8における標準内積 〈(αv)R, (αv)I〉 が 0となるように選ぶことができる．

上の αに対し，v′ := αvとおき，(3.3)にしたがって v′ = g · (r1~e1 +
√−1(r2~e1 + r3~e2))

と表す (g ∈ Spin(7)，r1, r2, r3 ∈ R)．このとき，〈v′R, v′I〉 = 0から r2 = 0とすることが
できる．よって，v′ = g · (r1~e1 +

√−1r3~e2)を得る．
以上より，任意の v = α−1v′は (Spin(7)×T) ·S の元である．つまり，V ⊂ (Spin(7)×

T) · Sが示された．逆の包含関係は明らかである．

注意 3.6. C8 をM(8, 2 ;R)と R上のベクトル空間として同一視される．M(8, 2 ;R)は
エルミート対称空間 SO0(8, 2)/(SO(8)×SO(2))の原点 o ∈ SO0(8, 2)/(SO(8)×SO(2))
における接空間 To(SO0(8, 2)/(SO(8) × SO(2)) ' p0と同一視される．SO(8) × SO(2)
のリー環 k0 := so(8)⊕ so(2) は 1次元の中心をもつ．Z = E10,9−E9,10 ∈M(10,R)とし
J := ad(Z)とおくと，J は p0の複素構造を定める．ただし，Ei,j ∈M(10,R)は (i, j)-成
分のみ 1でそれ以外は 0の行列を表す．したがって，C8とM(8, 2 ;R)は C上のベクト
ル空間として同型である．
コンパクトリー群SO(8)×SO(2)のM(8, 2 ;R)への作用は，SO0(8, 2)/(SO(8)×SO(2))
に対する等方表現に同型である．例 3.1と同様の手法により，T = RE1,1 +RE2,2を用い
てM(8, 2 ;R) = (SO(8)× SO(2)) · T と分解される．
リー群 Spin(7)は SO(8)の部分群であり，T は同型C8 'M(8, 2 ;R)を通して (3.1)で

定義した Sと同型である．したがって，例 3.3よりC8における Spin(7)×Tの作用によ
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る軌道は SO(8)×Tの作用による軌道と一致することが分かる．また，このことにより，
Spin(7)× Tの C8への作用は polarであることも分かる．
既約な無重複空間 (G2(C)×GL(1,C),C7)の場合もこの手法で説明することができる11．

定理 1.1の (MF) ⇒ (SV)の証明をみると，次の系が成り立つことが分かる．

系 3.7. 既約な無重複空間 (GC, V )に対し，極大コンパクト部分群 Guの V への作用が
スライス Sをもつ polar作用ならば，この作用は同じ Sをスライスにもつ強可視的作用
である．
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