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Abstract

与えられた対称空間にコンパクト商が存在するか、という問題に答えることは一般には容易でない。実
際、既約な対称空間に限ってさえも、コンパクト商が存在するか否かを決定出来ていない例が多くある。
このような中、複素 7次元球面 S7

C がコンパクト商を持つことが新たに分かったので報告したい。

1 主結果

M を完備局所対称空間とすると、その普遍被覆多様体 M̃ は対称空間となる。逆に対称空間 M̃ = G/H が
与えられたとき、それを普遍被覆多様体とするコンパクトな完備局所対称空間は存在するか、という問題
が小林俊行氏によって提起されている。これは換言すると、与えられた対称空間G/H に対し、そのコンパ
クト商 Γ\G/H の存在を問う。

H がコンパクトであるとき、対称空間G/H はリーマン対称空間と呼ばれ、常にコンパクト商を持つこ
とが知られている ([Bo63])。また、G′×G′/diagG′の形の対称空間は群多様体と呼ばれ、やはりコンパクト
商が常に存在する。一方、それ以外の対称空間でコンパクト商を持つ例は、それ程多くない (と思われる)。
以下は 1996年までに知られていた全リストである。

Fact 1 (小林). 次の対称空間は、コンパクト商を持つ。(n = 1, 2, 3, · · · ).

G/H
1 SU(2, 2n)/Sp(1, n)
2 SU(2, 2n)/U(1, 2n)
3 SO(2, 2n)/U(1, n)
4 SO(2, 2n)/SO(1, 2n)
5 SO(4, 4n)/SO(3, 4n)
6 SO(4, 4)/SO(4, 1) × SO(3)
7 SO(4, 3)/SO(4, 1) × SO(2)
8 SO(8, 8)/SO(7, 8)
9 SO∗(8)/U(3, 1)
10 SO∗(8)/SO∗(6) × SO∗(2)

当時、このような例は上記で全てであろうと信じられていたが、最近、ほぼ 10年ぶりに新しい空間が
加わった。

Theorem 2 (小林・吉野 [KoY05]). 複素 7次元球面 O(8, C)/O(7, C)はコンパクト商を持つ。

但し、複素 n次元球面とは次で定義される複素多様体であり、自然にO(n+1, C)/O(n, C)と同形となる。

Sn
C :=

{
z ∈ Cn+1 : z2

1 + · · · + z2
n+1 = 1

}
.

特に S1
C がリーマン対称空間、S3

C が群多様体であることに注意すると、次が分かる。
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Corollary 3. 複素 n次元球面 Sn
C は、n = 1, 3, 7のときにコンパクト商を持つ。

一方、(普通の)n次元球面 Sn は、n = 1, 3, 7のときに平行化可能であることが知られている。筆者は、
コンパクト商の存在と平行化可能性に何らかの関連があるのではないかと考えているが、未だはっきりと
した証拠は得られていない。

2 コンパクトClifford-Klein形の存在問題

主結果をより広い枠組みで捕らえるために、Clifford-Klein形という言葉を導入する。

G/H を等質空間とし、Γを Gの離散部分群とする。このとき Γは G/H に自然に作用する。

Fact 4. ΓのG/H への作用が固有不連続かつ固定点自由であるとき、商空間 Γ\G/H は自然に多様体の構
造を持つ。

Definition 5 (小林). 上記の商多様体 Γ\G/H を G/H のClifford-Klein形という。

特に G/H が対称空間ならば、その Clifford-Klein形 Γ\G/H は (測地的)完備な局所対称空間となり、
逆に任意の完備局所対称空間は対称空間 G/H の Clifford-Klein形として表せる。

小林は次の問題を提起した。

Problem 6. コンパクトな Clifford-Klein形を持つ等質空間を分類せよ。

現時点では、この問題は解決には程遠い状況である。既約対称空間は、等質空間の中でも特に良いクラ
スであり Bergerによって分類されている ([Br57])。しかし、その場合に限っても、この問題には未解決な
例が多く残っている。

3 コンパクトClifford-Klein形の構成

上記の問題の難しさは、固有不連続に作用する離散群を直接取り扱う事の難しさに起因する。そこで、その
「連続版近似」として、固有な作用という概念を導入する。

リー群 Lが多様体M に作用しているとする。

Definition 7. 任意のコンパクト集合 S ⊂ M に対し、次で定まる集合 LS がコンパクトであるとき、Lの
M への作用は固有であるという。

LS := {l ∈ L : l(S) ∩ S 6= ∅} .

このとき簡単な議論から次が分かる。

Fact 8. LがM に固有に作用しているとする。このとき Lの勝手な離散部分群 ΓはM に固有不連続に作
用する。

さらに、線形簡約リー群には常に余コンパクト離散部分群が存在することを用いると、次の十分条件が
得られる。

Fact 9 (小林). G/H を線形簡約等質空間とする。次の 2条件を満たす簡約部分群 L ⊂ Gが存在するなら
ば、G/H はコンパクト Clifford-Klein形を持つ。

(a) Lの G/H への作用は固有。

(b) 商空間 L\G/H はコンパクト。

この定理により、離散群 Γの存在問題は (連結な)部分群 Lの存在問題に帰着される。さらに、主結果
の対称空間G/H = O(8, C)/O(7, C)については、L := Spin(1, 8)をスピン表現を用いて O(8, C)に埋め込
むことで得られる。
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