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1. 導入
双曲型方程式には，初期値の特異性が時間の経過と共に方程式固有の法則で伝わっていく

という現象がある．このことを『特異性の伝播』と呼ぶ．本講演では，以下の半線形波動方程
式系の解の特異性伝播を考える．




¤u = h1(u, v)Q0(u, u) + h2(u, v)Q0(u, v) + h3(u, v)Q0(v, v) + h4(u, v)Q1(u, v),
¤v = h5(u, v)Q0(u, u) + h6(u, v)Q0(u, v) + h7(u, v)Q0(v, v) + h8(u, v)Q1(u, v),
u(0, x) = u0(x), ∂tu(0, x) = u1(x),
v(0, x) = v0(x), ∂tv(0, x) = v1(x).

(1.1)

但し，¤ = ∂2
t − ∂2

x，u = u(t, x), v = v(t, x)は R2 → R, u0(x), u1(x), v0(x), v1(x)は R→ R,
hj(u, v)(j = 1, 2, . . . , 8)は uと vの多項式で実数係数，Q0(f, g) = (∂tf)(∂tg) − (∂xf)(∂xg),
Q1(f, g) = (∂tf)(∂xg) − (∂xf)(∂tg) とする．また，3/2 < s < 2 とし，u0, v0 ∈ Hs(R)，
u1, v1 ∈ Hs−1(R)と仮定する．

L.Hormander[3]は，線型波動方程式 ¤u = 0の解 uの波面集合WF(u)は ¤ の零陪特性
曲線に沿って伝播することを示した (p(t, x, τ, ξ)を微分作用素 P (t, x, Dt, Dx)の特性多項式と
したとき，p(t0, x0, τ0, ξ0) = 0を満たす点 (t0, x0, τ0, ξ0)に対して，その点を通る零陪特性曲
線とは dt

ds = ∂p
∂τ (t, x, τ, ξ), dx

ds = ∂p
∂ξ (t, x, τ, ξ), dτ

ds = −∂p
∂t (t, x, τ, ξ), dξ

ds = − ∂p
∂x(t, x, τ, ξ) かつ

t(0) = t0, x(0) = x0, τ(0) = τ0, ξ(0) = ξ0 で定義される積分曲線である)．これを非線形
方程式で考えた場合，一般にはこのような結果を得ることはできず，解 uは線形の場合に得
られる箇所以外にも新たな特異性を持つことが知られている．しかし，解 uに仮定する特異
性の条件を弱めると線形の場合と似た現象を見ることができ，それに関する様々な結果が示
されている．例えば，¤u = F (u,Du) において，その解 uに超局所ソボレフ空間の正則性
u ∈ Hs∩Hr

ml(t0, x0, τ0, ξ0) を仮定する．このとき，sと rが適切な範囲内の値であれば，線形
の場合と同様に，Hr

mlの特異性が点 (t0, x0, τ0, ξ0)を通る零陪特性曲線に沿って伝播する．こ
れを成立させる sと rの範囲は，J.M.Bony，M.Beals，M.Reedらによってたびたび改良され
てきており，現在得られている最良の範囲は，L.Liu[7]による n/2 + 1 < s < r < 3s− n− 1
である (nは時空間の次元)．
本研究では，非線形項に null conditionを課すことにより，sについての条件を改良した．

Q0, Q1は一般に “null form”と呼ばれ，null formによって表される非線形項を “null condition
を満たす”などという．null conditionは 1986年にKlainermanによって，ある種の非線形波
動方程式が時間大域解を持つための十分条件として与えられた．現在も，この null condition
を改良し，その条件のもとで，時間大域解，時間局所解の存在を示す試みが多くの数学者に
よって研究されており，様々な結果が得られている．

2. 準備
定義(超局所ソボレフ空間)関数u ∈ D′(R2)がHr

ml(t0, x0, τ0, ξ0)の元であるとは，あるφ(t, x) ∈
C∞

0 で φ(t0, x0) = 1を満たすものと，ある (τ0, ξ0) の錐近傍K があって，
(1 + |τ |2 + |ξ|2)r/2χK(τ, ξ)|φ̂u(τ, ξ)| ∈ L2(R2) をみたすことである．ただし，χK(τ, ξ) は
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(τ, ξ) ∈ K のとき 1，(τ, ξ) /∈ K のとき 0を満たす特性関数である．

(1.1)の解の存在を述べるために，関数空間Xsを
　　　　Xs = {f ∈ Hs(R2) | f |t=0 ∈ Hs(R), ∂tf |t=0 ∈ Hs−1(R), ‖〈Dx〉s¤f‖L2

t,x
< ∞}

と定義する.

命題 (時間局所解の存在) 3/2 < s ≤ 2とする．任意の u0, v0 ∈ Hs(R)，u1, v1 ∈ Hs−1(R)に
対してある正定数 T があって，(u, v) ∈ {Xs ∩ L∞([−T, T ];Hs

x)} × {Xs ∩ L∞([−T, T ];Hs
x)}

を満たす初期値問題 (1.1)の時間局所解が一意に存在する．

ϕ(x) ∈ C∞
0 は x0の近傍で ϕ ≡ 1とし，χ(τ, ξ)は (τ0, ξ0)の錐近傍で χ ≡ 1 である 0次の斉

次関数とする．このとき，シンボルが p(t, x, τ, ξ) = ϕ(x + (ξ/τ)t)χ(τ, ξ) である作用素 P を
Pf =

∫
R2 p(t, x, τ, ξ)f̂(τ, ξ)ei(tτ+xξ)dτdξと定義する．主定理の証明において，次の 2つのKey

Lemmaを用いる．

補題 1 f, g, h ∈ Hs, ¤f,¤g ∈ Hs−1とする．0 ≤ ε < s− 1を満たす任意の εについて,
[P, h(t, x)(∂t + ∂x)f(∂t − ∂x)](∂t ± ∂x)g, [P, h(t, x)(∂t − ∂x)f(∂t + ∂x)](∂t ± ∂x)g ∈ Hs−2+ε

が成り立つ．

補題 2 a(t) ∈ C∞
0 (R)は |t| ≤ 1/2に対して a(t) = 1 |t| ≥ 1に対して a(t) = 0 を満たすもの

とし，T > 0に対して，aT (t) = a(t/T )とする．また，(u, v)はProposition 2.2で構成された
(1.1)の解とする．このとき，aT (t)Q0(u, v), aT (t)Q1(u, v) ∈ Hs−1(R2) が成り立つ．

3. 主定理
定理 (特異性の伝播) (u, v) ∈ {Xs ∩ L∞([−T, T ];Hs

x)} × {Xs ∩ L∞([−T, T ];Hs
x)}(ただし，

3/2 < s 5 2) は上記命題で構成した時間局所解とし，¤の零陪特性曲線Γ上の点 (0, x0, τ0, ξ0)
で (u, v) ∈ Hr

ml(0, x0, τ0, ξ0)×Hr
ml(0, x0, τ0, ξ0)とする．このとき，r < 2s− 1であるならば，

|t| < T なる tに対して (u, v) ∈ Hr
ml(Γ)×Hr

ml(Γ)が成立する．

※ 定理の証明は，方程式の両辺に P (∂t± ∂x)を作用させ，上記のKey Lemmaとエネルギー
評価を用いてなされる．
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Abstract approach to Schrödinger evolution equations

吉井 健太郎 (東京理科大学理学研究科 博士課程 1年)

本講演では, Hilbert空間における線形発展方程式の抽象定理を紹介し, 定理が L2(RN)

における Schrödinger発展方程式のCauchy問題に応用されることを示す.

1. 抽象定理

{A(t); 0 ≤ t ≤ T}は複素Hilbert空間 Xにおける閉線形作用素の族とする. 次のような
線形発展方程式について考える:

(E)
d

dt
u(t) + A(t)u(t) = f(t) on (0, T ).

S はX における正定値自己共役作用素とする: (u, Su) ≥ ‖u‖2 , u ∈ D(S). このとき平
方根 S1/2 が定義される. Y := D(S1/2) とし, (u, v)Y := (S1/2u, S1/2v), u, v ∈ Y とする.

このとき Y は ノルム ‖v‖Y := (v, v)
1/2
Y を備え, Xに連続かつ稠密に埋め込まれたHilbert

空間である.

{A(t)} と S について次のように仮定する:

(I) 次を満たす α ∈ L1(0, T ), α ≥ 0 が存在する:

|Re(A(t)v, v)| ≤ α(t) ‖v‖2 , v ∈ D(A(t)), a.a. t ∈ (0, T ).

(II) Y ⊂ D(A(t)), a.a. t ∈ (0, T ).

(III) 次を満たす β ∈ L1(0, T ), β ≥ α が存在する:

|Re(A(t)u, Su)| ≤ β(t)
∥∥S1/2u

∥∥2
, u ∈ D(S), a.a. t ∈ (0, T ).

(IV) A(·) ∈ L2
(
0, T ; B(Y, X)

)
.

以上の仮定の下で次の定理が証明される.

定理. f(·) ∈ L2(0, T ; X) ∩ L1(0, T ; Y )とする. このとき (E)かつ u(0) = u0 ∈ Y の一意強
解 u(·) ∈ H1(0, T ; X) ∩ C([0, T ]; Y )が存在する.

特に, A(·) が [0, T ] 上から B(Y, X)へ強連続で, α, β が定数の場合の, 主定理は岡沢 [1]

において既に証明されている.

2. Schrödinger発展方程式

L2(RN)における Schrödinger発展方程式のCauchy問題

(SE)





i
∂u

∂t
(x, t) =

(−∆x + V (x, t)
)
u(x, t), a.a. t ∈ (0,∞)

u(x, 0) = u0(x)

を考える. ここで u0は u0 ∈ Σ(n) := {v ∈ Hn(RN); |x|nv ∈ L2(RN)} なるものとする. 主
定理において

A(t) := i(−∆x + V (x, t)), S :=
N∑

k=1

(
(−1)n ∂2n

∂x2n
k

+ x2n
k

)
(n ≥ 2)



を導入する. このとき, Sの平方根 S1/2が定義でき, 次のようなノルムを備える:

‖v‖2
D(S1/2) =

N∑

k=1

∥∥∥∂nv

∂xn
k

∥∥∥
2

+ ‖xn
kv‖2.

スカラーポテンシャル V は以下の条件を満たすものとする:

(V0) V (·, t) ∈ Cn(RN) a.a. t ∈ (0,∞),

(V1) V ∈ (
Lpn(RN) + 〈x〉nL∞(RN)

)× L2
loc(R+),

(V2) 各 j ∈ N (1 ≤ j ≤ n)について，

N∑

k=1

∣∣∣∂
jV

∂xj
k

∣∣∣ ∈
(
Lpj(RN) + 〈x〉jL∞(RN)

)× L1
loc(R+).

ここで 〈x〉 := (1 + |x|2)1/2, 〈x〉jL∞(RN) := {u ∈ L1
loc(RN); 〈x〉−ju ∈ L∞(RN)}．pjは次元

N と jによって次のように定まるものとする:

pj :=

{
2 (j < N/2),

N/j (j > N/2).

また, j = N/2のときは pj > 2なるものとする.

もし, Sの代わりに S̃ := (−∆)n + |x|2n を導入するならば, (V2)の代わりに次を仮定す
る必要がある:

(V2)′ 各 j ∈ N (1 ≤ j ≤ n)について，1 ≤ j ≤ (n + 1)/2のとき，
∑

|α|=j

∣∣Dα
xV

∣∣ ∈ (
Lpj(RN) + 〈x〉jL∞(RN)

)× L1
loc(R+).

また，(n + 1)/2 < j ≤ nのとき，

∑

|α|=k

∣∣Dα
x∆

j−|α|
2

x V
∣∣ ∈ (

Lpj(RN) + 〈x〉jL∞(RN)
)× L1

loc(R+).

ここで k = k(j, n)は

k =





n/2 (n : even, j − n : even),

n/2− 1 (n : even, j − n : odd),

(n− 1)/2 (n : odd, j − n : even),

(n + 1)/2 (n : odd, j − n : odd)

なるものとする.
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L2(RN)における特異なpotentialつき
4階の楕円型作用素の自己共役性について
田村　博志 (東京理科大学大学院理学研究科博士１年)

H := L2(RN)を複素Hilbert空間, A := ∆2, B := |x|−4をそれぞれHで極大な

定義域上で定める. A, BそれぞれはH で正定値自己共役になる. 本講演では

κ ∈ RにつきA + κBが (正定値, または非負)自己共役となるための κの条件を

見出す. 得られた主張は以下の通りである.

定理. H, A, B,を上記のものとする. 次元に応じた定数 κ0(N)を導入する :

κ0(N) :=





112− 3(N − 2)2, N ≤ 8のとき,

−N

16
(N − 8)(N2 − 16), N ≥ 9のとき.

そのとき次の (i), (ii)が成立する.

(i) N ≤ 8の場合：κ > κ0(N)につきBは (A + κB)–有界となる. すなわち

||Bu|| ≤ (κ− κ0(N))−1||(A + κB)u||, u ∈ D(A + κB) := D(A) ∩D(B).

κ > κ0(N)につきA + κBは正定値自己共役, A + κ0(N)Bは正定値かつ本質的

自己共役となる.

(ii) N ≥ 9の場合：BはA–有界となる. すなわち

||Bu|| ≤ (−κ0(N))−1||Au||, u ∈ D(A) ⊂ D(B).

κ > κ0(N)につきA + κBは正定値自己共役, A + κ0(N)Bは正定値かつ本質的

自己共役となる.

定理を示すために 2つの不等式を導くことが問題になる. そこで ε > 0につき

Bε := B(1 + εB)−1 = Bの吉田近似, (B
1
2 )ε := B

1
2の吉田近似とおくと

Re(Au,Bεu) ≥ −κ0(N)||Bεu||2, u ∈ D(A),

||A 1
2 u||2 ≥ α0(N)||(B 1

2 )εu||2, u ∈ D(A
1
2 ), N ≥ 5 (Rellichの不等式).

ここに κ0(N)は定理中のもので

α0(N) :=
N2

16
(N − 4)2.



定理の証明のカギは極大単調作用素の摂動定理と上述の 2つの不等式である.

2つの不等式の意味はRe(Au,Bεu)の評価がA + κBが閉であることを導く指標

となり, ||A 1
2 u||2と ||B

1
2
ε u||2の関係がA + κBの符号を決定している.

κ0(N)はN ≤ 8のときまでは正で, N = 9のとき負に転じて, それ以降は−∞
に発散する. 正定値性に関しても∆2と |x|−4の距離がN4のオーダーで離れて

いく. このことから次元が高くなるにしたがって |x|−4の特異性がだんだん薄れ

ていき, やがて∆2に吸収されてしまう様子がうかがえる. この事実の研究はす

でに Lp(RN)にも一般化され, E. B. Davies, A. M. Hinz [1]は (−∆)mと |x|−2m

の関係が変わる境目が 2mpであることを示唆している (今回はm = 2, p = 2で

2mp = 8). 一般の次元N で−∆と |x|−2の Lp–理論はN. Okazawa [2]によって

成されている. 斉次性の議論からN ≥ 9での κ0(N)の値を予想するのは容易だ

が, とくに興味深いのはN が小さいとき, すなわち |x|−4の特異性が生きている

場合の話である. そこでまず∆2の L2–理論から始め, 低次元での様子を探ろう

というのが主な動機である.
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On theLp–Lq maximal regularity for linear thermoelastic plate equation
in a bounded domain

内藤　由香　 (早大理工)

板の振動を表した thermoelastic plate equationの線形化方程式

utt + ∆2u + ∆θ = f in R+ ×Ω,

θt − ∆θ − ∆ut = g in R+ ×Ω
(∗)

を考える. ここで uは板の変位, θは温度を表す. R+ = (0,∞)とし, Ωは Rn(n = 2)の有界
領域, Ωの境界 ∂Ωは C3,1 hypersurfaceとする.境界条件はDirichlet条件

u = Dνu = θ = 0 onR+ × ∂Ω

とする.ただし, νは Ωの単位外法線ベクトルとする.初期値は

u(0, x) = u0(x), Dtu(0, x) = u1(x), θ(0, x) = θ0(x)

とし、初期値・境界値問題を考える. この方程式系について Lp–Lq maximal regularityが
得られたので報告する.

定理 1. 1 < p,q < ∞とする.次を満たす正定数 γ0 > 0が存在するとする:

U0 = (u0,u1, θ0), F = ( f , g)が次を満たす.

(u0,u1, θ0) ∈ Dq,p(Ω), (eγt f ,eγtg) ∈ Lp(R+, Lq(Ω)) × Lp(R+, Lq(Ω)), (γ ∈ [0, γ0]).

このとき (∗)はただひとつの解

(u, θ) ∈ (Lp(R+,W
4
q(Ω)) ∩W1

p(R+,W
2
q(Ω)) ∩W2

p(R+, Lq(Ω)))

× (Lp(R+,W
2
q(Ω)) ∩W1

p(R+, Lq(Ω)))

をもち,次の評価を満たす.

‖eγt u‖
Lp(R,W4

q (Ω))
+ ‖eγt u‖

W1
p(R,W2

q (Ω))
+ ‖eγt u‖

W2
p(R,Lq(Ω))

+ ‖eγt θ‖
Lp(R,W2

q (Ω))
+ ‖eγt θ‖

W1
p(R,Lq(Ω))

5 Cp,q

{
‖eγt F‖Lp(R,Lq(Ω)) + ‖U0‖Dq,p(Ω)

}
.

ここで,それぞれの関数空間は次のように定義した.

W2
q,0(Ω) = {u ∈W2

q(Ω) | u|∂Ω = 0},
W4

q,D(Ω) = {u ∈W4
q(Ω) | u|∂Ω = Dνu|∂Ω = 0},

Hq(Ω) = {F = T( f , g, h) | f ∈W2
q,D(Ω), g ∈ Lq(Ω), h ∈ Lp(Ω)},

Dq(Ω) = {U = T(u, v, θ) | u ∈W4
q,D(Ω), v ∈W2

q,D(Ω), θ ∈W2
q,0(Ω)},

Dq,p(Ω) = [Hq(Ω),Dq(Ω)]1−1/p,p.



ただし, [·, ·]θ,pは real interpolation functorを表す.

U =



u
v

θ

 , U0 =



u0

v0

θ0

 , A =



0 1 0
−∆2 0 −∆

0 ∆ ∆

 .

とおくと, (∗)は
Ut = AU in R+ ×Ω, U |t=0 = U0

となる.
AqU = AU for U ∈ Dq(Ω)

とおくと Denk-Racke-Shibata [1]により以下の結果が知られている.

定理 2. 1 < q < ∞とする. AqはHq(Ω)上で analytic semigroup{Tq(t)}t≥0を生成し,さらに
{Tq(t)}t≥0は次の評価を満たす.

∃σ > 0, ∀t > 0, ∀F ∈ Hq(Ω), ‖Tq(t)F‖Hq(Ω) ≤ Ce−σt‖F‖Hq(Ω).

ただし正定数 Cは tと F によらない.

主定理は定理 2と operator-valued Fourier multiplier theoremを用いて, Shibata-Shimizu
[2] の手法により証明される.
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in bounded and exterior domains,preprint in 2008.

[2] Y. Shibata and S. Shimizu,On theLp–Lq maximal regularity of the Neumann problem for

the Stokes equations in a bounded domain,J. Reine Angew. Math., 615 (2008) 157-210.



放物型仮似変分不等式の応用における解の存在について

千葉大学大学院自然科学研究科　加納　理成

Abstract result
まず, 抽象理論における仮似変分不等式の解の存在について, 簡単に紹介しておく.

H をHilbert空間, Xを回帰的 Banach空間とし, その間にはコンパクトな埋め込みがあ
るとする. また, 正の数 δ0に対してBanach空間 V(−δ0, t)を以下のように定義する:

V(−δ0, t) := W 1,2(−δ0, t; H) ∩ L∞(−δ0, t; X), 0 ≤ t ≤ T.

∀v ∈ V(−δ0, t),に対して, 凸関数 {ϕs(v; ·)}0≤s≤t ,は以下の条件を満たすとする.

(Φ1) ϕs(v; ·)はH上の非負適正下半連続凸関数で,

v1, v2 ∈ V(−δ0, t), v1 = v2 on (−δ0, s) ならば ϕs(v1; z) = ϕs(v2; z)

(Φ2) ϕs(v; z) ≥ C0|z|2X , 0 ≤ ∀s ≤ t, ∀v ∈ V(−δ0, t), (C0 > 0 :定数)

(Φ3) If 0 ≤ sn ≤ t ≤ T, vn ∈ V(−δ0, t), sn → s and vn → v

weakly in W 1,2(−δ0, t; H) and weakly ∗ in L∞(−δ0, t; X),

このとき ϕsn(vn; ·) → ϕs(v; ·) on H in the sense of Mosco.

仮似変分不等式

CP(u0, f)

{
u′(t) + ∂ϕt(u; u(t)) 3 f(t) in H, t ∈ (0, T ),

u(t) = u0(t) in H, − δ0 ≤ t ≤ 0.

の可解性は次の命題によって与えられる.

Proposition.1. 任意のM > 0に対して, 以下の条件を満たす非負関数 aM ∈ L2(0, T ),

bM ∈ L1(0, T ),が存在すると仮定する.

(H1) For each v ∈ VM(−δ0, T ), {ϕs(v; ·)} satisfies that ∀s, t ∈ [0, T ] with s ≤ t and

∀z ∈ D(ϕs(v; ·)) ∃z̃ ∈ D(ϕt(v; ·)) such that



|z̃ − z|H ≤
∫ t

s

aM(τ)dτ(1 + ϕs(v; z)
1
2 ),

ϕt(v; z̃)− ϕs(v; z) ≤
∫ t

s

bM(τ)dτ(1 + ϕs(v; z)).

このとき, f ∈ L2(0, T ; H), ϕ0(u0; u0(0)) < +∞となるu0 ∈ W 1,2(−δ0, 0; H)∩Lp(−δ0, 0; X)

に対して, CP(u0, f)は [0, T ′] (0 < T ′ ≤ T )上で少なくとも一つ解を持ち, 次を満たす.

u ∈ V(−δ0, T
′) sup

0≤t≤T ′
ϕt(u; u(t)) < ∞.



Remark(時間大域解の存在)
Banach空間 Ṽ(−δ0, t)を以下のように定義する,

Ṽ(−δ0, t) := L∞(−δ0, t; H) ∩ L2(−δ0, t; X), 0 ≤ t ≤ T.

条件 (H1)に関して, V(−δ0, t)を Ṽ(−δ0, t)に置き換えて弱めた条件 (H̃1)を与え, さら
に次の条件 (H̃3)を加える.

(H̃3) there are a positive number R0 and a family {hv} := {hv; v ∈ Ṽ(−δ0, T )} of

functions in W 1,2(0, T ; H) such that

|hv|W 1,2(0,T ;H) ≤ R0,

∫ T

0

ϕt(v; hv(t))dt ≤ R0, ∀v ∈ Ṽ(−δ0, T ).

Proposition.2. 任意のM > 0に対して, (H̃1)を満たす非負関数 aM ∈ L2(0, T ), bM ∈
L1(0, T ),が存在すると仮定する. また (H̃3)を満たすとする. このとき, f ∈ L2(0, T ; H),

ϕ0(u0; u0(0)) < +∞となる u0 ∈ W 1,2(−δ0, 0; H) ∩ Lp(−δ0, 0; X)に対して, CP(u0, f)は
少なくとも一つ時間大域解を持つ.

Application
Ωを R3上の滑らかな境界 ∂Ωを持つ有界領域, κ,νを正定数, hを R3上の滑らかな有
界関数, g(u) = (g1(u), g2(u))をR2上の滑らかなベクトル値関数とする. 任意の実数 θに
対して, R2上のコンパクト凸集合K0(θ)が与えられる. 0 < δ0 < ∞, 0 < T < ∞とする.

このとき, 次の仮似変分不等式 (AP)を考える.

(AP)





θt − κ4θ = h(θ, u) in Q := (0, T )× Ω

u ∈ K0(θ) in Q
∫ T

0

∫

Ω

u1t(u1 − v1) +

∫ T

0

∫

Ω

u2t(u2 − v2) + ν

∫ T

0

∫

Ω

∇u1 · ∇(u1 − v1)

+ ν

∫ T

0

∫

Ω

∇u2 · ∇(u2 − v2) +

∫ T

0

∫

Ω

g(u) · (u− v) ≤
∫ T

0

∫

Ω

f · (u− v)

for ∀v ∈ L2(0, T ; H1(Ω)2), v ∈ K0(θ) in Q

θ = 0 on Σ := (0, T )× ∂Ω

θ(0, ·) = θ0 in Ω

u = u0 in (−δ0, 0]× Ω.

本講演ではこの連立系で表現される仮似変分不等式の可解性について述べる.

References

1. Risei Kano, Applications of abstract parabolic quasi-variational inequalities to ob-

stacle problems, preprint
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Applications, preprint,



ある楕円型仮似変分問題の可解性について
村瀬勇介 (千葉大・自然科学)

Xは回帰的実 Banach空間, X∗は Xの共役空間とし, X,X∗は共に狭義凸であるとする。
Aは Xから X∗への (一般的には多価の)作用素である。また, | · |X でノルムを, < ·, ·>で
X∗と Xの duality pairingを表すとする。

〈定義〉 Ã : X×X → X∗は次の (SM1)及び (SM2)を満たすとする。

(SM1) Ã(v, ·) ;maximal monotone, D(Ã(v, ·)) = X for ∀v∈ X

(SM2) {vn} ⊂ X, vn → v weakly inX =⇒ ∀u∗ ∈ Ã(v,u) , ∃u∗n ∈ Ã(vn,u) s.t. u∗n → u∗ in X∗

このとき, Ãは semi-monotoneであるという。

〈定理〉 (R. Kano-N. Kenmochi-Y. M. [1], Y. M. [2])

Ã : D(Ã) = X×X → X∗は有界な semi-monotone作用素とし, Au := Ã(u,u)と表すこととする。
∀v∈ Xに対して, K(v)⊂ Xは空でない閉凸部分集合であり次を満たすとする。
・有界閉凸集合G0 ⊂ Xが存在し, K(v)∩G0 6= /0 for ∀v∈ Xを満たす。
・ inf

w∗∈Aw

<w∗,w−v>
|w|X → ∞ as |w|X → ∞ uniformly in v∈G0,

さらに次の (K1),(K2)を満たすとする。
(K1) {vn} ⊂ X, vn → v weakly inX =⇒ ∀w∈ K(v), ∃wn ∈ K(vn) s.t. wn → w in X

(K2) vn → v weakly inX, wn ∈ K(vn), wn → w weakly inX =⇒ w∈ K(v)

このとき, ∀g∗ ∈ X∗に対して (QVI)は少なくとも一つ解 uを持つ。

(QVI)

{
u∈ K(u), u∗ ∈ Au;

< u∗−g∗,u−v >5 0 for ∀v∈ K(u)

仮似変分不等式の応用
ΩはRN上の滑らかな境界を持つ有界領域とし, u = (u1,u2)はR2のベクトル場, ui はそれぞれΩ上

の関数とする。また,各 θ ∈Rに対してコンパクトで凸な部分集合 K0(θ)⊂R2が対応しているものと
する。
本研究では次の系についての考察を行った。





−κ4θ = h(θ ,u) in Ω
θ = 0 on ∂Ω
u = (u1,u2) ∈ K0(θ) in Ω∫

Ω
∇u1 ·∇(u1−z1)dx+

∫

Ω
∇u2 ·∇(u2−z2)dx+

∫

Ω
g1(u)(u1−z1)dx+

∫

Ω
g2(u)(u2−z2)dx

5
∫

Ω
f1(u1−z1)dx+

∫

Ω
f2(u2−z2)dx

for z= (z1,z2) ∈ (H1(Ω))2, z∈ K0(θ) in Ω



但し, h = h(θ ,u)は第１変数について非増加,第２変数については Lipschitz連続となるR×R2上の有
界関数であり, gi = gi(v)は共に Lipschitz連続で,次の条件を満たす関数である。

∀M > 0, ∃c0 > 0, ∃c1(M) > 0 s.t g(w) · (w−v) = c0|w|2X−c1(M) for ∀w∈ R2, |v|R2 5 M

また,各 θ ∈ Rに対して R2から R2へのC2級微分同相写像で Xθ (K0(0)) = K0(θ),かつ θ 7→ Xθ ∈
D2(R2)がC2級となるXθ が存在するとする。これを用いて, ∀θ1,θ2 ∈Rに対して, Xθ1,θ2 := Xθ2 ◦X−1

θ1
∈

D2(R2)と定義すると, Xθ1,θ2(K0(θ1)) = K0(θ2)となる。

《主定理》
Ãは有界かつ semi-monotone,Au= Ã(u,u)とする。∀θ ∈Rに対してコンパクト凸集合 K0(θ)が対応
しており, Xθ , g1,g2,及び関数 hが上に書かれた条件を満たしているとする。このとき, ∀ f = ( f1, f2) ∈
(L2(Ω))2に対し少なくとも一つ解 (θ ,u) ∈ (H1

0(Ω)∩H2(Ω))×H1(Ω)2が存在する。

(proof) 以下の通りに定義すれば,次の補題によって抽象定理が適用できる。

X = H1(Ω)×H1(Ω), Ã : X×X → X∗

< Ã(v,u),w >=
∫

Ω
∇u1 ·∇w1dx+

∫

Ω
∇u2 ·∇w2dx+

∫

Ω
g1(v)w1dx+

∫

Ω
g2(v)w2dx

K(v) = {w∈ (H1(Ω))2 | w∈ K0(Λv) a.e. onΩ}
G0 = {w∈ (H1(Ω))2 | |w|(H1(Ω))2 5 M1}

ここで Λは ∀u∈ H1(Ω)に対して下の方程式の解 θ を与える作用素である。
{
−κ4θ = h(θ ,u) in Ω

θ = 0 on ∂Ω

《補題》 任意のM > 0に対して, Mのみに依存する正定数C(M)が存在して次を満たす。
(1) ∀|θk|5 M (k = 1,2,3,4), ∀|vi |5 M (v = (v1,v2) , i = 1,2)

=⇒ |X(i)
θ1,θ2

(v)−X(i)
θ3,θ4

(v)|5 C(M)(|θ1−θ3|+ |θ2−θ4|) (i = 1,2)

(2) θ1,θ2 ∈ H1
0(Ω)∩H2(Ω) andv1,v2 ∈ H1(Ω), |θ1|, |θ2|, |v1|, |v2|5 M

=⇒
∣∣∣∣∣∣
∂X(i)

θ1,θ2
(v)

∂x j
− vi

x j

∣∣∣∣∣∣
5 C(M)(|∇θ1|+ |∇θ2|+ |∇v|+1)(|∇(θ1−θ2)|+ |θ1−θ2|)

for i = 1,2, j = 1,2, · · · ,N, a.e. onΩ.
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Hölder stability in inverse problems

for the Schrödinger equation

加藤　孝盛　（名古屋大学大学院　多元数理科学研究所）

本講演では, Schödinger方程式の低階項の係数を決定するという逆問題に
ついて考える. まず, Ω ⊂ Rn は有界な領域であり, その境界 Γ := ∂Ωは C2

級であると定める. (0, T )× Ω上で次の初期値境界値問題を考える.




i
∂u

∂t
(t, x)−4u(t, x)− p(x)u(t, x) = 0 in (0, T )× Ω,

u(t, x) = 0 on (0, T )× Γ,

u(0, x) = u0(x) in Ω.

(1)

ある程度滑らかな (1)の解が存在するとする. このとき Γの空でない任意の
開集合 Γ1上に観測データである Neumannデータが与えられれば, 逆問題の
解の一意性と安定性が従うことを証明するのが本講演の目的である.
関連する Schrödinger方程式を扱った既存の結果をとしては, Baundouin

and Puel [2]が観測領域を光学幾何条件を満たす部分境界 Γ1, つまり Γ1 :=
{x ∈ Γ; (x−x0) ·ν(x) ≥ 0, x0 ∈ Rn \Ω}としたとき, 逆問題の解の Lipschitz
stabilityを導いた. また Bellassoued [1]は波動方程式に対する逆問題におい
て, Ωに含まれる Γの任意の部分境界 ω上で低階項の係数の情報が得られて

いるとき, 観測領域を任意の部分境界とすれば logarithmic stabilityが得られ
ること証明した. Bellassoued [2]は, 可制御性の結果を応用することで観測領
域に課せられる幾何条件を削減することに成功した. 私の結果はこの理論を
応用し, Schödinger方程式に対する可制御性の結果を導出し, 任意の部分境界
Γ1 を観測することで Hölder stabilityが成立することを証明した.
既存の結果に対する改善点としては, Schödinger方程式に対する逆問題で

観測領域を何の幾何条件も課さない部分境界にできた. また, 波動方程式を
扱った Bellassoued [2]に対して安定性評価の精度を Hölder stabilityに高め
ることができ, 観測時間 T > 0を十分大きくとる必要がなくなった.
主定理のステートメントを述べる. 低階項の係数 pは次の関数空間に属す

るとする.

Λ(ω, M, η) := {p ∈ W 1,∞(Ω); ‖p‖W 1,∞(Ω) ≤ M, p(x) = η(x) in ω}

ここでM は正の定数とし, ηは ω上滑らかな関数とした.



主定理(stability estimate)
u0 ∈ H1

0 (Ω)とし, ある ε0 > 0があり |u0(x)| ≥ ε0 in Ω \ ωを満たしている

とする. また u ∈ H1((0, T );L∞(Ω)), ∂νu ∈ H1((0, T );L2(Ω))を満たすよ
うな (1)の解 uが存在するとする. p, q ∈ Λ(ω, M, η)に対応する (1)の解をそ
れぞれ up, uq とおくとある T > 0と µ ∈ (0, 1)が存在して次の評価が従う.

‖p− q‖L2(Ω) ≤ C‖∂t(∂νup − ∂νuq)‖µ
L2((0,T );L2(Γ1))

(2)

ここで C = C(Ω, ω, M, T, ‖u0‖H1(Ω)) > 0は p, q ∈ Λ(ω, M, η)に依存しない
定数とする.

系(uniqueness theorem)
主定理と同様の仮定の下で ∂νup(t, x) = ∂νuq(t, x) on (0, T )× Γ1が成立し

ているとき, p(x) = q(x) in Ωかつ up(t, x) = uq(t, x) in (0, T )×Ωが従う.

安定性評価から一意性は直ちに導ける.
主定理の証明の鍵となる Schrödinger方程式に対する可制御性の結果をを述
べる.

補題

主定理と同様の仮定の下で v := ∂tup − ∂tuq とおく. このときある T > 0と
µ ∈ (0, 1)が存在して次の評価が成立する.

∫ T

0

‖v(t, ·)‖2H1(Ω)dt ≤ C‖∂νv‖2µ
L2((0,T );L2(Γ1))

(3)

ここで ω(ρ, 3ρ) := {x ∈ Ω; ρ ≤ dist(x,Γ) ≤ 3ρ}とする.

この補題より主定理を示すためには ‖p− q‖2L2(Ω) ≤
∫ T

0
‖v(t, ·)‖2H1(Ω)dt を示

せばよいことがわかり, これは Schrödinger方程式に対するエネルギー評価と
Carleman評価を用いれば証明できる.

参考文献
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半古典ハートリー方程式のWKB解析

眞崎 聡 (京都大学)

正のパラメータ εを持つ次の半古典ハートリー方程式を考える.

iε∂tu
ε +

ε2

2
∆uε = λ(|x|−γ ∗ |uε|2)uε, uε(0, x) = aε

0(x) exp(i
φ0(x)

ε
), (1)

但し (t, x) ∈ R1+N で, N > 3, γ > 0, λ ∈ Rとする. aε
0は複素数値, φ0は実数値とする．

この方程式において, ε → 0としたときに解 uεがどのような漸近挙動を示すかを調べる.

我々の目的はWKB型の近似を正当化することである．つまり

uε(t, x) = ei
φ(t,x)

ε (b0(t, x) + εb1(t, x) + ε2b2(t, x) + · · · ) (2)

という，位相と振幅が分かれている形の近似解を求めたい．ここで，位相を表す関数 φ

はパラメータ εに依存しないものを用いるとする．

このような形の近似解を得る際，考えられる最も単純な方法は，uε(t, x) = eiφ(t,x)/εaε(t, x)

という形を方程式に代入することである．この手法は方程式が線型である場合には上手

く働く，実際，(iε∂t + (ε2/2)∆)uε
lin = 0 に代入すると

ε0の項 ⇒ ∂tφ +
1
2
|∇φ|2 = 0, アイコナール方程式

ε1の項 ⇒ ∂ta
ε +∇φ · ∇aε +

1
2
aε∆φ = 0, 輸送方程式

のようになるので，まずアイコナール方程式から φが決まり，その後で aε を決定 (も

しくは近似)することにより (2)が得られる．しかし，この議論は非線形方程式である

(1)にはそのままでは適用できない．それはアイコナール方程式に非線型項に由来する項

λ(|x|−γ ∗ |aε|2) が現れるからである．この項によって，アイコナール方程式は単独で解
くことができなくなる．またこの量は εに依存しているので，φをパラメータ εと無関係

に取ることができなくなる．

ここではGrenierによる次のような方法を用いる．上で述べた問題点を解決するため，

まず φが εに依存することを許し φεとおく．そしてアイコナール方程式と輸送方程式を

同時に解く，つまり次のシステムを解くことを考える．




∂ta
ε +∇φε · ∇aε +

1
2
aε∆φε = i

ε

2
∆aε,

∂tφ
ε +

1
2
|∇φε|2 + λ(|x|−γ ∗ |aε|2) = 0,

aε(0, x) = aε
0(x), φε(0, x) = φ0(x)

(3)



ここでこのシステムの解 (aε, φε)に対して，aε exp(iφε/ε)は (1)の厳密解となることに注

意する．さらにもし，この解 (aε, φε)の εのべきによる展開

aε = b0 + εb1 + ε2b2 + · · · , φε = ψ0 + εψ1 + ε2ψ2 + · · · ,

が得られれば，解のWKB近似 (2)を得ることが出来る．この手法は非線型方程式に適

しており，E. Grenier ([1])において |u|2uという非線型項に対して初めて示され．以後
Alazard and Carles, Chiron and Rousset などにより様々な非線型項に対して応用がな

されている．非線型項の違いによって手法が異なっており, 現時点ではべき乗型などの局

所的非線型項では λ < 0が取り扱えていない．以下，我々の主結果を述べる．詳細は [2].

定義 1. N ≥ 3, s > N/2 + 1, p ∈ [1,∞], q ∈ [1, N [に対し Y s
p,q(RN ) := C∞

0 (RN )
‖·‖Y s

p,q

と定める,　ただし ‖ · ‖Y s
p,q

:= ‖ · ‖Lp + ‖∇ · ‖Lq + ‖∇2 · ‖Hs−2.

仮定 2. N ≥ 3, max(N/2− 2, 0) < γ ≤ N − 2, λ ∈ Rとし，aε
0は aε

0 ∈ H∞でさらに ε

について一様に有界，つまり ∃C > 0 s.t. ‖aε
0‖Hs ≤ C ∀ε ≥ 0, ∀s ≥ 0を仮定. また，φ0

はある q0 ∈]N/(γ + 1), N [ に対して φ0 ∈ Y s∞,q0
であるとする．

定理 3 (Carles and M.). 仮定 2が満たされているとする．このとき εによらないT > 0

が存在し, (3)は (aε, φε) ∈ C([0, T ] : H∞×Y ∞∞,q0
)となる解を持つ．このとき uε = aεei φε

ε

は (1)の区間 [0, T ]での厳密解を与える．さらに，初期振幅 aε
0がある n ≥ 0に対して

aε
0 =

n∑

j=0

aj + o(εn) in H∞

という展開をもつとき，bj ∈ C([0, T ] : H∞)(j = 0, 1, . . . , n)とφj ∈ C([0, T ] : Y ∞∞,q0
)(j =

0, 1, . . . , n)が存在して aεと φεは次の展開を持つ:

aε =
n∑

j=0

bj + o(εn) in H∞, φε =
n∑

j=0

ψj + o(εn) in Y ∞
∞,q0

.

この定理から，もし初期振幅が aε
0 = a0 + εa1 + o(ε)という展開を持つならば，我々の

目標であった解のWKB近似

uε(t, x) = ei
ψ0(t,x)

ε (β0(t, x) + o(1))

が得られる．ここで β0 = b0e
iψ1 であり，この表示から非線型におけるWKB近似では．

振幅の主要部分に初期振幅の ε1の項の影響が現れることが分かる．より詳しく述べると，

β0中の ψ1を定めるためには，(b1, ψ1)に関するシステム ((3)中の ε1の項についてのシ

ステム) を解く必要があるのだが，その初期条件として初期振幅の ε1の項である a1が現

れるため，この a1が ψ1に影響を与える．このように位相部分と振幅部分には実は相互

作用があり，(3) がそれを記述している．

参考文献
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実数直線上のKdV方程式の初期値問題の適切性

岸本
のぶ

展 (京都大学大学院理学研究科 D1)

本講演では、次の KdV方程式の初期値問題

(1)

{
∂tu + ∂3

xu = ∂x(u2), u : Rt × Rx → R (または C),
u(0, x) = u0(x) ∈ Hs(R),

の適切性について考える。ここで Hs は次で定義される Sobolev空間である。
Hs(R) :=

{
ϕ ∈ S ′(R)

∣∣ ‖ϕ‖Hs := ‖〈ξ〉sϕ̂‖L2
ξ(R) < ∞}

,

〈ξ〉 := (1 + |ξ|2)1/2 , ·̂ は Fourier変換.

初期値問題がHs(R)において適切であるとは、一般に、初期値 u0 ∈ Hs に対し
て (i)ある時間区間 t ∈ [0, T ]において方程式を満たす解 u(t)が存在し、(ii)その
ような解は適当な関数空間において一意的であり、(iii)解は ∀t ∈ [0, T ]において初
期値と同じ空間 Hs に属し、さらに (iv)初期値 7→解の対応が連続である、といっ
た性質をさし、具体的な解の表示が得られにくい非線形偏微分方程式を研究する上
で基本的な問題として常に論じられている。個々の初期値に対して個別に T > 0
が定まり上記 4条件を満たすとき時間局所的に適切であるといい、T が初期値によ
らずいくらでも大きく取れるとき時間大域的に適切であるという。

KdV方程式については、運河などを伝播する浅水波のモデルとなるなど多くの
物理現象を記述する方程式として古くから盛んに研究が行われ、初期値問題の適切
性についても大部分が解明されていると言える。それらを紹介する前に、まず適切
性証明の流れを簡単に述べる。

(時間局所)適切性を得るための手法としては、以下に示すような iterationの方
法が一般的である。即ち、Duhamelの原理により初期値問題 (1)を積分方程式

u(t) = W (t)u0 +
∫ t

0

W (t− t′)[∂x(u(t′))2] dt′ , t ∈ [0, T ]

に置き換えた上で、u(t, x) に対して上式右辺を対応させる写像が適当な Banach
空間 ST における縮小写像であることを示す。ここで {W (t) }t∈R は KdV 方程
式の線形部分 (Airy 方程式) が与える発展群である。この方法を用いれば解の
Lipschitz 連続依存性が自然に導かれ、また ST を C([0, T ];Hs(R)) に含まれるよ
うにとれば (iii)の性質も得られる。結局、問題は次の 3つの評価を満たすような
Banach空間 ST および NT (nonlinearity space)を構成することに帰着される。

‖W (t)u0‖ST
≤ C‖u0‖Hs , ‖∫ t

0
W (t− t′)f(t′) dt′‖ST

≤ C‖f‖NT
,

‖∂x(uv)‖NT
≤ C‖u‖ST

‖v‖ST
.

中でも第 3式 (双線形評価式)が適切性証明の鍵となる。
Kenig-Ponce-Vega[KPV96]は、Banach空間

Xs,b :=
{

u ∈ S ′(R2)
∣∣ ‖u‖Xs,b := ‖〈ξ〉s〈τ − ξ3〉bû‖L2

τ,ξ(R2) < ∞}



を解空間 S に取り、(1) の s > − 3
4 での時間局所適切性を得た (N としては空間

Xs,b−1 を用いる)。実数のパラメータ bは通常 1
2 より大きく取るので、このノルム

は Fourier空間において曲線 { τ = ξ3 }から離れたところに多く分布する関数ほど
大きくなる。Airy 方程式の解は Fourier 空間でちょうどこの曲線上に分布するの
で、KdV方程式の非線形部分を摂動とみなせばその解もまた曲線の近くに分布す
ることが予想され、Xs,b が解を探す空間として適当であることがわかる。
さらに実数値の場合はこの結果を大域的にできることが Colliander他 [CKSTT]

によって示された。この際用いられた “I-method”と呼ばれる手法は、保存則が意
味を持たなくなる低い正則性 (今の場合 s < 0) において大域解を構成する際に効
果的であり、他の多くの方程式にも有効であることがわかっている。
しかしながら、s ≤ − 3

4 において同様に空間 Xs,b を用いることはできない。実
際、証明に本質的に必要となる双線形評価式は反例 ([KPV96],[NTT])が知られて
いる上に、s < − 3

4 に対してはそもそも (1)がある意味で不適切であることが証明
されている [KPV01]。

s = − 3
4 については、iterationの方法ではなく、ある変換を用いて別の方程式に

帰着させることで時間局所適切性が示された [CCT]が、この場合は解の一意性が
その変換の像の中でしか言えず、Banach空間である Xs,b で一意性が成り立って
いる s > − 3

4 の場合に比べて弱い適切性である。この結果は、与えられた関数が変
換の像に入るかどうかの判定が困難なことと、大域適切性のための I-methodの適
用が難しいということの、少なくとも 2点において十分なものではない。

今回の結果は、(1)の s = − 3
4 の場合にも他と同様の iterationの方法で適切性が

証明できる、というものである。この結果に I-methodを適用することは容易であ
り、従って大域適切性も得られる。解を探す空間 ST としては、X−3/4,1/2に “Besov
空間”的な修正を加えたものと C(H−3/4)との共通部分を考える。X−3/4,1/2 を用
いた場合の双線形評価式の反例がなくなるように、うまく修正を加えるところが最
大のポイントである。

定理. (1) は s = − 3
4 のとき時間局所的に適切である。特に、解は Banach 空間

ST において一意である。
系. 実数値の場合、(1)は s = − 3

4 のとき時間大域的に適切である。
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非線形シュレディンガー方程式の
定在波解について

前田昌也（京都大学理学研究科）

この講演では次の非線形シュレディンガー方程式

iut = −∆u + V (x)u− (|x|−1 ∗ |u|2) u, (t, x) ∈ R1 × R3, (1)

の定在波解の集中点について考察する. ただし, ∗ は畳み込み積である.

定在波解とは (1) の u(t, x) = eiωtϕω という形をした解であり, このとき
ϕω は

−∆ϕω + (V + ω) ϕω −
(|x|−1 ∗ |ϕω|2

)
ϕω = 0 (2)

の解である.

方程式 (1) は Bose-Einstein 凝縮 (BEC) や非線形光学においてモデル
方程式となっている. BEC においては (1) のエネルギー汎関数

E(u) =
1

2

∫

R3

(|∇u|2 + V |u|2) dx− 1

4

∫

R3

∫

R3

|u(x)|2|u(y)|2
|x− y| dx dy,

を L2 ノルム一定の条件下で最小化する関数が極低温下での Bose ガスの
振る舞いを記述していると考えられている. (最小化関数は定在波になる.)

今回は, L2 ノルム一定の条件下での最小化関数について L2 ノルムを
大きくしていったときの挙動を調べる.

定義 1 (基底状態解). 次の集合を, 基底状態解と呼ぶ.

Gα :=

{
u ∈ H1

V

∣∣ ‖u‖L2 = α, E(u) = inf
||v||L2=α

E(v)

}
,

ただし, H1
V =

{
u ∈ H1

∣∣ V |u|2 ∈ L1
}
.

Aschbacher 達 [1] は L2 ノルム α が大きくなるにつれ, 基底状態解は
その L2 ノルムの大部分をポテンシャル V のある最小点に集中させるこ



とを示した. 今回, 我々は基底状態解が V のどの集中点に集中するか, 及
び基底状態解の L2 ノルム α に依存した形での指数減衰について調べた.

以下, ポテンシャル V ∈ C3(R3;R) について次を仮定する.

(V1) 0 = infx∈R3 V (x) < limx→∞ V (x) = supx∈R3 V (x) ≤ ∞.

(V2) βを多重指数とする. |β| ≤ 3のとき,ある r > 0について |∂βV (x)| ≤
C(1 + |x|)r.

これらの仮定の下では, 基底状態解の存在は保証されている.

命題 1. 各 α > 0 について, Gα 6= ∅.
以下に主定理を述べる.

定理 1. α を十分大きいとする. このとき, L2 ノルムが α の任意の基底
状態解 u ∈ Gα は唯一つの極大点 yα,y ∈ R3 を持ち, 次を満たす.

u(x) ≤ Cα4 exp
(−Cα2|x− yα,u|

)
.

さらに任意の ε > 0 に対し, ある αε が存在し, 任意の α ≥ αε と u ∈ Gα

に対し, u の唯一の極大点 yα,u は Θε に含まれる. ただし,

Θε :=

{
x ∈ R3

∣∣ inf
y∈Θ

|x− y| < ε

}
,

Θ :=

{
x ∈ V −1({0})

∣∣ ∆V (x) = min
y∈V −1({0})

∆V (y)

}
.

この定理により, 基底状態解は V の最小点の中でも ∆V の値が最も小
さいものを選択して集中することがわかる.

注意 1. この結果は Hartree 型非線形項だけでなく, 冪乗型非線形項にお
いても適用可能である. また, 半古典近似の場合においても適用できる.

半古典近似の場合はWang [2] により最小点に集中していることが示され
ているので, その結果の精密化を与える.
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非線型シュレディンガー方程式系に対する定在波解

早稲田大学大学院基幹理工学研究科　　生駒 典久

次の非線型連立シュレディンガー方程式系を考える:




i
∂ψ1

∂t
+ ∆xψ1 + λ1(x)ψ1 + (µ1|ψ1|2 + β|ψ2|2)ψ1 = 0 in (0,∞)× RN ,

i
∂ψ2

∂t
+ ∆xψ2 + λ2(x)ψ2 + (β|ψ1|2 + µ2|ψ2|2)ψ2 = 0 in (0,∞)× RN ,

(1)

ここで N = 2, 3 とし µ1, µ2, β > 0 は定数とする. (1)の解で定在波解について考
える．定在波解とはψj(t, x) = eλ̄jtuj(x) という形の解のことである. したがって,

以下の方程式系について考える:




−∆u1 + V1(x)u1 = µ1u
3
1 + βu1u

2
2 in RN ,

−∆u2 + V2(x)u2 = βu2
1u2 + µ2u

3
2 in RN ,

u1, u2 > 0, u1, u2 ∈ H1(RN).

(2)

ただし, Vj(x) = λ̄j − λj(x) とする. この講演では Vj(x)(j = 1, 2) は次を満たす
とする.

(V1) Vj(x) ∈ C1(RN),

(V2) 0 < inf
RN

Vj ≤ sup
RN

Vj = Vj,∞ < ∞,

(V3) Vj(x) → Vj,∞ as |x| → ∞.

ここでは µ1, µ2 > 0 を固定し，β > 0 をパラメータとみて (2)の解の存在，非
存在を議論する．Vj(x) = const. > 0 (j = 1, 2) のときは, ある 0 < β1 < β2

が存在して, 0 ≤ β < β1 または β2 < β であれば (2)の球対称解が存在する
(Ambrosetti-Colorado [1, 2], Sirakov [3]).

この講演では, ポテンシャル V1(x), V2(x) が x に依存する場合を考える. この
ときは球対称な関数空間で考えることができない. (2)の解を得るために汎関数
I : H1(RN)×H1(RN) → R を

I(u) =
1

2

2∑
j=1

∫

RN

|∇uj|2 + Vj(x)u2
j dx− 1

4

∫

RN

µ1u
4
1 + 2βu2

1u
2
2 + µ2u

4
2 dx

により定め, I ′(u) = 0 となる点 u = (u1, u2), u1 6≡ 0, u2 6≡ 0 を求める. (2)を解析
する上で困難な点は以下の点等である.



1. ‘半自明解 ’が存在する (Remark 1).

2. I が (PS)条件を満たさない.

ここで, I が (PS)条件をみたすとは, (I(um))∞m=1 が有界で, I ′(um) → 0 を満たせ
ば, (um) が強収束部分列を持つときを言う. (V1)–(V3) を仮定したとき, 以下が
成り立つ.

Theorem 1. (V1)–(V3) を仮定する. このとき, ある 0 < β̃1 < β̃2 が存在して次
が成り立つ.

1. 0 ≤ β < β̃1 ならば (2)の解が存在する.

2. β̃2 < β ならば (2)の解が存在する.

Theorem 1の証明においてはNehari多様体N とその部分多様体M, Concentration-

Compactness Lemmaを使う. ここで, N , M は

N :=
{
u = (u1, u2) ∈ (H1(RN))2

∣∣ u 6≡ (0, 0), I ′(u)u = 0
}

,

M :=
{
u = (u1, u2) ∈ M

∣∣ u1, u2 6≡ 0, I ′(u)(u1, 0) = I ′(u)(0, u2) = 0
}

で定められる.　N , M の上で I の挙動を調べることが証明のポイントになる.

ここでは
bN := inf

N
I, b̂M = inf

M
I

が達成されるかどうかを見る.

Remark 1. u1 ≡ 0 とすれば方程式 (2)は
{
−∆u2 + V2(x)u2 = µ2u

3
2 in RN ,

u2 > 0, u2 ∈ H1(RN)
(3)

に帰着される．V2(x) が (V1)–(V3)をみたせば (3)は正値解を持つことはよく知
られている. (2)の解を得るためにはこのような ‘半自明解 ’に注意しなければな
らない.

Remark 2. G.-M.Wei [4]は lim|x|→∞ Vj(x) = ∞ の状況の下で (2)を考察し解の存
在を得ている. このとき，適切に関数空間を設定すれば I は (PS)条件をみたす.
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Stark ポテンシャルを伴った
非線形 Schrödinger 方程式の時間大域解について

中村能久（熊本大学大学院 自然科学研究科)

次の Stark ポテンシャルのついた非線形 Schrödinger 方程式の初期値問題を考える.

i∂tu = −1
2
∆u + V (x)u + F (u), (t, x) ∈ R× Rn, (1)

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn, (2)

ここで n = 2, 3, ∂t = ∂/∂t, ∆ =
∑n

j=1 ∂2
j , ∂j = ∂xj = ∂/∂xj .

V (x) = −x1 = E · x, E =

{
(−1, 0, 0) (n = 3),

(−1, 0) (n = 2).
,

HE = −1
2
∆ + E · x,

非線形項 F (u) = λ0|u|2u + λ1u
3 + λ2ū

3 + λ3uū2, λj ∈ C, j = 0, 1, 2, 3,である.

Stark ポテンシャル効果を伴った非線形 Schrödinger 方程式 (NLS)の散乱理論において
いくつかの結果が知られている. 非線形項がゲージ不変性を持つ場合は, Avron-Herbst
の公式により, V (x) ≡ 0 である (1) の既存の結果に帰着できる ([2]参照). 非線形項が
ゲージ不変性を持たない場合は, 終値問題に関しては大きな時間に対する非線形項の増大
度を与えられた漸近状態の正則性を上げることにより解決されている ([7]参照). 今回得
られた結果は初期値問題すなわち (1)-(2) の時間大域解の存在, および解の漸近状態の存
在に関してである (E = 0 の場合は, 例えば [3] 参照). 関数空間

Hs,m = {f ∈ S ′ | ‖f‖s,m,p = ‖〈x〉m〈i∂〉sf‖L2 < ∞}, Hs = Hs,0,

を導入する. ここで 〈x〉 = (1 + |x|2)1/2, 〈i∂〉 = (1−∆)1/2.

定理 1 ([6]) 空間次元 n = 3, λ0, λ1 ∈ C, λ2 = λ3 = 0, u0 ∈ H4 ∩H3,1 ∩H1,2 を仮定
する. このとき次を満足する十分小さい ε > 0 が存在する: ‖u0‖H4∩H3,1∩H1,2 = ε であ
るような (1)-(2) の時間大域解 u が一意に存在し, 次を満たす.

U(·)UE(−·)u ∈ C([0,∞);H4 ∩H3,1 ∩H1,2),

sup
t≥0
{‖UE(−t)u(t)‖H4 + ‖xUE(−t)u(t)‖H3 + ‖x2UE(−t)u(t)‖H1} < 4ε.

ここで UE(t) = e−itHE . 特に U0(t) = e
it
2

∆. さらにこのとき u+ ∈ H4 ∩H2,1 ∩H0,2 が
一意に存在し, 次を満たす.

sup
t≥0

〈t〉‖UE(−t)u(t)− u+‖H4∩H2,1∩H0,2 < Cε3.

ここで定数 C > 1 は ε に依存しない.



定理 2 (cf. [4, 5]) 空間次元 n = 2, λj ∈ C, j = 0, 1, 2, 3, u0 ∈ L2(R2) を仮定する. こ
のとき次を満足する十分小さい ε > 0 が存在する: ‖u0‖L2 = ε であるような (1)-(2) の
時間大域解 u が一意に存在し, 次を満たす.

u ∈ C([0,∞);L2) ∩ L4(0,∞;L4).

さらにこのとき u+ ∈ L2 が一意に存在し, 次を満たす.

‖UE(−t)u(t)− u+‖L2 → 0 as t →∞.

注意 1 定理 1 の証明は, Avron-Herbst の公式により, 初期値問題 (1)-(2) をポテンシャ
ルの影響のない問題に変換して行う. このときゲージ不変性のない非線形項に関しては
時間および空間のポテンシャル方向に依存する振動が生じるため, 解の微分及び解の重み
付き評価は時間に関して増大する. 実際、1階の微分に対して 1次の時間増大度が、1次
の重み付き評価に対して 2次の時間増大度が生じる. この振動に関して部分積分する事
により必要な減衰度が得られ, (1)-(2) の時間大域解の存在が証明される.

注意 2 空間 3次元で λ0, λ1 ∈ C, λ3 ∈ C \ {0}, λ3 = 0 の場合は, 初期値 u0 ∈ H5 ∩
H3,1 ∩H1,2 が十分小さいという仮定の下で, (1)-(2) の時間大域解の存在および漸近状態
の存在が証明できる.

注意 3 定理 2 は, Stricharz 評価により証明される (例えば [4, 5] 参照).
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有界領域における強退化移流拡散方程式

渡邉 紘 (中央大学大学院 理工学研究科 数学専攻)

以下の形の非線形移流拡散方程式の初期値境界値問題を考える。

(IBVP)





ut +∇ · A(x, t, u) + B(x, t, u) = ∆β(u), (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

∂β(u)

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), u0 ∈ L∞(Ω) ∩BV (Ω).

ここで、Ω ⊂ RNはLipschitz領域とする。∇ = (∂/∂x1, . . . , ∂/∂xN), ∆ =
∑N

i=1 ∂2/∂x2
i は

RN の spatial nabla, Laplacianとして、[0,T] は固定された時間区間である。 A(x, t, ξ) =
(A1, ..., AN)(x, t, ξ) を Ω × [0, T ] × R 上の RN 値の微分可能な関数として、 B(x, t, ξ)
は Ω × [0, T ] × R上の実数値の微分可能な関数とする。右辺の関数 βはR上単調増加で
Lipschitz連続であると仮定する。nは ∂Ωの各点における単位法線を表す。
∇·A(x, t, u)は波のように、物理量uが上流から下流へ流される現象を表しているため、

移流項と呼ばれる。また、∆β(u)は熱のように、物理量 uの分布が全体的に均一化してい
く過程を表していて、拡散項と呼ばれる。よって、この方程式は非線形移流拡散方程式で
ある。形の上では、時間に依存した双曲型保存則と多孔性媒質方程式の線形結合とみなさ
れる。それゆえに、この方程式は多孔性媒質における保存則を記述しているだけでなく、
非線形粘性を伴ったBergers方程式

ut +

(
u2

2

)

x

= (|u|α−1u)xx (x, t) ∈ R× (0,∞)

の一般化された形として考えられる。
また βに対する仮定から、β′(ξ) = 0となる区間が存在する可能性がある。この意味で

この方程式は強退化型であると云う。拡散項の退化性は、移流項から生じる（一般的に
shockと呼ばれる）不連続性と相互作用するかもしれない。このことがこの方程式を研究
する最大の動機となっている。
本研究は、上記の初期値境界値問題のBV -エントロピー解に注目し、その存在と一意

性を証明することを目的としている。BV -エントロピー解の定義は以下である。

定義 1. u0 ∈ L∞(Ω) ∩ BV (Ω)を取る。 関数 u ∈ L∞(Ω× (0, T )) ∩ BV (Ω× (0, T )) が次
の二つの条件を満たすとき、(IBV P )のBV -エントロピー解と呼ぶ :

(1) u は C([0, T ]; L1(Ω)) に属して、u(·, 0) = u0 が成立する。
(2) ∇β(u) は L2(0, T ; L2(Ω)N) に入り、各 ϕ ∈ C∞

0 (RN × (0, T ))+ に対して、次の不
等式が成立する。

∫ T

0

∫

Ω

|u− k|ϕtdxdt ≥
∫ T

0

∫

Ω

sgn(u− k)(∇β(u) · ∇ϕ

−[A(x, t, u)− A(x, t, k)] · ∇ϕ + [∇ · A(x, t, k) + B(x, t, u)]ϕ)dxdt.

エントロピー解については、1969年に S.N.Kruzkov [4] により導入され、一階の準線形
保存型方程式の初期値問題に対して二重変数法と呼ばれる巧みな方法を用いて一意性が証



明された [5]。境界値問題については、C. Bardos, A. Y. Leroux and J. C. Nedelec [2]に
より、Dirichlet問題がBV の枠組みで取り扱われた。その後、Kruz̆kovの方法は二階の項
（拡散項）がついた方程式にも適用された。β(u) = 0という境界条件の下で J. Carrillo [1]
がエントロピー解の存在と一意性を証明し、C. Mascia, A. Porretta and A. Terracina [7]
は非斉次Dirichlet条件の下でエントロピー解の一意性と vanishing viscosity methodの適
合性を証明した。
本研究の特徴は、強退化移流拡散方程式を有界領域、Neumann境界条件の下で考え、

BV の枠組みで解の存在と一意性を証明することである。そのために、[2]において仮定
された条件と類似の条件をBV -エントロピー解に仮定することにする。

任意の実数 kに対して∫

∂Ω

sgn(Tru− k)[A(x, t, Tru)− A(x, t, k)] · n(x)dHN−1 ≥ 0, t ∈ [0, T ],

が成立する。ここで、Tr : BV (Ω) → L1(∂Ω;HN−1)は trace作用素である。

本講演では、BV -エントロピー解の L1 の意味での初期値への連続的依存性について述
べる。

定理 1. (IBV P )のBV -エントロピー解 u, vと任意の ϕ ∈ C∞
0 (RN × (0, T ))+に対して、

次の不等式が成立する。∫ T

0

∫

Ω

|u− v|ϕtdxdt ≥
∫ T

0

∫

Ω

sgn(u− v)([∇β(u)−∇β(v)] · ∇ϕ

−[A(x, t, u)− A(x, t, v)] · ∇ϕ + [B(x, t, u)−B(x, t, v)]ϕ)dxdt.

これによりテスト関数をϕ ∈ C∞
0 (0, T )+とし、Gronwallの不等式を用いることにより、

次のような弱解の初期値への L1の意味での連続的依存性が証明される。

||u(·, t)− v(·, t)||1 ≤ eωt||u0 − v0||1
ここで ωは −∂B(x, t, ξ)/∂ξ ≤ ω を満たす定数である。
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Critical Exponent for Logarithmic Nonlinearity of

Nonlinear Heat Equation

Shie NISHIKAWA

In [1], Fujita showed for the first time that for the initial value problem of the heat equation
on RRRN

∂u

∂t
= ∆u + up, u(0, x) = u0(x)

there exists a critical value p∗ = 1 + 2/N such that for 1 < p < p∗ the solution for any
non-negative non-zero initial data blows up in finite time, whereas for p > p∗ the solution is
time-global for sufficiently small non-negative initial data. This phenomenum was extended to
many directions. Among others we mention Levine-Meier [2], who showed that in a conical
domain with spherical profile Ω the Fujita-type phenomenom occurs for the solutions of the
homogeneous Dirichlet boundary condition with the critical exponent p∗ = 1+2/(N +γ), where
γ is the positive root of the quadratic equation γ2 + (N − 2)γ − ω1 = 0 and ω1 is the first
Dirichlet eigenvalue of the Laplace-Beltrami operator of the spherical domain Ω. In this article
we consider the unbounded domains where p∗ = 1 in their theory. Namely, we wish to distinguish
cylindrical domains and a paraboloidal domains by employing a refined measure for the opening
and introducing a corresponding refined nonlinear term. More explicitly, we consider a domain
D of the form

xn > |x′|q + C,

with some q > 1. Correspondingly, we consider the mixed problem for the equation

∂u

∂t
= ∆u + u(logg u)p, u(0, x) = u0(x), u|∂D = 0, (P)

where the new function symbol logg u in the non-linear term stands for the following one:

logg u =





log u + 1 for u ≥ 1,
1

1− log u
for 0 < u < 1.

We make the convention that logg 0 = 0. The graph of this function is as follows:

graph of logg x

This is a monotone increasing and concave function. Notice that ulogg u as well as u(logg u)p



for any p > 0 becomes convex, as is easily verified by a simple calculation: For u ≥ 1

d2

du2
u(logg u)p =

d2

du2
u(log u + 1)p =

d

du
{(log u + 1)p + p(log u + 1)p−1}

=
p

u
(log u + 1)p−1 +

p(p− 1)
u

(log u + 1)p−2

=
p

u
(log u + 1)p−2(log u + p) > 0

For u < 1 we have

d2

du2
u(logg u)p =

d2

du2

u

(1− log u)p
=

d

du

{
1

(1− log u)p
+

p

(1− log u)p+1

}

=
p

u(1− log u)p+1
+

p(p + 1)
u(1− log u)p+2

> 0

Here we only consider non-negative solutions with non-negative initial data. Thus unless
otherwise mentioned, a solution will always imply a non-negative one.

Abstract result

First we adapt Meyer’s abstract criterion for finding critical exponent expressed in terms
of the decay rate of the solution of the linear heat equation to our logarithmic type case. In
the sequel, a (super- or sub-) solution will always imply a non-negative one unless otherwise
mentioned.

Consider the corresponding linear problem:

∂u

∂t
= ∆u, u(0, x) = u0(x), u|∂D = 0, (P0)

We first give the following lemma modifying the one by Meier [3] for the case of fractional
non-linearity to ours.

Theorem 1) Assume that there exists a non-trivial super-solution W of (P0) which satisfies,
for some ε > 0 and C > 0,

t1+ε (logg ‖W (t, ·)‖∞)p+1 ≤ C. (1)

Then a global solution of (P) exists.
2) Assume that for some non-trivial sub-solution W of (P0) we have

lim
t→∞ t (logg ‖W (t, ·)‖∞)p+1 = ∞. (2)

Then every solution of (P) blows up in finite time.
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リプシッツ作用素半群入門

− 解が初期値にリプシッツ連続的に依存する微分方程式系への応用を目指して −

田中　直樹（静岡大・理）

1 序論

本論説の目的は, 微分方程式系に関する適切性の問題を位相解析的な立場から考察することであ
る. ここでいう適切性とは, 解の存在と一意性, 及び, 解の初期値に関するリプシッツ連続的依存性
を意味する. 微分方程式系に対する適切性の問題を考察するための位相解析的手法として, 与えら
れた微分方程式系を, バナッハ空間 X における作用素 A に対する抽象的コーシー問題

u′(t) = Au(t) (t ≥ 0), u(0) = x ∈ D (⊂ X) (ACP; A, x)

に書き直して調べる方法－作用素半群の理論－がある. 文献 [45], [14], [21] に述べられている考え
方をもとに, 本研究に適した作用素半群のクラスを導出することから始める. このコーシー問題が,
上述の意味で適切である, すなわち, 各 x ∈ D に対して, ある意味の解 u(t;x) が時間大域的に存在
し一意であり, その解が初期値にリプシッツ連続的に依存するとすれば,

S(t)x = u(t;x) (t ≥ 0, x ∈ D)

により定まる, D からそれ自身への作用素族 {S(t); t ≥ 0} は次の性質をもつ1.

(S1) S(0)x = x (x ∈ D), S(t + s)x = S(t)S(s)x (s, t ≥ 0, x ∈ D).

(S2) 各 x ∈ Dに対して, S(·)x : [0,∞) → X は連続である．

(S3) 各 τ > 0 に対して, Lτ > 0 が存在して

‖S(t)x− S(t)y‖ ≤ Lτ‖x− y‖ (x, y ∈ D, t ∈ [0, τ ]).

条件 (S1), (S2), (S3) を満たす D からそれ自身への作用素族 {S(t); t ≥ 0} を D 上のリプシッ

ツ作用素半群といい, つぎで定義される作用素 A0 を {S(t); t ≥ 0} の無限小生成作用素という.
{

A0x = limh↓0(S(h)x− x)/h (x ∈ D(A0)),
D(A0) = {x ∈ D; limh↓0(S(h)x− x)/h が存在する }.

もし, リプシッツ作用素半群 {S(t); t ≥ 0} が, x ∈ D に対して S(·)x ∈ C1([0,∞);X) を満たすな
らば, (d/dt)S(t)x = A0S(t)x (t ≥ 0) である, すなわち, u(t) = S(t)x は (ACP;A0, x) の解であ
る. いま述べたことは特殊な場合ではあるが, このことから, 与えられた作用素 A に対する抽象的

コーシー問題 (ACP) が本論説の意味で適切であるかどうかを考察するためには, 作用素 A がリプ

シッツ作用素半群の無限小生成作用素であるかどうかを考察すればよい. (命題 2.7 も参照.) この
ように, 微分方程式系に対する適切性の問題は, 抽象的コーシー問題 (ACP)の適切性の問題へ, さ
らに,『リプシッツ作用素半群の無限小生成作用素の特徴づけ』の問題に翻訳される. そこで, つぎ
の節では, リプシッツ作用素半群の諸性質を調べ, さらに, リプシッツ作用素半群の無限小生成作用
素であるための必要条件を与えることにする.

1作用素半群の理論を解の初期値へのリプシッツ連続的依存性に着目して展開するという考え方は, 小林良和氏（中央大
学・理工）によるもので, 本研究もその流れに沿うものである.
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2 リプシッツ作用素半群の諸性質

X をバナッハ空間とし, D を X の部分集合とする. まず, リプシッツ作用素半群の無限小生成作
用素の性質を導出するために必要となる命題を紹介する. つぎの命題は, (C0) 半群に対する Feller
の定理 ([12]) の非線形版と考えられる.

命題 2.1. {S(t); t ≥ 0} を D 上のリプシッツ作用素半群とする. このとき, 定数 MX > 0, ω0 ≥ 0,
X ×X 上の非負値汎関数 Φ が存在して, つぎの条件をみたす．

(i) |Φ(x, y)− Φ(x̂, ŷ)| ≤ MX(‖x− x̂‖+ ‖y − ŷ‖) ((x, y), (x̂, ŷ) ∈ X ×X).

(ii) ‖x− y‖ ≤ Φ(x, y) ≤ MX‖x− y‖ ((x, y) ∈ D ×D).

(iii) Φ は D 上の距離である.

(iv) Φ(S(t)x, S(t)y) ≤ eω0tΦ(x, y) (t ≥ 0, (x, y) ∈ D ×D).

(証明) まず, 定数 MX ≥ 1, ω0 ≥ 0 が存在して,

‖S(t)x− S(t)y‖ ≤ MXeω0t‖x− y‖ (x, y ∈ D, t ≥ 0) (2.1)

が成立することを示す. そのために, x, y ∈ D, t ≥ 0 とする. τ > 0 とし, t = [t/τ ]τ + σ, σ ∈ [0, τ)
と表す. 但し, [a] は a の整数部分である. このとき, 条件 (S3) により,

‖S(t)x− S(t)y‖ = ‖S(τ)[t/τ ]S(σ)x− S(τ)[t/τ ]S(σ)y‖ ≤ L[t/τ ]+1
τ ‖x− y‖.

MX = max(Lτ , 1), ω0 = τ−1 log MX と定めれば, L
[t/τ ]
τ ≤ eω0t であるから, 所要の評価 (2.1) を

得る. さて, 汎関数 Φ0 : D ×D → R+ を

Φ0(x, y) = sup{e−ω0t‖S(t)x− S(t)y‖; t ≥ 0} ((x, y) ∈ D ×D)

により定める. (2.1) により, Φ0 の定義は意味を持ち, 明らかに, Φ0 は D 上の距離であり,
‖x − y‖ ≤ Φ0(x, y) ≤ MX‖x − y‖ (x, y ∈ D) を満たす. さらに, t ≥ 0, x, y ∈ D に対して,
e−ω0s‖S(s)S(t)x− S(s)S(t)y‖ = eω0te−ω0(s+t)‖S(s + t)x− S(s + t)y‖ ≤ eω0tΦ0(x, y) (s ≥ 0) で
あるから, Φ0(S(t)x, S(t)y) ≤ eω0tΦ0(x, y) (x, y ∈ D, t ≥ 0) が成り立つ. よって, この Φ0 を

Φ(x, y) = Φ0(x, y) (x, y ∈ D) (2.2)

となるように X ×X 上の非負値汎関数 Φ へ拡張することができれば, 条件 (ii), (iii), (iv) が満た
される. このことを実行するために, x, y ∈ X とする. このとき, u, v ∈ D に対して, Φ0(u, v) −
MX(‖x−u‖+‖y−v‖) ≤ MX‖u−v‖−MX(‖x−u‖+‖y−v‖) ≤ MX‖x−y‖ であるから, X×X

上の非負値汎関数 Φ を

Φ(x, y) = max(sup{Φ0(u, v)−MX(‖x− u‖+ ‖y − v‖); u, v ∈ D}, 0)

により定義できる. (x, y), (x̂, ŷ) ∈ X × X とするとき, u, v ∈ D に対して, Φ0(u, v) −MX(‖x −
u‖ + ‖y − v‖) − (Φ0(u, v) − MX(‖x̂ − u‖ + ‖ŷ − v‖)) ≤ MX(‖x − x̂‖ + ‖y − ŷ‖) であるから,
Φ(x, y) ≤ Φ(x̂, ŷ)+MX(‖x−x̂‖+‖y−ŷ‖)を得る. よって,条件 (i)が成り立つ. (2.2)を示す. Φの定
義から, 明らかに, Φ(x, y) ≥ Φ0(x, y) (x, y ∈ D)である. 逆向きの不等式を示すために, x, y ∈ D と

する. Φ0 は D 上の距離であるから, u, v ∈ D に対して, Φ0(u, v) ≤ Φ0(u, x)+Φ0(x, y)+Φ0(y, v) ≤
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MX(‖x − u‖ + ‖y − v‖) + Φ0(x, y) が成り立つ. よって, Φ(x, y) ≤ Φ0(x, y) である. したがって,
(2.2) が成り立つ.

D 上の縮小作用素半群 {S(t); t ≥ 0} について, 関数 t → S(t)x の微分可能性を考察する際に,
重要な役割を果たす集合として,

D̂ = {x ∈ D; lim infh↓0 ‖S(h)x− x‖/h < ∞}

が導入されている. この定義は, D 上のリプシッツ作用素半群に対しても意味をもつ. つぎのよう
な微分方程式系の混合問題などの解のア・プリオリ評価の抽象版が成立する.

命題 2.2. {S(t); t ≥ 0} を D 上のリプシッツ作用素半群とする. このとき, 定数 a0 ∈ R, 下半連続
汎関数 ψ : X → [0,∞] が存在して, つぎの条件をみたす．

(a) D(ψ) = D̂, 但し, D(ψ) は ψ の有効域である.

(b) 各 x ∈ D(ψ), t ≥ 0 に対して, S(t)x ∈ D(ψ) かつ ψ(S(t)x) ≤ ea0tψ(x).

(c) ‖S(t + h)x− S(t)x‖ ≤ hea0(t+h)ψ(x) (x ∈ D(ψ), t, h ≥ 0).

(証明) 定数 ω0 ≥ 0, X ×X 上の非負値汎関数 Φ を命題 2.1 の条件 (i) から (iv) をみたすものと
する．汎関数 ψ : X → [0,∞] を

ψ(x) =

{
lim infh↓0 Φ(S(h)x, x)/h (x ∈ D(ψ)),
∞ (その他)

(2.3)

により定義する. 但し D(ψ) は lim infh↓0 Φ(S(h)x, x)/h < ∞ をみたす x ∈ D 全体の集合とする.
命題 2.1 の条件 (ii) により, 条件 (a) が成り立つ. 汎関数 ψ の下半連続性を示すために,

Φ(S(t + s)x, S(t)x) ≤ ψ(x)
∫ s

0

eω0(t+ξ) dξ (x ∈ D(ψ), t, s ≥ 0) (2.4)

を示す. そのために, x ∈ D(ψ), t ≥ 0とし, f ∈ C([0,∞);R)を f(s) = Φ(S(t+s)x, S(t)x) (s ≥ 0)
により定める. このとき, 命題 2.1 の条件 (iii), (iv) により

(f(s + h)− f(s))/h ≤ Φ(S(t + s + h)x, S(t + s)x)/h ≤ eω0(t+s)Φ(S(h)x, x)/h (h > 0)

であるから, D+f(s) ≤ eω0(t+s)ψ(x) (s ≥ 0)である. 但し, D+f は f のディニー微分を表す. よって,
所要の不等式 (2.4)を得る. さて, x ∈ X, r > 0, ψ(xn) ≤ r (n ≥ 1), xn → x (n →∞)とする. この
とき,不等式 (2.4)で (t, s, x) = (0, h, xn)とし, n →∞とすれば, Φ(S(h)x, x)/h ≤ rh−1

∫ h

0
eω0ξ dξ

(h > 0) を得る. 右辺は h ↓ 0 のとき, 有界であるから, x ∈ D(ψ) かつ ψ(x) ≤ r である. したがっ
て, ψ は下半連続である. 条件 (b), (c) は, 不等式 (2.4) より示せる.

これらの命題から, 理論的には, 時間大域的な解が存在し, その解が初期値に関してリプシッツ連
続的に依存する微分方程式系については, その解作用素は, 適当な距離に似た汎関数に関して準縮
小的になり, さらに, 適当な汎関数に関して指数的成長評価式を満たす. 逆に, このような性質を持
つ距離に似た汎関数の構成, 及び, 指数的成長評価式が得られれば, 時間大域的な解が存在し, その
解が初期値にリプシッツ連続的に依存することを示すことができると考えられる. これについて,
次節で考察する. それでは, 実用上, このような性質を持つ距離に似た汎関数をどのように構成す
ればよいのだろうか. また, 指数的成長評価はどのようにすれば得られるのであろうか. このこと
について, 以下の例で簡単に触れる.
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例 2.3. β ∈ C2(R+;R+), β(0) = 0, β′(s) ≥ mβ > 0 (s ∈ R+), γ > 0 とする. このとき,
{

utt = β′(‖∇u‖2)∆u− γut ((x, t) ∈ Ω× (0,∞))
u = 0 ((x, t) ∈ ∂Ω× (0,∞))

を例にとり, 指数的成長評価（ア・プリオリ評価）の導出を考えてみる. 但し, Ω は有界領域であ
り, ‖v‖ により v の標準的な L2 ノルムを表す.

X = H1
0 (Ω)× L2(Ω) における作用素 A を

{
A(u, v) = (v, β′(‖∇u‖2)∆u− γv) ((u, v) ∈ D(A)),
D(A) = {(u, v) ∈ X; v ∈ H1

0 (Ω), ∆u ∈ L2(Ω)} (2.5)

により定める. 形式的な計算を行うために, v = ut, w = vt とおく. このとき, utt = β′(‖∇u‖2)∆u−
γut と ut との L2 内積を考えれば,

(d/dt)(β(‖∇u(t)‖2) + ‖v(t)‖2) = −2γ‖v(t)‖2 (2.6)

を得る. vt = β′(‖∇u‖2)∆u− γv の両辺を t で微分して得られる式

wt = β′(‖∇u‖2)∆v − γw + (d/dt)β′(‖∇u‖2) ·∆u

と vt との L2 内積を考えれば,

(d/dt)(β′(‖∇u(t)‖2)‖∇v(t)‖2 + ‖w(t)‖2)
= −2γ‖w(t)‖2 − 2β′(‖∇u(t)‖2)−1β′′(‖∇u(t)‖2)‖∇v(t)‖2〈γv(t) + w(t), v(t)〉

+ 4β′(‖∇u(t)‖2)−1β′′(‖∇u(t)‖2)〈∇u(t),∇v(t)〉〈γv(t) + w(t), w(t)〉 (2.7)

を得る. そこで, 汎関数 H : D(A) → R+ を

H(u, v) = β(‖∇u‖2) + ‖v‖2 + β′(‖∇u‖2)‖∇v‖2 + ‖β′(‖∇u‖2)∆u− γv‖2 (2.8)

により定めると, ρ(0) = 0 をみたす ρ ∈ C(R+;R+) が存在して,

(d/dt)H(u(t), v(t)) + (2γ − ρ(H(u(t), v(t))))(‖v(t)‖2 + ‖w(t)‖2) ≤ 0 (t ∈ [0, τmax)).

但し, τmax は解が存在する最大時間である. c0 > 0 を ρ(s) < 2γ (s ∈ [0, c0]) をみたすように選
ぶとき, これまでの考察から, 集合 D, 汎関数 ϕ : X → [0,∞] を次のように定めれば, 解作用素族
{S(t); t ≥ 0} は S(t)(D) ⊂ D (t ≥ 0) をみたし, さらに, a = 0, ψ = ϕ として, 指数的成長評価を
みたす.

D = {(u, v) ∈ D(A); H(u, v) ≤ c0}, (2.9)

ϕ((u, v)) =

{
H(u, v) ((u, v) ∈ D),
∞ (その他).

(2.10)

さらに, この考察から, 与えられた微分方程式の混合問題を議論するためには, つぎにより定義さ
れる作用素 A : D → X に対する抽象的コーシ問題 (ACP) が適切であることを調べればよいこと
が分かる. (命題 2.7 も参照)

A(u, v) = A(u, v) ((u, v) ∈ D) (2.11)
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つぎに, 距離に似た汎関数をどのように構成すればよいのかについて, この方程式を題材に 1 つ
の構成法を述べる.

v = ut, w = vt とおく. 方程式 vt = β′(‖∇u‖2)∆u− γv について変分をとると,

v̇t = β′(‖∇u‖2)∆u̇− γv̇ + 2β′′(‖∇u‖2)〈∇u,∇u̇〉∆u

である. 但し, u̇(x, t; θ) = ∂u(x, t; θ)/∂θ を表す. 上で得られた式と v̇ との L2 内積をとると,
F ∈ C(R+;R+) が存在して,

(d/dt)(‖v̇(t)‖2 + β′(‖∇u(t)‖2)‖∇u̇(t)‖2)
= −2γ‖v̇(t)‖2 + 2β′′(‖∇u(t)‖2)〈∇u(t),∇v(t)〉‖∇u̇(t)‖2

+ 4β′′(‖∇u(t)‖2)β′(‖∇u(t)‖2)−1〈∇u(t),∇u̇(t)〉〈w(t) + γv(t), v̇(t)〉
≤ F (H(u(t), v(t)))(‖v̇(t)‖2 + β′(‖∇u(t)‖2)‖∇u̇(t)‖2)

である. そこで, 汎関数 V : X ×X → R+ を

V ((u, v), (û, v̂)) = (‖v − v̂‖2 + β′(‖∇u‖2)‖∇(u− û)‖2)1/2 (2.12)

により定める. 上述の考察により, 定数 ω0 ≥ 0 が存在して,

(d/dt)V ((u(t), v(t)), (û(t), v̂(t))) ≤ ω0V ((u(t), v(t)), (û(t), v̂(t))) (t ≥ 0)

を得る. よって, Φ = V として, 条件 (iv) が成り立つ.

注意 2.4. (2.10) で定義される汎関数 ϕ の選び方は一意的ではなく, H の代わりに

H(u, v) = β(‖∇u‖2) + ‖v‖2 + ‖∆u‖2 + β′(‖∇u‖2)−1‖∇v‖2

を用いてもよい. 方程式 utt = β′(‖∇u‖2)∆u− γut と 2∆u との L2 内積をとると,

(d/dt)‖∇ut‖2 + β′(‖∇u‖2)(d/dt)‖∆u‖2 + 2γ‖∇ut‖2 = 0

をえる. よって, (2.6) と組み合わせると, ρ̂(0) = 0 をみたす ρ̂ ∈ C(R+;R+) が存在して,

(d/dt)H(u, v) + 2β′(‖∇u‖2)−1‖∇v‖2(γ − ρ̂(H(u, v))) ≤ 0

が成り立つ. また, これをもとに, 前述と同じようにして, 集合 D を定めることができる. 本論説
で, (2.8) により定義される汎関数 H を用いる 1 つの理由は, H が命題 2.2 における (2.3) により
定義される汎関数 ψ と同様な役割を果たすと考えられるからである. 実際, (2.12) により定まる V

を Φ とするとき, (u, v) ∈ D ならば, limh↓0 ‖(S(h)(u, v)− (u, v))/h−A(u, v)‖ = 0 であるから,

ψ(u, v) = lim inf
h↓0

(Φ(S(h)(u, v), (u, v))/h

= lim inf
h↓0

(Φ((u, v) + hA(u, v), (u, v))/h

= (‖β′(‖∇u‖2)∆u− γv‖2 + β′(‖∇u‖2)‖∇v‖2)1/2

が成り立つ.
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偏微分方程式の混合問題の適切性の問題は, 1つの方法として, 2 つの解の差を測るための汎関
数を選び, この汎関数に関して解の差が初期値の差に縮小的に依存することを示すことで解決でき
ると考えられる．しかし, 2 つの解の差を測るものとして, ノルムが用いられることが多く, その方
法に対応する理論が単調作用素, 縮小作用素半群の理論である.（文献 [3], [9], [10], [16], [17], [20],
[28], [29] を参照）この意味において, 縮小作用素半群に代わり『リプシッツ作用素半群』の研究が
重要になるのではないだろうか. そこで, リプシッツ作用素半群の特徴づけを目指して, まず, D 上

のリプシッツ作用素半群 {S(t); t ≥ 0} の無限小生成作用素であるための必要条件を述べる.

命題 2.5. {S(t); t ≥ 0} を D 上のリプシッツ作用素半群とし, A0 を {S(t); t ≥ 0} の無限小生成
作用素とする. このとき, 定数 MX > 0, ω0 ≥ 0, X ×X 上の非負値汎関数 Φ 及び 下半連続汎関
数 ψ : X → [0,∞] が存在して, つぎの条件をみたす．

(P1) |Φ(x, y)− Φ(x̂, ŷ)| ≤ MX(‖x− x̂‖+ ‖y − ŷ‖) ((x, y), (x̂, ŷ) ∈ X ×X).

(P2) ‖x− y‖ ≤ Φ(x, y) ≤ MX‖x− y‖ ((x, y) ∈ D ×D).

(P3) lim infh↓0(Φ(x + hA0x, y + hA0y)− Φ(x, y))/h ≤ ω0Φ(x, y) (x, y ∈ D(A0)).

(P4) 任意の ε > 0, x ∈ D(A0) に対して, δ ∈ (0, ε], xδ ∈ D が存在して,

‖x + δA0x− xδ‖ ≤ δε, (ψ(xδ)− ψ(x))/δ ≤ ω0ψ(x) + ε.

(証明) 命題 2.1 により, 定数 MX > 0, ω0 ≥ 0, X ×X 上の非負値汎関数 Φ 及び 下半連続汎関数
ψ : X → [0,∞] が存在して, 命題 2.1 の条件 (i) から (iv), 命題 2.2 の条件 (a) から (c) が成り立
つ. よって, 条件 (P1), (P2) は満たされる. さて, x, y ∈ D(A0) とする. このとき, h > 0 に対して,

(Φ(x + hA0x, y + hA0y)− Φ(x, y))/h

≤ (Φ(S(h)x, S(h)y)− Φ(x, y))/h

+ MX(‖x + hA0x− S(h)x‖/h + ‖y + hA0y − S(h)y‖/h)

であるから, 条件 (P3) が成り立つ. 条件 (P4) は xδ = S(δ)x として成り立つ.

逆に, A0 が条件 (P1) から (P4) を満たすとき, A0 は D 上のリプシッツ作用素半群の無限小生

成作用素であるか, という問題を次の節から考察する.
この節の最後に, 抽象的コーシー問題に関する結果を述べておく.

命題 2.6. {S(t); t ≥ 0} を D 上のリプシッツ作用素半群とし, A0 を {S(t); t ≥ 0} の無限小生成
作用素とする. このとき, つぎが成り立つ.

(i) 各 t ≥ 0 に対して, S(t)(D̂) ⊂ D̂.

(ii) X が回帰的なバナッハ空間ならば, 各 x ∈ D̂ に対して

S(t)x ∈ D(A0), (d/dt)S(t)x = A0S(t)x (a.a. t > 0).

(証明) 条件 (i) は, 命題 2.2 (b) そのものである. 条件 (ii) を示すために, x ∈ D̂ とする. 命
題 2.2 (c) により, 関数 t → S(t)x は [0,∞) の任意の有界区間上リプシッツ連続である. X

が回帰的なので, 関数 t → S(t)x は, 殆んどすべての t > 0 に対して, 微分可能である. そこ
で, t0 を関数 t → S(t)x が微分可能である点とする. このとき, (S(h)S(t0)x − S(t0)x)/h =
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(S(t0 + h)x − S(t0)x)/h → (d/dt)S(t0)x (h ↓ 0) であるから, 無限小生成作用素の定義により,
S(t0)x ∈ D(A0), A0S(t0)x = (d/dt)S(t0)x が成り立つ.

(C0) 半群に対する Phillips の定理の非線形版と考えられる, 抽象的コーシー問題の適切性の言
葉を利用したリプシッツ作用素半群の無限小生成作用素の特徴づけを与える.

命題 2.7. A : D → X を作用素とする. このとき, つぎは同値である.

(i) 各 x ∈ D に対して, 右微分可能な連続関数 u : [0,∞) → D が存在し, (d/dt)+u(t) = Au(t)
(t ≥ 0), u(0) = x を満たす. さらに, 各 τ > 0 に対して, 定数 Lτ > 0 が存在して, u, v を前

述のような条件を持つ 2 つの関数とすれば,

‖u(t)− v(t)‖ ≤ Lτ‖u(0)− v(0)‖ (t ∈ [0, τ ]). (2.13)

(ii) A は D 上のリプシッツ作用素半群 {S(t); t ≥ 0} の無限小生成作用素である.

(証明) (i) ⇒ (ii) を証明する. 各 x ∈ D に対して, 条件 (i) で存在が保証される関数を u(t;x) と
表す. このとき, D からそれ自身への作用素族 {S(t); t ≥ 0} を S(t)x = u(t;x) (x ∈ D, t ≥ 0) に
より定める. 明らかに, 条件 (S2) を満たし, S(0)x = x である. さて, 半群性を示すために, s ≥ 0,
x ∈ D とし, v(t) := S(t + s)x (= u(t + s;x)) (t ≥ 0) と定める. このとき, (v(t + h)− v(t))/h =
(u(t + s + h;x) − u(t + s;x))/h → (d/dt)+u(t + s;x) = Au(t + s;x) = Av(t) (h ↓ 0) である.
v(0) = S(s)x であるから, (2.13) により, v(t) = S(t)S(s)x を得る. 即ち, S(t + s)x = S(t)S(s)x
(t, s ≥ 0, x ∈ D) である. よって, 条件 (S1) は満たされる. 条件 (S3) は (2.13) により満た
される. よって, {S(t); t ≥ 0} は D 上のリプシッツ作用素半群である. A が {S(t); t ≥ 0} の
無限小生成作用素であることを示すために, B を {S(t); t ≥ 0} の無限小生成作用素であると
する. 明らかに, D(B) ⊂ D = D(A) である. そこで, x ∈ D(A) = D とする. このとき,
(S(h)x − x)/h = (u(h;x) − u(0;x))/h → Au(0;x) = Ax (h ↓ 0) であるから, x ∈ D(B) かつ
Bx = Ax を得る. よって, A = B である.

(ii) ⇒ (i) を示す. x ∈ D とし, 連続関数 u : [0,∞) → D を u(t) = S(t)x (t ≥ 0) により定める.
このとき, A が {S(t); t ≥ 0} の無限小生成作用素であることと S(t)x ∈ D = D(A) (t ≥ 0) である
ことより, t ≥ 0に対して, (u(t+h)−u(t))/h = (S(t+h)x−S(t)x)/h = (S(h)S(t)x−S(t)x)/h →
AS(t)x (h ↓ 0) であるから, u : [0,∞) → D は右微分可能で, (d/dt)+u(t) = Au(t) (t ≥ 0) である.

x ∈ D とする. 上述のように, 右微分可能な連続関数 u : [0,∞) → D が存在して, (d/dt)+u(t) =
Au(t) (t ≥ 0), u(0) = x を満たすことが示された. v : [0,∞) → D をこのような条件を満たす任

意の関数とするとき, v(t) = S(t)v(0) (t ≥ 0) を示すことができれば, 不等式 (2.13) は条件 (S3)
から得られる.　さて, v : [0,∞) → D をこのような条件を満たす任意の関数とする. t ≥ 0 とし,
f ∈ C([0, t];R) を f(s) := ‖S(t − s)v(s) − S(t)v(0)‖ (s ∈ [0, t]) により定める. s ∈ [0, t) とする.
このとき, s + h ≤ t を満たす h > 0 に対して,

(f(s + h)− f(s))/h ≤ ‖S(t− s− h)v(s + h)− S(t− s− h)S(h)v(s)‖/h

≤ Lt‖(v(s + h)− v(s))/h− (S(h)v(s)− v(s))/h‖

であり, 右辺は h ↓ 0 のとき 0 に収束する. よって, D+f(s) ≤ 0 (s ∈ [0, t)) が成り立つ, 但し, D+

は Dini 微分を表す. ゆえに, f(t) ≤ f(0), 即ち, v(t) = S(t)v(0) (t ≥ 0) が成り立つ.
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3 リプシッツ作用素半群の生成定理

この節の目的は, リプシッツ作用素半群の生成定理について述べることである. 命題 2.7 によ
り, 右微分可能な解をもつような微分方程式系への応用を目指すには, いかなる条件の下で, 作用素
A : D → X が D 上のリプシッツ作用素半群の無限小生成作用素となるかを調べればよい. すなわ
ち, 一般的には, 作用素 A の定義域 D(A) とそれから生成される作用素半群の定義域 D との関係

は, D(A) ⊂ D ⊂ D(A) であるが, 右微分可能な解をもつような微分方程式系への応用を目指すに
は, 作用素 A が与えられたとき, その定義域上のリプシッツ作用素半群を構成せよ, という問題設
定となる.
そこで, 作用素 A : D → X が連続である場合から考察する.

定理 3.1. D を X の閉集合とし,作用素 A : D → X は連続であると仮定する. 作用素 Aが D 上の

リプシッツ作用素半群の無限小生成作用素であるための必要十分条件は, 定数 L > 0, M ≥ m > 0,
ω ≥ 0, X ×X 上の非負値汎関数 V が存在して, つぎの条件がみたされることである．

(A1) |V (x, y)− V (x̂, ŷ)| ≤ L(‖x− x̂‖+ ‖y − ŷ‖) ((x, y), (x̂, ŷ) ∈ X ×X).

(A2) m‖x− y‖ ≤ V (x, y) ≤ M‖x− y‖ ((x, y) ∈ D ×D).

(A3) lim infh↓0(V (x + hAx, y + hAy)− V (x, y))/h ≤ ωV (x, y) (x, y ∈ D).

(A4) lim infh↓0 d(x + hAx,D)/h = 0 (x ∈ D).

注目すべきは, 線形微分作用素が連続作用素でないことが, 連続作用素に関する生成定理の無効
さを連想させてしまうが, 連続作用素に関する生成定理は非線形微分方程式に関する適切性の問題
に有効である. 実際, この定理は, 非線形波動方程式 utt = σ(ux)x − γut の時間大域的適切性の問

題, 及び, 実解析的な初期値に対する Kirhhoff 方程式 utt = β′(‖ux‖2)uxx の時間大域的適切性の

問題に応用された. (文献 [19], [18] を参照.) 条件 (A3) のような汎関数に関する消散条件の概念は,
常微分方程式の初期値問題の一意性の問題に関連して, 文献 [33], [44], [31] などで導入されている.
しかし, この定理は, 例 2.3で取り扱った方程式に関する時間大域的適切性の問題へ応用できない.

実際, 例 2.3 で取り扱った方程式に関する時間大域的適切性の問題は, (2.9), (2.10), (2.12), (2.11)
により定められる D, ϕ, V , A を用いて, A に対する抽象的コーシー問題の適切性問題へ翻訳でき

る. 先の考察により, 条件 (A1) から (A4) が満たされることは期待されるが, A : D → X の連続

性が成り立たないことに原因がある.
そこで, (2.11) により定義される作用素 A : D → X の性質を調べてみると, 以下に述べるよう

な弱い意味の連続性条件 (C1), (C2) が成り立つ.

(C1) (u, v) ∈ D, (un, vn) ∈ D (n ≥ 1), (un, vn) → (u, v) (n →∞) ならば, A(un, vn) ⇀ A(u, v)
(n →∞) である.

実際, (u, v) ∈ D, (un, vn) ∈ D (n ≥ 1), (un, vn) → (u, v) (n →∞) とする. (vn, wn) = A(un, vn)
(n ≥ 1) とおく. {(vn(k), wn(k))}∞k=1 を {(vn, wn)}∞n=1 の任意の部分列とする. (un, vn) ∈ D

(n ≥ 1) であるから {(vn(k), wn(k))}∞k=1 は X における有界点列である. X はヒルベルト空間で

あるから, {(vn(k), wn(k))}∞k=1 は弱収束部分列 {(vn(k(i)), wn(k(i)))}∞i=1 をもつ. (un, vn) → (u, v)
(n → ∞) であるから, 適当な w ∈ L2(Ω) を用いて, {(vn(k(i)), wn(k(i)))}∞i=1 の弱極限を (v, w) に
より表すことができる. 任意の φ ∈ C∞0 (Ω) に対して, 〈wn, φ〉 = 〈β′(‖∇un‖2)∆un − γvn, φ〉 =
−β′(‖∇un‖2)〈∇un,∇φ〉−γ〈vn, φ〉であるから, n →∞とすれば, 〈w, φ〉 = −β′(‖∇u‖2)〈∇u,∇φ〉−
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γ〈v, φ〉 を得る. よって, (u, v) ∈ D(A) であり, (v, w) = A(u, v) = A(u, v) を得る. 弱極限が部分
列によらないので, A(un, vn) ⇀ A(u, v) (n →∞) である.

(C2) (u, v) ∈ D, (un, vn) ∈ D (n ≥ 1), (un, vn) → (u, v) (n →∞),
lim supn→∞ ϕ((un, vn)) ≤ ϕ((u, v)) ならば, A(un, vn) → A(u, v) (n →∞) である.

実際, (u, v) ∈ D, (un, vn) ∈ D (n ≥ 1), (un, vn) → (u, v), lim supn→∞ ϕ((un, vn)) ≤ ϕ((u, v)) と
する. (v, w) = A(u, v), (vn, wn) = A(un, vn) (n ≥ 1) とおく. このとき, 上で調べた A の性質

から, (vn, wn) ⇀ (v, w) (n → ∞) である. さらに, (un, vn) → (u, v), lim supn→∞ ϕ((un, vn)) ≤
ϕ((u, v)),

ϕ((u, v)) = β(‖∇u‖2) + ‖v‖2 + β′(‖∇u‖2)‖∇v‖2 + ‖β′(‖∇u‖2)∆u− γv‖2

であるから, {‖∇vn‖} が有界列であることに注意すれば,

β(‖∇u‖2) + ‖v‖2 + lim sup
n→∞

(β′(‖∇u‖2)‖∇vn‖2 + ‖wn‖2)

≤ β(‖∇u‖2) + ‖v‖2 + β′(‖∇u‖2)‖∇v‖2 + ‖w‖2

である. 〈〈(v, w), (v̂, ŵ)〉〉 := β′(‖∇u‖2)〈∇v,∇v̂〉+ 〈w, ŵ〉が X における内積であることに注意すれ

ば, (vn, wn) ⇀ (v, w) (n →∞), lim supn→∞(β′(‖∇u‖2)‖∇vn‖2 + ‖wn‖2) ≤ β′(‖∇u‖2)‖∇v‖2 +
‖w‖2 が成立しているので, (vn, wn) → (v, w) (n →∞) が成り立つ.

そこで, A : D → X の連続性の代わりに, 上述のような条件のもとで, A に対する抽象的コー

シー問題を考察することを考える. 条件を正確に述べることから始める.

条件設定 (H) X をバナッハ空間とし, D を X の部分集合とする. ϕ は D(ϕ) = D を満たす適正

な下半連続関数とする. A : D → X は次の条件を満たす作用素とする.

(*) xn ∈ D (n ≥ 1), x ∈ D, xn → x (n → ∞), lim supn→∞ ϕ(xn) ≤ ϕ(x) ならば Axn →
Ax (n →∞) である.

このような条件の下で, A に対する抽象的コーシー問題を考察することを正当化してくれる例を

もう 1 つ紹介する. H をヒルベルト空間とし, A をつぎの条件を満たす作用素とする, 即ち, −A

を極大単調作用素とする.

値域条件 R(I − λA) = H (λ > 0),

消散条件 〈x− y, ξ − η〉 ≤ 0 (x, y ∈ D(A), ξ ∈ Ax, η ∈ Ay).

A0 を A の標準的制限とする, 即ち, |||Ax||| = inf{‖η‖; η ∈ Ax} とするとき,

A0x = {ξ ∈ Ax; ‖ξ‖ = |||Ax|||} (x ∈ D(A0)),

D(A0) = {x ∈ D(A); ‖ξ‖ = |||Ax||| を満たす ξ ∈ Ax が存在する }

により定められる作用素とする. このとき, A0 は, 一価作用素であり, つぎの条件を満たすことが
知られている.

xn ∈ D(A0), x ∈ D(A0), lim
n→∞

xn = x, lim sup
n→∞

‖A0xn‖ ≤ ‖A0x‖

ならば

lim
n→∞

A0xn = A0x.
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定理 3.2. 条件設定 (H) を仮定する. a ∈ R とする. このとき, A が指数的成長条件

ϕ(S(t)x) ≤ eatϕ(x) (x ∈ D, t ≥ 0)

を満たすD 上のリプシッツ作用素半群 {S(t); t ≥ 0} の無限小生成作用素であるための必要十分条
件は, 定数 L > 0, M ≥ m > 0, ω ≥ 0, X ×X 上の非負値汎関数 V が存在して, つぎの条件 (i) か
ら (iv) が成立することである．

(i) |V (x, y)− V (x̂, ŷ)| ≤ L(‖x− x̂‖+ ‖y − ŷ‖) ((x, y), (x̂, ŷ) ∈ X ×X).

(ii) m‖x− y‖ ≤ V (x, y) ≤ M‖x− y‖ ((x, y) ∈ D ×D).

(iii) D+V (x, y)(Ax,Ay) ≤ ωV (x, y) (x, y ∈ D). 但し,

D+V (x, y)(ξ, η) = lim inf
h↓0

(V (x + hξ, y + hη)− V (x, y))/h ((x, y), (ξ, η) ∈ X ×X).

(iv) 任意の ε > 0, x ∈ D に対して, δ ∈ (0, ε], xδ ∈ D が存在して,

‖x + δAx− xδ‖ ≤ δε, (ϕ(xδ)− ϕ(x))/δ ≤ aϕ(x) + ε.

このとき, 抽象的コーシー問題に関してつぎが成り立つ.

(a) 各 x ∈ D に対して, S(t)x : [0,∞) → X は局所リプシッツ連続, 右微分可能で, 右微係数
(d/dt)+S(t)x : [0,∞) → X は右連続であり, (d/dt)+S(t)x = AS(t)x (t ≥ 0) が成り立つ.
(このことから, X が回帰的なバナッハ空間ならば, 各 x ∈ D に対して, S(t)x : [0,∞) → X

は殆ど到る所微分可能で, (d/dt)S(t)x = AS(t)x (a.a. t > 0) が成り立つ.)

(b) Xw を弱位相を備えたバナッハ空間 X とする. このとき, A : D → Xw が連続ならば, 各
x ∈ D に対して, S(t)x ∈ C1([0,∞);Xw) であり, w − (d/dt)S(t)x = AS(t)x (t ≥ 0) が成
り立つ. ただし, w − (d/dt) は弱微分を表す.

注意 3.3. 条件設定 (H) のもとで, 条件 (iv) はつぎの条件 (v) と同値である.

(v) 任意の ε > 0, x ∈ D に対して, δ ∈ (0, ε], xδ ∈ D が存在して,

‖xδ − x‖ ≤ ε, ‖xδ − δAxδ − x‖ ≤ δε, (ϕ(xδ)− ϕ(x))/δ ≤ aϕ(xδ) + ε.

実際, 条件 (iv) ならば条件 (v) を示すために, x ∈ D とする. 条件 (iv) より, 各 n = 1, 2, . . . に対

して, xn ∈ D, δn ∈ (0, 1/n] が存在して,

‖x + δnAx− xn‖ ≤ δn(1/n), (ϕ(xn)− ϕ(x))/δn ≤ aϕ(x) + 1/n

が成り立つ. よって, xn → x (n → ∞), lim supn→∞ ϕ(xn) ≤ ϕ(x) が成り立つ. 条件設定 (H) に
より, Axn → Ax (n →∞) が成り立つ. また, ϕ は下半連続であるから, ϕ(x) ≤ lim infn→∞ ϕ(xn)
である. よって, limn→∞ ϕ(xn) = ϕ(x) が成り立つ. δ−1

n ‖xn − δnAxn − x‖ ≤ δ−1
n (‖x + δnAx −

xn‖+ δn‖Axn−Ax‖) ≤ 1/n+ ‖Axn−Ax‖ → 0 (n →∞) であり, (ϕ(xn)−ϕ(x))/δn−aϕ(xn) ≤
a(ϕ(x)− ϕ(xn)) + 1/n → 0 (n →∞) が成り立つ. よって, 条件 (v) が成り立つ.
一方, 条件 (v) を仮定する. このとき, 各 n = 1, 2, . . . に対して, xn ∈ D, δn ∈ (0, 1/n] が存在して,

‖xn − x‖ ≤ 1/n, ‖xn − δnAxn − x‖ ≤ δn(1/n), (ϕ(xn)− ϕ(x))/δn ≤ aϕ(xn) + 1/n

が成り立つ. 上で述べた証明と同様にして, 条件 (iv) を導くことができる.
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注意 3.4. −A をヒルベルト空間 H における極大単調作用素とする. 前述のように, A0 は,
D = D(A0), ϕ(x) = ‖A0x‖ (x ∈ D(A0)), ϕ(x) = ∞ (x ∈ H \D(A0)) により定まる下半連続汎関
数 ϕ により, 条件 (H) を満たす. D(A) = D(A0) であるから, 各 λ > 0 に対して R(I −λA0) = H

である. これより, 各 λ > 0, x ∈ D(A0) に対して, xλ ∈ D(A0) が存在して xλ − λA0xλ = x が

成り立つ. また, 消散条件 〈x − y, A0x − A0y〉 ≤ 0 (x, y ∈ D(A0)) が成り立つので, 条件 (iii) が
V (x, y) = ‖x− y‖ (x, y ∈ H), ω = 0 で満たされる. (xλ − x)/λ = A0xλ であるから, 消散条件よ
り, 〈xλ − x, (xλ − x)/λ− A0x〉 ≤ 0 が成り立つ. よって, ‖A0xλ‖ = ‖xλ − x‖/λ ≤ ‖A0x‖ が成り
立つ. これは, 注意 3.3 の条件が成り立つことを意味する. 定理 3.2 により, A0 は D(A0) 上の縮
小作用素半群の無限小生成作用素である. このように, 高村による生成定理 ([20]) を定理 3.2 から
導くことができる.

注意 3.5. 前述のように, 例 2.3 で定義された作用素 A は条件 (C1) を満たす. つまり, この作用
素 A は, 主張 (b) に現れる『A : D → Xw は連続である』という条件を満たす作用素の 1 つの例
である.

定理 3.2 を例 2.3 で取り上げた Kirchhoff 方程式
{

utt − β′(‖∇u‖2)∆u + γut = 0 ((x, t) ∈ Ω× (0,∞))
u = 0 ((x, t) ∈ ∂Ω× (0,∞))

(3.1)

に対する適切性の問題に適用しよう. 初期値が小さいときに, つぎの関数クラスに属する時間大域
的な解 u を見つけることが目的である.

C([0,∞);H1
0 (Ω)) ∩ C1([0,∞);L2(Ω)) ∩ C1

w([0,∞);H1
0 (Ω)) ∩ C2

w([0,∞);L2(Ω))

このような関数クラスの解に対して, (2.6) が成り立つので, β(‖∇u(t)‖2)+‖v(t)‖2 ≤ β(‖∇u0‖2)+
‖v0‖2 (t ≥ 0) が成り立つ. 初期値が小さいときに, 時間大域的な解が存在することを示すこと
が目的であるから, 一般性を失うことなく, 関数 β はつぎの条件を満たすと仮定してよい. 定数
Mβ ≥ mβ > 0 が存在して,

mβ ≤ β′(s) ≤ Mβ (s ∈ R+), |β′′(s)| ≤ Mβ (s ∈ R+).

定理 3.6. 定数 r0 > 0 が存在して, ‖u0‖2H2 + ‖v0‖2H1 ≤ r0 をみたす u0 ∈ H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω),

v0 ∈ H1
0 (Ω) に対して, u が一意に存在し,

u ∈ C([0,∞);H1
0 (Ω)) ∩ C1([0,∞);L2(Ω)) ∩ C1

w([0,∞);H1
0 (Ω)) ∩ C2

w([0,∞);L2(Ω))

であり, 初期条件 u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = v0(x), および, (3.1) をみたす.
さらに, 解 (u(·, t), ut(·, t)) は, 初期値 (u0, v0) に関して H1

0 (Ω)× L2(Ω) の位相でリプシッツ連
続的に依存する.

この定理は, いくつかの命題を組む合わせることにより証明される.
V = H1

0 (Ω) とする. V はノルム ‖v‖V = ‖∇v‖ (v ∈ V ) を備えた回帰的なバナッハ空間である.
X = V × L2(Ω) とし, X における作用素 A を (2.5) により定める. まず, 注意 3.3 の条件 (v) が
満たされることを示すために, つぎを証明する.

命題 3.7. 各 λ > 0 に対して, R(I − λA) = X.
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この命題は, λ > 0, (u0, v0) ∈ X が与えられたとき, (uλ, vλ) ∈ D(A) が存在して,

((uλ, vλ)− (u0, v0))/λ = A(uλ, vλ), (3.2)

すなわち, {
(uλ − u0)/λ = vλ,

(vλ − v0)/λ = β′(‖∇uλ‖2)∆uλ − γvλ

(3.3)

をみたすことを主張するものである. このことは, Kirchhoff 方程式 (3.1) に対する後退差分方程式
の解の存在を保証するものである. 後退差分を採用する理由に, 凸性との相性のよさがある. ノル
ムの凸性, 関数の凸性と後退差分の相性のよさを実感するために, さらに, β が凸関数であることを

仮定し, 定理を証明する.

(命題 3.7 の証明) λ > 0, (u0, v0) ∈ X とし, V からその共役空間 V ∗ への作用素 Ψ を

〈Ψ(v), φ〉V ∗,V =λβ′(‖∇(u0 + λv)‖2)〈∇(u0 + λv),∇φ〉+ (1 + λγ)〈v, φ〉 (v, φ ∈ V )

により定める. 明らかに, Ψ は有界である. Ψ の定義により,

〈Ψ(v), v〉V ∗,V = λβ′(‖∇(u0 + λv)‖2)(〈∇u0,∇v〉+ λ‖∇v‖2) + (1 + λγ)‖v‖2

≥ −λMβ‖∇u0‖‖∇v‖+ λ2mβ‖∇v‖2

であるから, Ψ は強圧的である. 擬単調であること, 即ち,
vn ∈ V → v ∈ V (弱), lim supn→∞〈Ψvn, vn − v〉V ∗,V ≤ 0 ならば

lim inf
n→∞

〈Ψvn, vn − w〉V ∗,V ≥ 〈Ψv, v − w〉V ∗,V (w ∈ V ) (3.4)

を示す. そのために, vn ∈ V → v ∈ V (弱), lim supn→∞〈Ψvn, vn − v〉V ∗,V ≤ 0 を仮定する. この
とき,

〈Ψvn, vn − v〉V ∗,V =λβ′(‖∇(u0 + λvn)‖2)(〈∇(u0 + λv),∇(vn − v)〉+ λ‖∇(vn − v)‖2)
+ (1 + λγ)(〈v, vn − v〉+ ‖vn − v‖2)

であるから, H1(Ω) の位相で vn → v (n → ∞) が成り立つ. このことから, 容易に, (3.4) が成り
立つ. よって, Lax-Milgram の定理の非線形版である Brezis の定理 ([4]) により, 任意の f ∈ V ∗

に対して, v ∈ V が存在して Ψv = f が成り立つ.
そこで, 〈f, φ〉V ∗,V = 〈v0, φ〉 (φ ∈ V ) により定義される f ∈ V ∗ に対して, vλ ∈ V が存在して

Ψvλ = f が成り立つ. 即ち,

λβ′(‖∇(u0 + λvλ)‖2)〈∇(u0 + λvλ),∇φ〉+ (1 + λγ)〈vλ, φ〉 = 〈v0, φ〉 (φ ∈ V ).

このとき, uλ = u0 + λvλ ∈ V を定めれば, (3.3) が満たされる.

命題 3.8. (u0, v0) ∈ D(A)とし, {(uλ, vλ)}λ>0 ⊂ D(A)は (3.3)を満たすとする. H : D(A) → R+

を (2.8) により定まる汎関数とする. このとき, つぎが成り立つ.

(i) limλ↓0(‖uλ − u0‖H2 + ‖vλ − v0‖H1) = 0.

(ii) 定数 r0 > 0 が存在して, H(u0, v0) ≤ r0 をみたす (u0, v0) ∈ H2(Ω) × H1(Ω) に対して,
λ0 > 0 が存在して H(uλ, vλ) ≤ r0 (λ ∈ (0, λ0]) が成り立つ.
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この命題の証明方法は, 先に述べたように, 解のエネルギー評価, ア・プリオリ評価, 解の減衰評
価などを得るときに用いる手法に対応する.

(証明) (2.6) に対応する評価式を得ることから始める. (3.3) と 2vλ (= 2(uλ − u0)/λ) の L2 内積

をとると,
2〈vλ − v0, vλ〉/λ + 2β′(‖∇uλ‖2)〈∇uλ,∇(uλ − u0)〉/λ + 2γ‖vλ‖2 = 0

である. ノルムの凸性から導出される不等式

‖u‖2 − ‖v‖2 ≤ 2〈u, u− v〉 (u, v ∈ L2(Ω))

を用いると,

(‖vλ‖2 − ‖v0‖2)/λ + β′(‖∇uλ‖2)(‖∇uλ‖2 − ‖∇u0‖2)/λ + 2γ‖vλ‖2 ≤ 0 (3.5)

が成り立つ. β は凸関数であるから, β(t)− β(s) ≤ β′(t)(t− s) (t, s ≥ 0) が成り立つので, (2.6) に
対応する評価式

(‖vλ‖2 − ‖v0‖2)/λ + (β(‖∇uλ‖2)− β(‖∇u0‖2))/λ + 2γ‖vλ‖2 ≤ 0 (3.6)

をえる. つぎに, (2.7) に対応する評価式を得るために

wλ = β′(‖∇uλ‖2)∆uλ − γvλ,

w0 = β′(‖∇u0‖2)∆u0 − γv0

とおく. このとき, (vλ − v0)/λ = wλ であり,

(wλ − w0)/λ = β′(‖∇u0‖2)∆vλ − γwλ + λ−1(β′(‖∇uλ‖2)− β′(‖∇u0‖2))∆uλ

である. この式と 2wλ (= 2(vλ − v0)/λ) の L2 内積を考えれば,

(‖wλ‖2 − ‖w0‖2)/λ + β′(‖∇u0‖2)(‖∇vλ‖2 − ‖∇v0‖2)/λ + 2γ‖wλ‖2

≤ 2λ−1(β′(‖∇uλ‖2)− β′(‖∇u0‖2))β′(‖∇uλ‖2)−1〈wλ + γvλ, wλ〉 (3.7)

をえる. (3.5), (3.7) より, ‖∇uλ‖, ‖vλ‖, ‖wλ‖, ‖∇vλ‖ の有界性を導くことができる. 『回帰的な
バナッハ空間の有界集合は弱相対コンパクトである』,『一様凸なバナッハ空間において xn → x

(弱), lim supn→∞ ‖xn‖ ≤ ‖x‖ ならば xn → x である』という関数解析学の基本的な定理を用いる

ことにより, 主張 (i) を証明できる.

(d/dθ)β′(‖∇(θuλ + (1− θ)u0)‖2)
= 2β′′(‖∇(θuλ + (1− θ)u0)‖2)(〈∇uλ,∇(uλ − u0)〉 − (1− θ)‖∇(uλ − u0)‖2)

であるから, β′′(s) ≥ 0 (s ≥ 0) を用いて

λ−1(β′(‖∇uλ‖2)− β′(‖∇u0‖2))‖∇vλ‖2

≤ −2β′′(‖∇(θuλ + (1− θ)u0)‖2)〈∆uλ, vλ〉‖∇vλ‖2

= −2β′′(‖∇(θuλ + (1− θ)u0)‖2)β′(‖∇uλ‖2)−1〈wλ + γvλ, vλ〉‖∇vλ‖2
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をえる. これと (3.7) を組み合わせると, (2.7) に対応する評価式

(‖wλ‖2 + β′(‖∇uλ‖2)‖∇vλ‖2)− (‖w0‖2 + β′(‖∇u0‖2)‖∇v0‖2))/λ + 2γ‖wλ‖2

≤ 2λ−1(β′(‖∇uλ‖2)− β′(‖∇u0‖2))β′(‖∇uλ‖2)−1〈wλ + γvλ, wλ〉
− 2β′′(‖∇(θuλ + (1− θ)u0)‖2)β′(‖∇uλ‖2)−1〈wλ + γvλ, vλ〉‖∇vλ‖2

をえる. よって, ρ ∈ C(R+;R+) が存在して, ρ(0) = 0,

H(uλ, vλ)−H(u0, v0))/λ + (2γ − ρ(H(u0, v0) + H(uλ, vλ)))(‖vλ‖2 + ‖wλ‖2) ≤ 0

をえる. これと主張 (i) から, 命題の正しさが証明される.

集合 D を

D = {(u, v) ∈ (H1
0 (Ω) ∩H2(Ω))×H1

0 (Ω); H(u, v) ≤ r0}
により定め, 作用素 A : D → X を

A(u, v) = A(u, v) ((u, v) ∈ D)

により定める. 汎関数 ϕ : X → [0,∞] を

ϕ(u, v) = H(u, v) ((u, v) ∈ D), ϕ(u, v) = ∞ ((u, v) ∈ X \D)

により定める. このとき, 命題 3.7, 3.8 により, 注意 3.3 の条件 (v) が満たされる.

命題 3.9. R0 > 0 を
H(u, v) ≤ r0 ならば ‖∇u‖ < R0/2

を満たす定数とし, 汎関数 V : X ×X → R+ を

V (z, ẑ) =
(‖v − v̂‖2 + β′(‖∇u‖2)(‖∇(u− û)‖ ∧R0)2

)1/2 (z = (u, v), ẑ = (û, v̂) ∈ X)

により定める. このとき, 定理 3.2 の条件 (i), (ii), (iii) が成り立つ.

(証明) 条件 (i)はミンコフスキーの不等式により満たされる.　条件 (ii)は,条件mβ ≤ β′(s) ≤ Mβ

(s ∈ R+) より満たされる. 条件 (iii) を示すために,

D+V ((u, v), (û, v̂))((ξ, η), (ξ̂, η̂)) · V ((u, v), (û, v̂))

= 2〈v − v̂, η − η̂〉+ 2β′′(‖∇u‖2)〈∇u,∇ξ〉‖∇(u− û)‖2

+ 2β′(‖∇u‖2)〈∇(u− û),∇(ξ − ξ̂)〉 ((u, v), (û, v̂) ∈ D)

であることに注意する. このとき,

D+V ((u, v), (û, v̂))(A(u, v), A(û, v̂)) · V ((u, v), (û, v̂))

= 2〈v − v̂, β′(‖∇u‖2)∆u− γv − (β′(‖∇û‖2)∆û− γv̂)〉
+ 2β′′(‖∇u‖2)〈∇u,∇v〉‖∇(u− û)‖2 + 2β′(‖∇u‖2)〈∇(u− û),∇(v − v̂)〉

≤ 2β′(‖∇û‖2)−1(β′(‖∇u‖2)− β′(‖∇û‖2))〈v − v̂, ŵ + γv̂〉
+ 2β′′(‖∇u‖2)〈∇u,∇v〉‖∇(u− û)‖2 ((u, v), (û, v̂) ∈ D)

が成り立つ. 集合 D の定義により, r0 > 0 に依存する定数 C(r0) > 0 が存在して ‖∇u‖+ ‖v‖+
‖w‖+ ‖∇v‖ ≤ C(r0) であるから, 条件 (iii) が満たされる.
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命題 3.10. 作用素 A は条件 (H) を満たす. さらに, A : D → Xw は連続である.

この命題の主張は, 例 2.3 を題材に成り立つことを示した条件 (C1), (C2) に他ならない. よっ
て, 定理 3.2 を適用して, 定理 3.6 を証明できる.

今後の課題 右微分可能な解をもつような微分方程式系へ応用可能な抽象的結果は定理 3.2 で与え
られた. 今後は, Bressan 氏 を中心として展開された保存則系に対する初期値問題へ応用可能な抽
象論の構築が求められる. この節で設定された条件 (H) は, 保存則系への応用を目指すには, 取り
除かれなければならない条件である.

4 リプシッツ作用素半群に対する積公式

この節では,リプシッツ作用素半群の積公式について考察する. まず,一般的に,作用素半群に対する
積公式がいかなる問題を解決するために利用されているのかを説明するために, 1 次元の Kirchhoff
方程式

wtt − β′(‖wx‖2)wxx + γwt = 0 ((x, t) ∈ R× [0,∞))

において, u = wx, v = wt とおいて得られる偏微分方程式系
{

ut = vx

vt = β′(‖u‖2)ux − νv

を例に, 2 種類の近似解法ついて述べることから始める.
(1) Lax-Friedrichs 差分による近似解法
空間と時間を次のように差分化したものを考える.





u(x, t + h)− u(x+k,t)+u(x−k,t)
2

h
=

v(x + k, t)− v(x− k, t)
2k

,

v(x, t + h)− v(x+k,t)+v(x−k,t)
2

h

= β′(‖u(·, t + h)‖2)u(x + k, t)− u(x− k, t)
2k

− ν
v(x + k, t) + v(x− k, t)

2

これを, u(x + k, t) および v(x + k, t) で解くと,




u(x, t + h) =
u(x + k, t) + u(x− k, t)

2
+ r

v(x + k, t)− v(x− k, t)
2

,

v(x, t + h) = (1− hν)
v(x + k, t) + v(x− k, t)

2
+rβ′(‖u(·, t + h)‖2)u(x + k, t)− u(x− k, t)

2

を得る. 但し, r = h/k である. さて, r > 0 を適切に選んで固定しておき, 各 h > 0 に対して, 作
用素 Ch を次により定める.

Ch(u, v) = (w, z)

⇐⇒





w(x) =
u(x + k) + u(x− k)

2
+ r

v(x + k)− v(x− k)
2

,

z(x) = (1− hν)
v(x + k) + v(x− k)

2
+ rβ′(‖w‖2)u(x + k)− u(x− k)

2

但し, k > 0 は r = h/k を満たすものとする. 初期条件 u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x)
のもとに, Ci

h(u0, v0) = (u(x, ih), v(x, ih)) (i = 1, 2, . . .) が成り立つことに注意すれば, 極限
limh↓0 C

[t/h]
h (u0, v0) が存在すれば, それがある意味の解になることが期待される.
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(2) Rothe の方法による近似解法
時間を差分化して, 空間変数に関する楕円型方程式を解くことで近似解を導く.

{
(u(x, t + h)− u(x, t))/h = vx(x, t + h)
(v(x, t + h)− v(x, t))/h = β′(‖u(·, t)‖2)ux(x, t + h)− νv(x, t + h)

u, v を与えたとき, 楕円型方程式
{

(w − u)/h = zx

(z − v)/h = β′(‖u‖2)wx − νz

の解 w, z の存在と一意性が保障されれば, 各 h > 0 に対して, 作用素 Ch を次のように定義する

ことができる：

Ch(u, v) = (w, z) ⇐⇒
{

(w − u)/h = zx

(z − v)/h = β′(‖u‖2)wx − νz

(1) の場合と同様に, 初期条件 u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x) が与えられたとき, Ci
h(u0, v0) =

(u(x, ih), v(x, ih)) (i = 1, 2, . . .) が成り立つことに注意すれば, 極限 limh↓0 C
[t/h]
h (u0, v0) が存在す

れば, それがある意味の解になることが期待される.

そこで, 作用素族 {Ch;h > 0} がどのような条件を満たすとき, 極限 limh↓0 C
[t/h]
h (u0, v0) は存在

するかという数学的な問題が生じる. 今考えている偏微分方程式系について, 初期値 (u0, v0) に対
する解 (u(·, t), v(·, t)) の連続的依存性は, 次のように表現される. 各 τ > 0 に対して, Lτ > 0 が
存在して,

‖(u(·, t), v(·, t))− (û(·, t), v̂(·, t))‖L2×L2 ≤ Lτ‖(u0, v0)− (û0, v̂0)‖L2×L2 (t ∈ [0, τ ])

即ち,
S(t)(u0, v0) = (u(·, t), v(·, t))

により定められる作用素族 {S(t); t ≥ 0} は, 通常の L2×L2 ノルムに関して, リプシッツ作用素半
群になり, 従来よく調べられてきた縮小作用素半群にはならない. よって, 上記の問題は, D からそ

れ自身への作用素族 {Ch;h ∈ (0, h0]} がどのような条件を満たすとき, 極限

S(t)x = lim
h↓0

C
[t/h]
h x (x ∈ D, t ≥ 0)

は存在し, 作用素族 {S(t); t ≥ 0} は D 上のリプシッツ作用素半群になるかという問題へ翻訳さ

れる.
この種の問題は,作用素半群の積公式として知られ, (C0)半群に対する積公式 ([6], [15], [22], [40])
及び縮小作用素半群に対する積公式 ([5], [30], [36, 37]) が多くの研究者により得られている. (C0)
半群に対する典型的な積公式に関する定理を述べる.

(C0) 縮小作用素半群の積公式 {Ch;h ∈ (0, h0]} を X からそれ自身への有界線形作用素の族とし,
つぎの条件を満たすと仮定する.

(i) 定数 ω ≥ 0 が存在して, ‖Ch‖ ≤ eωh (h ∈ (0, h0]).

(ii) X において稠密に定義される閉線形作用素 A が存在して,

lim
h↓0

(Chx− x)/h = Ax (x ∈ D(A)).
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(iii) ある λ0 > 0, λ0ω < 1 が存在して, R(I − λ0A) = X である.

このとき, A は X 上の (C0) 縮小作用素半群 {S(t); t ≥ 0} の無限小生成作用素であり,

lim
h↓0

C
[t/h]
h x = S(t)x (x ∈ X, t ≥ 0).

ただし, 収束は [0,∞) の任意の有界区間上一様である.
条件 (i) を安定性条件, (ii) を 整合性条件, (iii) を 値域条件という.

本節の目的は, リプシッツ作用素半群の積公式を得ようというものであり, [7], [27] によるリプ
シッツ作用素半群の積公式を改良することである.

定理 4.1. D を X の閉集合とする. {Ch;h ∈ (0, h0]} は D からそれ自身へのリプシッツ作用素

族とし, 次の条件を満たすと仮定する.

(H1) 各 x ∈ D に対して, Chx : (0, h0] → X は h に関して連続である.

(H2) 各 x ∈ D に対して, lim
λ↓0

(lim sup
h↓0

‖Cλ+hx− ChCλx‖/h) = 0.

(H3) 定数 MA ≥ 0 が存在して, ‖Chx− x‖ ≤ MAh (x ∈ D, h ∈ (0, h0]).

(H4) リプシッツ連続汎関数 V : D ×D → [0,∞), 定数 M ≥ m > 0, ω ≥ 0 が存在して,

m‖x− y‖ ≤ V (x, y) ≤ M‖x− y‖ (x, y ∈ D),

V (Chx,Chy) ≤ eωhV (x, y) (x, y ∈ D, h ∈ (0, h0]).

このとき, D 上のリプシッツ作用素半群 {S(t); t ≥ 0} が存在して,

S(t)x = lim
h↓0

C
[t/h]
h x (x ∈ D, t ≥ 0),

lim
h↓0

‖S(h)x− Chx‖/h = 0 (x ∈ D).

さらに, {S(t); t ≥ 0} の無限小生成作用素は, 次で与えられる作用素 A である.
{

Ax = limh↓0(Chx− x)/h (x ∈ D(A))
D(A) = {x ∈ D; limh↓0(Chx− x)/h が存在する }

注意 4.2. (i) Marsden の結果 ([27]) は, 時間局所的な適切性に関するものであり, 定理 4.1 と正
確に比較することは難しいが, 条件 (H2) の代わりに, 定数 L > 0 が存在して,

‖Cλ+hx− ChCλx‖ ≤ Lλh (x ∈ D, λ, h, λ + h ∈ (0, h0])

であることが仮定されていると考えられる. この条件の下で, 彼らの証明方法を利用して, 定理 4.1
を証明することができる. この条件と条件 (H2) を比較する. 0 < r ≤ 1 とし D ⊂ H1(R) とする.
このとき,

(Chu)(x) = (1/2)((1 + r)u(x + h/r) + (1− r)u(x− h/r)) (u ∈ D, h > 0)
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により定義される作用素族 {Ch;h > 0} は条件

lim
h↓0

‖Cλ+hu− ChCλu‖L2/h = (1/2r)(1− r2)‖u′(·+ λ/r)− u′(· − λ/r)‖L2 (u ∈ D)

をみたす. ‖u′(·+ λ/r)− u′(· − λ/r)‖L2 ≤ Kλ (u ∈ D) であるための必要十分条件は u ∈ H2(R),
‖u′′‖L2 ≤ K0 である. よって, 彼らの議論を用いるためには, 集合 D として, 適当な定数 r0 > 0
に対して {u ∈ H2(R); ‖u‖H2 ≤ r0} なるものをとる必要がある. 一方, 集合 D として, 適当な定数
r0 > 0 に対して {u ∈ H1(R); ‖u‖H1 ≤ r0} な形の集合をとれば, 条件 (H2) は満たされる.
(ii) {S(t); t ≥ 0} を D 上のリプシッツ作用素半群とする. このとき, Lax の意味の整合性条件と
は, 次が成り立つことである ([24]). 各 τ > 0 に対して,

lim
h↓0

sup
t∈[0,τ ]

‖ChS(t)x− S(t + h)x‖/h = 0 (x ∈ D).

この意味の整合性条件と条件 (H4) のもとに, 次が成り立つ.

S(t)x = lim
h↓0

C
[t/h]
h x (x ∈ D, t ≥ 0).

(iii) 定理 4.1 の特徴は, ある種の楕円型方程式の可解性を意味する, (C0) 縮小作用素半群の積公
式を導出するために仮定される値域条件, 及び, 与えられた微分方程式系の可解性を意味する, Lax
の積公式を導出するために仮定される作用素半群の存在, これらを仮定することなく, 積公式が導
き出されることである.

Lax-Friedrichs 差分法による近似解法について
X = L2(R) × L2(R), Y = H1(R) × H1(R) とする. r > 0 を r2Mβ < 1 を満たす定数とし,

h0 > 0 を
r2Mβ + νh0 ≤ 1 (4.1)

を満たすように選ぶ. 作用素 A : D → X, 作用素族 {Ch;h ∈ (0, h0]} を次のように定め, それらが
定理 4.1 の条件 (H1) から (H4) を満たすように閉集合 D を決定する必要がある.

A(u, v) = (vx, β′(‖u‖2)ux − νv) ((u, v) ∈ D).

Ch(u, v) = (uh, vh)

⇐⇒





uh(x) =
u(x + h/r) + u(x− h/r)

2
+ r

v(x + h/r)− v(x− h/r)
2

,

vh(x) = (1− hν)
v(x + h/r) + v(x− h/r)

2
+ rβ′(‖uh‖2)u(x + h/r)− u(x− h/r)

2

補題 4.3. a > 0, λ > 0, aλ2 ≤ 1 とする. このとき,




w(x) =
u(x + k) + u(x− k)

2
+ λ

v(x + k)− v(x− k)
2

,

z(x) =
v(x + k) + v(x− k)

2
+ aλ

u(x + k)− u(x− k)
2

ならば,
a‖w‖2 + ‖z‖2 ≤ a‖u‖2 + ‖v‖2.

(証明) ŵ により w のフーリエ変換を表す. 与えられた式のフーリエ変換を考えると

ŵ(ξ) = cos(kξ)û(ξ) + iλ sin(kξ)v̂(ξ),

ẑ(ξ) = cos(kξ)v̂(ξ) + iaλ sin(kξ)û(ξ)
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をえる. よって, aλ2 ≤ 1 を用いると,

a|ŵ(ξ)|2 + |ẑ(ξ)|2 = a cos2(kξ)|û(ξ)|2 + aλ2 sin2(kξ)|v̂(ξ)|2

+ cos2(kξ)|v̂(ξ)|2 + a2λ2 sin2(kξ)|û(ξ)|2

≤ (cos2(kξ) + sin2(kξ))(a|û(ξ)|2 + |v̂(ξ)|2) = a|û(ξ)|2 + |v̂(ξ)|2

である. プランシェレルの定理により, この補題が成立する.

条件 (H1) から (H4) を満たすように閉集合 D を定めるために, (uh, vh) = Ch(u, v) とおき, 補
題 4.3を λ = r(1− νh)−1, a = (1− νh)β′(‖uh‖2) として用いれば, 条件 (4.1) により,

β′(‖uh‖2)‖uh‖2 + ‖vh‖2 ≤ β′(‖uh‖2)‖u‖2 + ‖v‖2(1− νh) (4.2)

を得る. よって,

‖uh‖2 +
‖vh‖2

β′(‖uh‖2) ≤ ‖u‖2 +
‖v‖2

β′(‖u‖2) +
h

β′(‖uh‖2)
(

β′(‖u‖2)− β′(‖uh‖2)
β′(‖u‖2)h − ν

)
‖v‖2.

同様にして,

‖∂xuh‖2 +
‖∂xvh‖2

β′(‖uh‖2) ≤ ‖∂xu‖2 +
‖∂xv‖2

β′(‖u‖2) +
h

β′(‖uh‖2)
(

β′(‖u‖2)− β′(‖uh‖2)
β′(‖u‖2)h − ν

)
‖∂xv‖2.

そこで,

H(u, v) = ‖u‖2 + ‖∂xu‖2 +
‖v‖2

β′(‖u‖2) +
‖∂xv‖2

β′(‖u‖2) ((u, v) ∈ H1(R)×H1(R))

により定める. 作用素 Ch の定義により, ‖uh‖ ≤ ‖u‖+ r‖v‖ である. さらに,

h−1(uh(x)− u(x)) =(2k)−1(u(x + k)− u(x)− (u(x)− u(x− k)))(1/r)

+ (2k)−1(v(x + k)− v(x− k))

であるから

h−1‖uh − u‖ ≤ (1/r)‖∂xu‖+ ‖∂xv‖ (4.3)

である. よって, r0 > 0 を適当に選べば,

H(u, v) ≤ r0 ならば
|β′(‖u‖2)− β′(‖uh‖2)|

β′(‖u‖2)h ≤ ν (4.4)

が成り立つ. よって,
D = {(u, v) ∈ H1(R)×H1(R);H(u, v) ≤ r0}

と定めれば, Ch : D → D であり, 明らかに, 条件 (H1) が成り立つ.
安定性条件 (H4) を調べるために, (ûh, v̂h) = Ch(û, v̂), k = h/r とおく. このとき,




(uh − ûh)(x) =
(u− û)(x + k) + (u− û)(x− k)

2
+ r

(v − v̂)(x + k)− (v − v̂)(x− k)
2

,

(vh − v̂h)(x) = (1− hν)
(v − v̂)(x + k) + (v − v̂)(x− k)

2
+rβ′(‖uh‖2) (u− û)(x + k)− (u− û)(x− k)

2
+h(β′(‖uh‖2)− β′(‖ûh‖2)) û(x + k)− û(x− k)

2k
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をみたすので, 補題 4.3 により,

β′(‖uh‖2)‖uh − ûh‖2 + ‖vh − v̂h − h(β′(‖uh‖2)− β′(‖ûh‖2))(2k)−1(û(·+ k)− û(· − k))‖2

≤ β′(‖uh‖2)‖u− û‖2 + ‖v − v̂‖2

を得る. そこで, V : D ×D → [0,∞) を

V ((u, v), (û, v̂)) = (β′(‖u‖2)‖u− û‖2 + ‖z − ẑ‖2)1/2

により定めれば, ミンコフスキーの不等式により,

V ((uh, vh), (ûh, v̂h)) ≤ V ((u, v), (û, v̂))

+ h

(
|
√

β′(‖uh‖2)−
√

β′(‖u‖2)|√
β′(‖u‖2)h

√
β′(‖u‖2)‖u− û‖+ |β′(‖uh‖2)− β′(‖ûh‖2)|‖∂xû‖

)

である. よって, (4.3) により, 定数 a ≥ 0, b ≥ 0 が存在して (1 − ah)V ((uh, vh), (ûh, v̂h)) ≤
(1 + bh)V ((u, v), (û, v̂)) が成り立つので, 適当な ω ≥ 0, h0 > 0 を選べば, 条件 (H4) が成り立つ.
(4.3) の導出と同様にして, h−1‖vh − v‖ ≤ (1/r)‖∂xv‖ + ν‖v‖ + Mβ‖∂xu‖ である. よって, 条件
(H3) が成り立つ. 直接的な計算により, 条件 (H2) は満たされる.

Rothe 法による近似解法について
u, v ∈ L2(R) を与えたとき, 各 h > 0 に対して楕円型方程式

{
(uh − u)/h = ∂xvh

(vh − v)/h = β′(‖u‖2)∂xuh − νvh

が一意な解 uh, vh ∈ H1(R) をもつことに注意する. さらに, u, v ∈ H1(R) ならば, 基本的な評価法
により,

β′(‖u‖2)‖uh‖2 + ‖vh‖2 − (β′(‖u‖2)‖u‖2 + ‖v‖2) ≤ −2hν‖vh‖2,
β′(‖u‖2)‖∂xuh‖2 + ‖∂xvh‖2 − (β′(‖u‖2)‖∂xu‖2 + ‖∂xv‖2) ≤ −2hν‖∂xvh‖2

を得る. そこで,

H(u, v) = ‖u‖2 + ‖∂xu‖2 +
‖v‖2 + ‖∂xv‖2

β′(‖u‖2) ((u, v) ∈ H1(R)×H1(R))

と定めれば,

H(uh, vh) ≤ H(u, v) +
h

β′(‖u‖2)
(

β′(‖u‖2)− β′(‖uh‖2)
β′(‖uh‖2)h − 2ν

)
(‖vh‖2 + ‖∂xvh‖2)

を得る. ある r0 > 0 を適当に選べば,

H(u, v) ≤ r0 ならば
|β′(‖u‖2)− β′(‖uh‖2)|

β′(‖uh‖2)h ≤ 2ν

が成立する. そこで,
D = {(u, v) ∈ H1(R)×H1(R);H(u, v) ≤ r0}

と定める. 各 h > 0 に対して, 作用素 Ch : D → X を次のように定義する.

Ch(u, v) = (uh, vh) ⇐⇒
{

(uh − u)/h = ∂xvh

(vh − v)/h = β′(‖u‖2)∂xuh − νvh
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D の定め方から, Ch : D → D である. 安定性条件 (H4) を調べるために, û, v̂, ûh, v̂h は,

(ûh − û)/h = ∂xv̂h, (v̂h − v̂)/h = β′(‖û‖2)∂xûh − νv̂h

をみたすとする. このとき,

((uh − ûh)− (u− û))/h = ∂x(vh − v̂h),

((vh − v̂h)− (v − v̂))/h = β′(‖u‖2)∂x(uh − ûh)− ν(vh − v̂h) + (β′(‖u‖2)− β′(‖û‖2))∂xûh

をみたすので, 基本的な評価により,

β′(‖u‖2)(‖uh − ûh‖2 − ‖u− û‖2) + ‖vh − v̂h‖2 − ‖v − v̂‖2

≤ −2hν‖vh − v̂h‖2 + 2h(β′(‖u‖2)− β′(‖û‖2))〈∂xûh, vh − v̂h〉

を得る. そこで, V : D ×D → [0,∞) を

V ((u, v), (û, v̂)) = (β′(‖u‖2)‖u− û‖2 + ‖z − ẑ‖2)1/2 ((u, v), (û, v̂) ∈ D)

により定めれば,

V ((uh, vh), (ûh, v̂h))2 ≤ V ((u, v), (û, v̂))2

+ h

(
β′(‖uh‖2)− β′(‖u‖2)

β′(‖uh‖2)h β′(‖uh‖2)‖uh − ûh‖2 + 2(β′(‖u‖2)− β′(‖û‖2))〈∂xûh, vh − v̂h〉
)

であるから, 適当な ω ≥ 0, h0 > 0 を選べば, 条件 (H4) が成り立つ.
最後に, (H1), (H2), (H3) を示すために, X における作用素 A : D → X を

A(u, v) = (∂xv, β′(‖u‖2)∂xu− νv) ((u, v) ∈ D)

により定め, X における閉線形作用素の族 {A((w, z)); (w, z) ∈ D} を

A((w, z))(u, v) = (∂xv, β′(‖w‖2)∂xu− νv) ((u, v) ∈ H1(R)×H1(R))

により定めると, 各 h ∈ (0, h0] に対して, (I − hA((u, v)))−1 が X 上の有界線形作用素として存在

して, Ch は次のように書ける.

Ch(u, v) = (I − hA((u, v)))−1(u, v)

この表現から, (H1) は成り立ち, さらに,

(d/dλ)Cλ(u, v) = (I − λA((u, v)))−2A((u, v))(u, v),

ACλ(u, v) = (A(Cλ(u, v))−A((u, v)))Cλ(u, v) + (I − λA((u, v)))−1A((u, v))(u, v)

が成り立つ. よって, (H2), (H3) が成り立つ.

注意 4.4. Rothe の方法による近似解法について, 上述の半陰的な差分方程式の代わりに, 完全陰
的な差分方程式

{
(u(x, t + h)− u(x, t))/h = vx(x, t + h)
(v(x, t + h)− v(x, t))/h = β′(‖u(·, t + h)‖2)ux(x, t + h)− νv(x, t + h)
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を用いる場合が多い. (例 2.3 を参照.) u, v を与えたとき, 楕円型方程式
{

(w − u)/h = zx

(z − v)/h = β′(‖w‖2)wx − νz

の解 w, z の存在と一意性が保障されれば, 各 h > 0 に対して, 作用素 Ch を次のように定義する

ことができる.

Ch(u, v) = (w, z) ⇐⇒
{

(w − u)/h = zx

(z − v)/h = β′(‖w‖2)wx − νz

上述の楕円型方程式の存在問題については, 例 2.3 を題材に示したように, Brezis による擬単調作
用素 T : V → V ∗, 即ち, zn ∈ V → z ∈ V (弱), lim supn→∞〈Tzn, zn − z〉 ≤ 0 ならば

lim inf
n→∞

〈Tzn, zn − w〉 ≥ 〈Tz, z − w〉 (w ∈ V )

をみたす作用素 T に関する存在定理を利用すればよい. この完全陰的な場合は, (H2) を調べること
に関して, 先に述べた半陰的方法より手間がかかる. しかしながら, 完全陰的な差分法は, dynamical
boundary condition を付加した方程式などに応用可能という点で有利である.





utt = β′(‖∇u‖2)∆u− γut ((x, t) ∈ Ω× (0,∞))
u = 0 ((x, t) ∈ Γ0 × (0,∞))

ut + β′(‖∇u‖2)∂u

∂ν
+ αu = 0 ((x, t) ∈ Γ1 × (0,∞))

5 放物型半線形発展方程式に付随するリプシッツ作用素半群の特徴づけ

この節では, 『平滑性を引き起こす作用素の導入とそれにより生成されるリプシッツ作用素半群
の理論構築』 を目指して, 解析的半群の非線形摂動の問題に焦点を当て, その解作用素族がリプ
シッツ作用素半群になるための必要十分条件を調べる. さらに, 得られる特徴づけを応用して, 複
素 Ginzburg-Landau 方程式の混合問題が時間大域的な C1 級の解をもつことを示す.
このような目的を達成するために, X をバナッハ空間とし, D を X の閉集合とし, X における

半線形発展方程式の初期値問題

u′(t) = Au(t) + Bu(t) (t > 0), u(0) = u0 (SP; u0)

を考える．この種の方程式に関する適切性の問題は, 条件設定に相違はあるが, 文献 [1, 2], [11],
[25], [26], [32], [35], [38], [39] などで調べられている.（準線形の場合については, 文献 [42] を参照）
この節では, A は, 定数 M ≥ 1, ωA < 0 が存在して ‖T (t)‖ ≤ MeωAt (t ≥ 0) をみたす, X 上の

(C0) 級の解析的半群 {T (t); t ≥ 0} の無限小生成作用素とする. α ∈ (0, 1) は定数とし, バナッハ空
間 Y を Y = D((−A)α), そのノルムを ‖v‖Y := ‖(−A)αv‖ (v ∈ Y ) により定める. Y の部分集合

C を C = D ∩ Y により定め, B は C から X への非線形作用素とする.
この節の目的は, (SP; u0) の時間大域的軟解を与える解作用素の族がリプシッツ作用素半群とな

るための必要十分条件について考察することである2.
作用素 B に関して, つぎの条件 (B1), (B2), (B3) を仮定する．

(B1) C は D において稠密である．

2本研究は, 松本敏隆氏（広島大・理）との共同研究である.
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(B2) B は C から X への作用素として連続である．

(B3) 定数 MB > 0 が存在して ‖Bv‖ ≤ MB(1 + ‖v‖Y ) (v ∈ C).

定理 5.1. つぎの (i), (ii) は同値である.

(i) D 上のリプシッツ作用素半群 {S(t); t ≥ 0} が存在して, BS(·)x ∈ C([0,∞);X) (x ∈
C), BS(·)x ∈ C((0,∞);X) ∩ L1

loc(0,∞;X) (x ∈ D), および, つぎの積分方程式をみたす.

S(t)x = T (t)x +
∫ t

0

T (t− s)BS(s)x ds (x ∈ D, t ≥ 0).

(ii) 以下の 3条件 (ii-1), (ii-2), (ii-3) がみたされる.

(ii-1) 定数 L > 0, M ≥ m > 0, X ×X 上の非負値汎関数 V が存在して, つぎの条件が成立
する．

(V1) |V (x, y)− V (x̂, ŷ)| ≤ L(‖x− x̂‖+ ‖y − ŷ‖) ((x, y), (x̂, ŷ) ∈ X ×X).

(V2) m‖x− y‖ ≤ V (x, y) ≤ M‖x− y‖ ((x, y) ∈ D ×D).

(ii-2) 定数 ω ≥ 0 が存在して,

lim inf
h↓0

(V (Jhx, Jhy)− V (x, y))/h ≤ ωV (x, y) ((x, y) ∈ C × C).

但し, Jtw = T (t)w +
∫ t

0

T (s)Bw ds (t ≥ 0, w ∈ C) とする.

(ii-3) 定数 β ∈ (0, 1) が存在して, 各 x ∈ C, ε > 0 に対して δ ∈ (0, ε], xδ ∈ C, zδ ∈ Y が存

在して,

xδ = Jδx + zδ, ‖zδ‖ ≤ εδ, ‖zδ‖Y ≤ εδβ .

この場合, さらに, 各 ρ > 0 に対して, LB(ρ) > 0 が存在して

‖Bu−Bv‖ ≤ LB(ρ)‖u− v‖Y (u, v ∈ C, ‖u‖Y ≤ ρ, ‖v‖Y ≤ ρ) (5.1)

が満たされるならば, 各 x ∈ D に対して, 抽象的コーシー問題 (SP; x) は, 一意解 u(t) = S(t)x ∈
C([0,∞);X) ∩ C1((0,∞);X) ∩ C((0,∞); [D(A)]) をもつ.

(必要性の証明の概略) 命題 2.1 の条件 (i), (ii) が成り立つ. 条件 (ii-1) は, 命題 2.1 の条件 (i) に
他ならない. 条件 (ii-2) をチェックするために, (x, y) ∈ C ×C とする. 命題 2.1 の条件 (ii) を用い
ると, ω ≥ 0 が存在して,

lim inf
h↓0

(V (Jhx, Jhy)− V (x, y))/h ≤ ωV (x, y) + L lim sup
h↓0

(‖Jhx− S(h)x‖+ ‖Jhy − S(h)y‖)/h

である. BS(·)x : [0,∞) → X は連続であるから,

h−1(Jhx− S(h)x) = h−1

∫ h

0

T (h− s)(Bx−BS(s)x) ds → 0 (h ↓ 0)

である. よって, 条件 (ii-2) が成り立つ. 条件 (ii-3) をチェックするために, x ∈ C とする. このと
き, BS(·)x ∈ C([0,∞);X) である. Jhx− S(h)x ∈ D((−A)α) であり,

‖(−A)α (Jhx− S(h)x)‖ ≤
∫ h

0

‖(−A)αT (h− s)(Bx−BS(s)x)‖ ds

≤ (1− α)−1Mα sup
0≤s≤h

‖Bx−BS(s)x‖ · h1−α (h > 0)
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である. S(h)x ∈ C (h > 0) であるから, 条件 (ii-3) は β = 1− α, xδ = S(δ)x で満たされる.

解の初期値に関する連続的依存性の導出方法

複素 Ginzburg-Landau 方程式の混合問題の解作用素がリプシッツ連続であることをどのように
導出するかを, Okazawa-Yokota のアイデア ([34], [43]) をもとに, 述べる．これは, 定理 5.1 の中
に出てくる汎関数 V の構成方法を示すものでもあることに注意する．

複素 Ginzburg-Landau 方程式

∂u

∂t
− (λ + iµ)∆u + (κ + iν)|u|q−2u = 0 (5.2)

について, 変分をとることができるかなどの微妙な問題点は無視し, 形式的な計算をもとに変分を
とると,

∂u̇

∂t
− (λ + iµ)∆u̇ + (κ + iν){(q − 2)|u|q−4Re(u, u̇)u + |u|q−2u̇} = 0 (5.3)

が成り立つ．2Re〈(5.3), u̇〉 とすると,

(d/dt)‖u̇‖2L2 + 2λ‖∇u̇‖2L2

+ 2Re(κ + iν)
∫

Ω

(q − 2)|u|q−4Re(u, u̇)(u, u̇) + |u|q−2|u̇|2 dx = 0 (5.4)

である. これより,

(d/dt)‖u̇‖2L2 + 2λ‖∇u̇‖2L2 ≤ 2(κ2 + ν2)1/2(q − 1)
∫

Ω

|u|q−2|u̇|2 dx.

Hölder の不等式と Gagliardo-Nirenberg の不等式を用いると,
∫

Ω

|u|q−2|u̇|2 dx ≤ ‖u‖q−2
Lq ‖u̇‖2Lq ≤ c1‖u‖q−2

Lq ‖u̇‖2(1−σ)
L2 ‖u̇‖2σ

H1

≤ c2‖u‖q−2
Lq ‖u̇‖2(1−σ)

L2 (‖u̇‖2σ
L2 + ‖∇u̇‖2σ

L2),

但し, σ = N(1/2− 1/q) である．Young の不等式を用いて,

(d/dt)‖u̇‖2L2 + 2λ‖∇u̇‖2L2 ≤ c3‖u‖(q−2)/(1−σ)
Lq ‖u̇‖2L2 + 2λ‖∇u̇‖2L2 + c4‖u̇‖2L2 .

そこで, もし
(q − 2)/(1− σ) ≤ q すなわち 2 ≤ q ≤ 2 + 4/N

ならば, (d/dt)‖u̇‖2L2 ≤ 2(a + b‖u‖q
Lq )‖u̇‖2L2 であるから,

(d/dt)‖u̇‖L2 ≤ (a + b‖u‖q
Lq )‖u̇‖L2 . (5.5)

つぎに, 2Re〈(5.2), u〉 とすると

(d/dt)‖u‖2L2 + 2λ‖∇u‖2L2 + 2κ‖u‖q
Lq = 0 (5.6)

であるから,
‖u(·, t)‖L2 ≤ ‖u0‖L2 (t ≥ 0) (5.7)
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が成立する. (5.5)+(b/2κ)‖u̇‖L2× (5.6) とすると,

(d/dt) exp((b/2κ)‖u‖2L2)‖u̇‖L2

= exp((b/2κ)‖u‖2L2)((d/dt)‖u̇‖L2 + (b/2κ)((d/dt)‖u‖2L2)‖u̇‖L2)

≤ a exp((b/2κ)‖u‖2L2)‖u̇‖L2 . (5.8)

r0 > 0 とし, d をつぎにより定義される Riemann metric とする.

d(f, g) = inf
{∫ 1

0

exp((b/2κ)‖u(θ)‖2L2)‖u̇(θ)‖L2 dθ; ‖u(θ)‖2L2 ≤ r0, u(0) = f, u(1) = g

}
.

この定義が意味をもつと仮定して議論を進める. f, g ∈ L2(Ω), ‖f‖2L2 ≤ r0, ‖g‖2L2 ≤ r0 とする．

ε > 0 とする．このとき, u0(θ) が存在して, ‖u0(θ)‖2L2 ≤ r0, u0(0) = f , u0(1) = g,
∫ 1

0

exp((b/2κ)‖u0(θ)‖2L2)‖u̇0(θ)‖L2 dθ < d(f, g) + ε.

t ≥ 0 とする. このとき, (5.7) により, ‖u(t, θ)‖2L2 ≤ r0. (5.8) により,
∫ 1

0

exp((b/2κ)‖u(t, θ)‖2L2)‖u̇(t, θ)‖L2 dθ ≤ eat(d(f, g) + ε)

であるから,
d(S(t)f, S(t)g) ≤ eatd(f, g) (t ≥ 0).

M0 ≥ 1 が存在して, ‖u(θ)‖2L2 ≤ r0 ならば

‖u̇(θ)‖L2 ≤ exp((b/2κ)‖u(θ)‖2L2)‖u̇(θ)‖L2 ≤ M0‖u̇(θ)‖L2

であるから, f, g ∈ L2(Ω), ‖f‖2L2 ≤ r0, ‖g‖2L2 ≤ r0 に対して

‖f − g‖L2 ≤ d(f, g) ≤ M0‖f − g‖L2 .

したがって, 各 τ > 0 に対して, Lτ > 0 が存在して

‖S(t)f − S(t)g‖L2 ≤ Lτ‖f − g‖L2 (t ∈ [0, τ ], f, g ∈ L2(Ω), ‖f‖2L2 ≤ r0, ‖g‖2L2 ≤ r0).

Riemann metric d を決定することは難しいが, 上の考察により,

V (u, v) = exp((b/2κ)((‖u‖L2 ∧√r0)2 + (‖v‖L2 ∧√r0)2))(‖u− v‖L2 ∧ (2
√

r0)) (u, v ∈ L2(Ω))
(5.9)

を用いれば, u0, v0 ∈ L2(Ω), ‖u0‖2L2 ≤ r0, ‖v0‖2L2 ≤ r0 のとき,

(d/dt)V (S(t)u0, S(t)v0) ≤ ωV (S(t)u0, S(t)v0) (t ≥ 0)

を得ることができる. この考察は, 複素 Ginzburg-Landau 方程式の混合問題に応用するためには,
定理 5.1 の中に現れる V として (5.9) により定義されるものを選べばよいことを示唆している.

上述の考察をもとに, 複素 Ginzburg-Landau 方程式の混合問題

(CGL)





∂u

∂t
− (λ + iµ)∆u + (κ + iν)|u|q−2u = 0 ((x, t) ∈ Ω× (0,∞)),

u(x, t) = 0 ((x, t) ∈ ∂Ω× (0,∞)),
u(x, 0) = u0(x) (x ∈ Ω)
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を考える. 但し, ∂Ω は RN の領域 Ω の滑らかな境界を表し, λ > 0, κ > 0, µ, ν ∈ R とする. さら
に, q はつぎの条件を満たすと仮定する.

2 ≤ q ≤ 2 + 4/N.

定理 5.2. 任意の初期値 u0 ∈ L2(Ω) に対して, (CGL) はつぎのクラスの解 u を一意的にもつ.

C([0,∞);L2(Ω)) ∩ C1((0,∞);L2(Ω)) ∩ C((0,∞);H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)).

さらに, 次のような解の初期値に関する連続的依存性が成り立つ.
u, v をそれぞれ初期値が u0 ∈ L2(Ω), v0 ∈ L2(Ω) である上述のクラスの解とする. このとき, 各

τ, r > 0 に対して M(τ, r) > 0 が存在して

‖u(t)− v(t)‖L2 ≤ M(τ, r)‖u0 − v0‖L2 (t ∈ [0, τ ], u0, v0 ∈ L2(Ω), ‖u0‖L2 ≤ r, ‖v0‖L2 ≤ r).

(定理の証明の概略) X = L2(Ω) とし, X における作用素 A を

Au = (λ + iµ)(∆u− u) (u ∈ D(A) = H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)) (5.10)

により定める. このとき, A は X 上の (C0) 級の解析的半群 {T (t); t ≥ 0} の無限小生成作用素で
あり, 評価 ‖T (t)‖ ≤ e−λt (t ≥ 0) が成り立つ.
もし抽象的設定に現れる D, α ∈ (0, 1) を

Bu = −(κ + iν)|u|q−2u + (λ + iµ)u (u ∈ C := D ∩ Y ) (5.11)

により定められる作用素 B が C から X への作用素であり, 条件 (B3) を満たすように決定でき
れば, (CGL) は半線形発展方程式の初期値問題 (SP) に翻訳され, 定理 5.1 を適用できる. これを
実行するために, つぎの 2 つの場合に分けて考察する.

(I) 2 ≤ q < 2 + 4/N, (5.12)

(II) q = 2 + 4/N.

ここでは, (I) の場合についてのみ紹介する. r0 > 0 とし, D = {u ∈ L2(Ω); ‖u‖2L2 ≤ r0} と定め,
α ∈ (0, 1) をつぎのように選ぶ.

(q − 1)θ < α < 1. (5.13)

但し θ = (N/2) (1/2− 1/2(q − 1)) である. (5.12) により 0 ≤ (q − 1)θ < 1 であるから, 上のよう
に α を選ぶことは可能である. 条件 (B3) を調べるために, つぎの補題を必要とする.

補題 5.3. Z をバナッハ空間とする. θ ∈ [0, 1), K0 > 0 とし, F をつぎの条件を満たす D(A) か
ら Z への線形作用素とする.

‖Fx‖Z ≤ K0‖x‖1−θ‖Ax‖θ (x ∈ D(A)). (5.14)

このとき, θ < σ < 1 ならば, 線形作用素 F̃ : D((−A)σ) → Z が存在して,
{

F̃ x = Fx (x ∈ D(A)),
‖F̃ x‖Z ≤ Kσ,θ‖x‖1−θ/σ‖(−A)σx‖θ/σ (x ∈ D((−A)σ)).
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この補題の証明は, 文献 [13], [21] にある考え方を利用して行われる.

条件 (B3) の確認に移る. Gagliardo-Nirenberg 不等式により, H2(Ω) ⊂ L2(q−1)(Ω) であり

‖u‖L2(q−1) ≤ K0‖u‖1−θ‖u‖θ
H2 ≤ K0‖u‖1−θ‖Au‖θ (u ∈ D(A)).

(5.13) であるから, 補題 5.3 を Z = L2(q−1)(Ω), σ = α で用いることができるので, Y :=
D((−A)α) ⊂ L2(q−1)(Ω),

‖u‖L2(q−1) ≤ K0‖u‖1−θ/α‖(−A)αu‖θ/α (u ∈ Y ). (5.15)

よって, (5.11) により定義される作用素 B は C を X に写す.

||ξ|q−2ξ − |η|q−2η| ≤ K0

(∫ 1

0

|θξ + (1− θ)η|q−2 dθ

)
|ξ − η| (ξ, η ∈ C) (5.16)

であるから, u, v ∈ C に対して

‖Bu‖ ≤ (κ2 + ν2)1/2‖u‖q−1
L2(q−1) + (λ2 + µ2)1/2‖u‖, (5.17)

‖Bu−Bv‖ ≤ K0(‖u‖L2(q−1) ∨ ‖v‖L2(q−1))q−2‖u− v‖L2(q−1) + (λ2 + µ2)1/2‖u− v‖ (5.18)

が成り立つ. (5.17), (5.15), (5.13) により,

‖Bu‖ ≤ K0‖u‖(1−θ/α)(q−1)‖(−A)αu‖(q−1)θ/α + (λ2 + µ2)1/2‖u‖
≤ K0‖u‖(1−θ/α)(q−1)(1 + ‖(−A)αu‖) + (λ2 + µ2)1/2‖u‖ (u ∈ C) (5.19)

であり, 作用素 B は条件 (B3) を満たし, (5.18) より, 局所リプシッツ条件 (5.1) を満たす.
さて, 定理 5.1 の条件 (ii) を調べるために, 先の考察をもとに, 汎関数 V : X ×X → R+ を

V (u, v) = exp((b/2κ)((‖u‖ ∧ √r0)2 + (‖v‖ ∧ √r0)2))(‖u− v‖ ∧ (2
√

r0)) (5.20)

により定める. 条件 (ii-1) が満たされることは容易に確かめられる. 条件 (ii-2) を調べるため
に, u0 ∈ C とする. t > 0 に関して Jtu0 は微分可能であり, Jtu0 ∈ D(A), (d/dt)Jtu0 =
AJtu0 + Bu0 (t > 0) が成り立つ. f(t) = Bu0 − B(Jtu0) (t > 0) とおけば, limt↓0 ‖f(t)‖ = 0,
limt↓0 ‖(−A)α(Jtu0 − u0)‖ = 0 であり,

(d/dt)Jtu0 = AJtu0 + B(Jtu0) + f(t) (t > 0)

が成り立つ. この Jtu0 について, 解の初期値に関する連続的依存性の導出と同様の議論をすれば,
条件 (ii-2) が満たされる. もし Jtu0 ∈ C (t > 0) ならば, 条件 (ii-3) は自動的に満たされる. 残念
ながら, いまの場合はそうでない. 条件 (ii-3) を調べるために, u0 ∈ C とする. B0 ∈ B(Y, X) を

B0u = −(κ + iν)|u0|q−2u + (λ + iµ)u (u ∈ Y )

により定める. このとき, v ∈ C([0,∞);Y ) ∩ C1((0,∞);X) が存在して

v(t) = T (t)u0 +
∫ t

0

T (t− s)B0v(s) ds (t ≥ 0)

である. よって, v′(t) = Av(t) + B0v(t) (t ≥ 0), v(0) = u0 を満たすので,

∂v

∂t
− (λ + iµ)∆v + (κ + iν)|u0|q−2v = 0
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である. (5.6) の導出と同様にして,

(d/dt)‖v(t)‖2L2 + 2λ‖∇v(t)‖2L2 + 2κ

∫

Ω

|u0(x)|q−2|v(x, t)|2 dx = 0

が得られるので, (d/dt)‖v(t)‖2L2 ≤ 0 (t ≥ 0) が成り立つ. よって, v(t) ∈ C (t ≥ 0) である. v ∈
C([0,∞);Y ), B0v(0) = B0u0 = Bu0, B0 ∈ B(Y, X)であるから, ρ(h) = sup0≤t≤h ‖B0v(t)−Bu0‖
(h > 0) と置けば, ρ(h) → 0 (h ↓ 0) である.

v(h)− Jhu0 =
∫ h

0

T (h− s)(B0v(s)−Bu0) ds (h > 0)

であるから, ‖v(h) − Jhu0‖ ≤ hρ(h) (h > 0) が成り立つ. さらに, 評価 ‖(−A)αT (t)‖ ≤ Mαt−α

(t > 0) を用いると, ‖(−A)α(v(h)− Jhu0)‖ ≤ Mαh1−αρ(h) (h > 0) が成り立つ. このようにして
定理 5.1 の条件 (ii) を確認できるので, 定理 5.1 により所要の結果を得る.
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ある放物型方程式系の自己相似解のまわりの解の漸近挙動について

九州大学大学院修士２年 浅井 隆志

次の n次元粘性 Burgers方程式に対する初期値問題を考える.

(n-B)

{
∂tu−∆xu + a · ∇x(|u| 1n u) = 0, t > 0, x ∈ Rn,

u|t=0 = u0, x ∈ Rn.

　　ここで n ≥ 2, ∆x =
∑n

i=1
∂2

∂x2
i
, ∇x = ( ∂

∂x1
, · · · , ∂

∂xn
)>であり、a ∈ Rnは

与えられたものとする。
　方程式 (n-B)の可解性についてはすでによく研究されており、例えば [2]で

はL1(Rn)に属する任意の初期値に対して (n-B)の解が時間大域的に一意に存在
することが示されている。ある関数w(x)を用いて u(x, t) = t−

n
2 w( x√

t
)なる形で

表されるような解 uは自己相似解と呼ばれる。[1]では、各 δ ∈ Rに対して、全
空間での積分値が δであるような自己相似解 Uδ(x, t) = t−

n
2 wδ( x√

t
)が一意に存

在することが証明されている。自己相似解は解の時間無限大での挙動において
重要な役割を果たすことが知られており、実際次のような定理が得られている。

Theorem 1 ([2]). 方程式 (n-B)において, 初期値u0 ∈ L1(Rn)が
∫
Rn u0(x)dx =

δを満たすとき、解 uは次を満たす。

(1) lim
t→∞(t + 1)

n
2
(1− 1

r
)||u(x, t)− (t + 1)−

n
2 wδ(

x√
t + 1

)||Lr
x

= 0, r ∈ [1,∞].

本講演の目的は、自己相似解を空間方向に適当に平行移動させることで解の
時間無限大での挙動についてより良い評価を与えることである。関数Gを n次

元Gauss関数 (4π)−
n
2 e−

|x|2
4 とする。主結果は次の定理である。

Theorem 2. Theorem 1において初期値u0がu0 ∈ L2(dx
G )を満たし、δ 6= 0かつ

|δ| << 1であるとする。このとき、ある y(t) ∈ BC([0,∞);Rn)∩C1((0,∞);Rn)
が存在して、

(2) lim
t→∞(t+1)

n
2
(1− 1

r
)+1−η(δ)||u(x, t)−(t+1)−

n
2 wδ(

x + y(t)√
t + 1

)||Lr
x

= 0, r ∈ [1, 2]

が成り立つ。ここで、η(δ)は limδ→0 η(δ) = 0を満たす定数である。

Remark 1. 初期値に対する条件 u0 ∈ L2(dx
G )については多項式ウェイト u0 ∈

L2( dx
(1+|x|2)m ), m > n

2 + 2に弱めることができる。

自己相似解を適当に平行移動させて解の収束評価を改良するという結果は、1
次元粘性Burgers方程式（(n-B)で n = 1の場合）においては [3, 4]で得られて
いる。そこでは、Hopf-Cole変換により方程式を線形熱方程式に変換するとい
う 1次元に特有の性質が本質的に用いられている。そのため、次元が 2以上の
場合には別のアプローチが必要となる。そこで、本研究では自己相似解の周り
での線形化作用素を考察し、そのスペクトルの性質を本質的に用いることで主
結果を示した。



　まず、次の自己相似変換を導入する。

(3) u(x, t) = (t + 1)−
n
2 ω(

x√
t + 1

, log(t + 1)), ξ =
x√

t + 1
, τ = log(t + 1).

すると (n-B)は次の方程式に変換される。

(n-B’)

{
∂τω + Aω + B(ω) = 0, τ > 0, ξ ∈ Rn,

ω|τ=0 = u0, ξ ∈ Rn.

ここで、A = −∆ξ− ξ
2 ·∇ξ− n

2 , B(ω) = a ·∇ξ(|ω|
1
n ω)である。すると、関数wδ

が
∫
Rn wδdξ = δを満たす (n-B’)の定常解であることと、Uδ(x, t) = t−

n
2 wδ( x√

t
)

が全空間での積分値が δの (n-B)の自己相似解となることが同値であることが
確認できる。この変換により、(n-B)の解の自己相似解への漸近挙動の問題（評
価 (1)あるいは (2))は方程式 (n-B’)の定常解の安定性に帰着されることに注意
する。
方程式 (n-B’)の定常解 wδ の安定性を調べるため、その周りでの線形化作用

素 Lδ = A + B′(wδ)を考える。次の補題は本研究で鍵となるものである。

Lemma 1. |δ| << 1 とする。このとき線形作用素 Lδ の L2
0(

dξ
G(ξ)) = {f ∈

L2( dξ
G(ξ)) |

∫
Rn f(ξ)dξ = 0}におけるスペクトルはσ(Lδ) ⊂ {1

2}∪{µ ∈ C | Re(µ) ≥
1− η(δ)}を満たす。特に、1

2 は多重度 nの semisimple固有値でその固有関数は
{∂ξj

wδ}n
j=1で与えられる。

作用素PをL2(dξ
G )におけるLδの固有値 1

2に対する固有射影とし、Q = I−P
とする。主結果を得るために、

∫
Rn ω(ξ, 0)dξ = δを満たす (n-B’)の解 ω(·, τ)に

対して、v(·, τ) = ω(·, τ)− wδ(·+ ỹ(τ))を L2
0(

dξ
G )において考察する。

　鍵となるステップは、v(·, τ)が任意の τ ≥ 0に対してQL2
0(

dξ
G )に属するよ

うに ỹ(τ)を決めることである。実はこの ỹ(τ)は（非線形）常微分方程式の解
として定式化され、これを解くことで平行移動 ỹ(τ)を定めることができる。こ
のように ỹ(τ)の取り方が定められれば、上記補題よりQL2

0(
dξ
G )での Lδのスペ

クトルが {µ ∈ C | Re(µ) ≥ 1 − η(δ)}に含まれることを用いて、v(·, τ)に対し
て必要な時間減衰評価を得ることができる。最後に自己相似変換を元に戻せば、
主結果が示される。
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DISSIPATIVE PLATE EQUATIONの解の減衰評価

杉谷　陽介 (九州大学大学院数理学府)

本講演では，次のような線形偏微分方程式の初期値問題を考察する．

(1)





wtt + ∆2w −∆wtt + αwt = 0,

w(x, 0) = w0(x),

wt(x, 0) = w1(x).

ただし，x ∈ Rn, t > 0 であり，α > 0 を仮定する．この方程式は板の振動を表す方程式
に消散項を加えたもので，w は横断線の変位を表し，αwt は摩擦の効果を表している．こ
の初期値問題 (1)の解 w, wt の減衰評価，エネルギーの減衰評価，および解の漸近挙動を
示すことが本講演の目的である．

まず，解の表示について調べる．初期値問題 (1)にフーリエ変換を施すと以下の問題を
得る．

(2)





(1 + |ξ|2)ŵtt + αŵt + |ξ|4ŵ = 0,

ŵ(ξ, 0) = ŵ0(ξ),

ŵt(ξ, 0) = ŵ1(ξ).

ただし，ξ ∈ Rn, t > 0．この初期値問題 (2)の解は次で与えられる．

(3) ŵ(ξ, t) = Ĝ(ξ, t)(αŵ0 + ŵ1)(ξ) + Ĥ(ξ, t)ŵ0(ξ).

ただし，Ĝ(ξ, t), Ĥ(ξ, t) は

Ĝ(ξ, t) :=
1

(λ1 − λ2)
(eλ1t − eλ2t),(4)

Ĥ(ξ, t) :=
1

(λ1 − λ2)
{(α + λ1)e

λ2t − (α + λ2)e
λ1t}(5)

である．ここで，λ1 = λ1(ξ), λ2 = λ2(ξ) は固有値であり，以下で与えられる．

(6) λj(ξ) =
1

2(1 + |ξ|2)(−α±
√

α2 − (1 + |ξ|2)|ξ|4), j = 1, 2.

今，Ĝ(ξ, t), Ĥ(ξ, t) のフーリエ逆変換を G(x, t), H(x, t) とすれば，初期値問題 (1)の解は

(7) w(t) = G(t) ∗ (αw0 + w1) + H(t) ∗ w0

の形に表される。ただし，∗ は x に関する合成積である．

次に解の減衰評価について述べる．以下，s, k は非負整数とし，

σ = σ(k) := k + [
k + 1

2
]

とする．(4), (5)の各点評価とプランシュレルの定理から，解作用素 G(t)∗, H(t)∗ につい
て次の命題を得る．



Proposition [解作用素の評価]

s ≥ 0 とし，ϕ ∈ Hs, ψ ∈ Hs+1 を仮定する．このとき，σ = σ(k) ≤ s + 1 ならば，次の
評価が成り立つ．

‖∂k
xG(t) ∗ ϕ‖Hs+1−σ ≤ C(1 + t)−

k
4 ‖ϕ‖Hs ,

‖∂k
xH(t) ∗ ψ‖Hs+1−σ ≤ C(1 + t)−

k
4 ‖ψ‖Hs+1 .

また，s ≥ 2, σ = σ(k) ≤ s− 2 ならば，以下が成り立つ．

‖∂k
x∂tG(t) ∗ ϕ‖Hs−2−σ ≤ C(1 + t)−

k
4
− 1

2‖ϕ‖Hs ,

‖∂k
x∂tH(t) ∗ ψ‖Hs−2−σ ≤ C(1 + t)−

k
4
− 1

2‖ψ‖Hs+1 .

さらに，上の命題を用いると，初期値問題 (1)の解 w, wt の減衰評価について次の定理
を得る．

Theorem [解の減衰評価]
s ≥ 0 とし，w0 ∈ Hs+1, w1 ∈ Hs を仮定する．このとき，σ = σ(k) ≤ s + 1 ならば，解
w は次の減衰評価を満たす．

‖∂k
xw(t)‖Hs+1−σ ≤ C(1 + t)−

k
4 (‖w0‖Hs+1 + ‖w1‖Hs).

また，s ≥ 2, σ = σ(k) ≤ s− 2 ならば，解 wt は次の減衰評価を満たす．

‖∂k
x∂tw(t)‖Hs−2−σ ≤ C(1 + t)−

k
4
−1(‖w0‖Hs+1 + ‖w1‖Hs).

次に，初期値問題 (1)のエネルギーを

Ek(t) := ‖∂k
x∂tw(t)‖2

H1 + ‖∂k+2
x w(t)‖2

L2

で定義する．このとき，エネルギー減衰に関して次の定理を得る．

Theorem [エネルギーの減衰評価]
s ≥ 2 とし，w0 ∈ Hs+1, w1 ∈ Hs を仮定する．このとき，σ = σ(k) ≤ s − 2 ならば，エ
ネルギー Ek(t) は次の減衰評価を満たす．

Ek(t) ≤ C(1 + t)−
k
2
−1(‖w0‖2

Hs+1 + ‖w1‖2
Hs).

最後に，解の漸近挙動について述べる．Ĝ0(ξ, t) := 1
α
e−

1
α
|ξ|4t とおき，そのフーリエ逆

変換を G0(x, t) とする．このとき次の定理を得る．

Theorem [解の近似]
s ≥ 0 とし，w0 ∈ Hs+1, w1 ∈ Hs を仮定する．このとき，σ = σ(k) ≤ s ならば，

‖∂k
x{w(t)−G0(t) ∗ (αw0 + w1)}‖Hs−σ ≤ C(1 + t)−

k
4
− 1

2 (‖w0‖Hs+1 + ‖w1‖Hs).

また，s ≥ 3, σ = σ(k) ≤ s− 3 ならば，

‖∂k
x∂t{w(t)−G0(t) ∗ (αw0 + w1)}‖Hs−3−σ ≤ Cρ(t)(1 + t)−

k
4
− 3

2 (‖w0‖Hs+1 + ‖w1‖Hs).

ただし，ρ(t) は k = 0 なら ρ(t) = 1 + t−
1
4，k ≥ 1 なら ρ(t) = 1 である．
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多次元半空間における非線形移流項付き消散型波動方程式
に現れる平面定常波の安定性

上田 好寛 (九州大学大学院 数理学研究院)

多次元半空間Rn
+ := R+ × Rn−1 (R+ := (0,∞), n ≥ 2)における，非線形移流項付き消

散型波動方程式の初期・境界値問題
utt −∆u + ut + divf(u) = 0,

u(t, x)
∣∣
x1=0

= ub,

u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x)

(1)

について考察する。ここで，u = u(t, x)を未知関数，f = f(u)を既知のベクトル値関数
で f = (f1, . . . , fn)とし，ubは定数とする。さらに，初期値 u0(x)に対し

lim
x1→∞

u0(x) = u+ (6= ub)

を仮定し，u+は定数とする。また，非線形項 f に対し

|f ′(u)| < 1, f ′′1 (u) > 0 for u ∈ [ub, u+]

を仮定する。このとき，初期・境界値問題 (1)に対応する平面定常波への漸近安定性と定
量的な時間減衰率を求めることが本研究の目的である。ここで，平面定常波とは法線方向
(x1方向)のみに依存する定常波をさし，次の一次元定常問題の解で表される。

− φx1x1 + f1(φ)x1 = 0,

φ(0) = ub, lim
x1→∞

φ(x1) = u+.(2)

この定常問題の解の存在と漸近形は Liu-Matsumura-Nishihara [4]により既に次の命題で
示されている。

Proposition 1. ([4])
定常問題 (2)が解 φを持つための必要条件は f ′1(u+) ≤ 0である。またさらに，次の性

質が成り立つ。
(i) 非縮退定常波 : f ′1(u+) < 0を仮定する。このとき，ub < u+なら単調増加な定常波
φ(x1)が存在し，もし u+ < ubで u ∈ (u+, ub)に対し f1(u) < f1(u+)をみたす場合，単調
減少な定常波 φ(x1)が存在する。またどちらの場合も，定常波 φ(x1)は指数的に u+へと
漸近する。
(ii) 縮退定常波 : f ′1(u+) = 0を仮定する。このとき，ub < u+の場合のみ定常波 φ(x1)は
存在し，定常波 φ(x1)は単調増加で，多項式的に u+へと近づく。

Proposition 1で存在が示された定常波に対し，漸近安定性と時間減衰率を示したのが次
のTheorem 2とTheorem 3である。Theorem 2は非縮退定常波に対する結果で，Theorem
3で縮退定常波に対する減衰率を導き出している。



Theorem 2. (非縮退定常波)
f ′1(u+) < 0，ub < u+とする。α ≥ 0，s ≥ [n−1

2
]+1に対し

(
u0−φ,∇(u0−φ), u1

) ∈ Xs∩L2
α

を仮定する。また，

M2
α := ‖(u0 − φ,∇(u0 − φ), u1)‖2

Xs + ‖(u0 − φ,∇(u0 − φ), u1)‖2
L2

α

とおく。このとき，ある正定数 ε0が存在しM0 ≤ ε0をみたすなら，初期・境界値問題 (1)は(
u− φ,∇(u− φ), ut

) ∈ C([0,∞); Xs ∩ L2
α)

をみたす一意の時間大域解 uを持つ。またさらに，解 uは次の L∞減衰評価をみたす。

‖(u− φ)(t)‖L∞ ≤ CMα(1 + t)−α/2−(n−1)/4

Theorem 3. (縮退定常波)
f ′1(u+) = 0，ub < u+とする。s ≥ [n−1

2
] + 1に対し

(
u0 − φ,∇(u0 − φ), u1

) ∈ Xsを仮
定する。このとき，ある正定数 ε1が存在してM0 ≤ ε1 をみたすなら，初期・境界値問題
(1)は (

u− φ,∇(u− φ), ut

) ∈ C([0,∞); Xs)

をみたす一意の時間大域解 uを持ち，次の L∞減衰評価が成り立つ。

‖(u− φ)(t)‖L∞ ≤ CM0(1 + t)−(n−1)/4

Notations.
関数空間Xsを以下で定義する。

Xs = {u ∈ L2; ∂ku ∈ L2 for k ≤ s}, ‖u‖Xs =
( s∑

k=0

‖∂ku‖2
L2

)1/2

,

ここで，∂kは接方向の k階微分を表し，Xs = L2(R+; Hs(Rn−1))を示す。
また，α ∈ Rに対し，重み付き関数空間 L2

αを以下で定義する。

L2
α = {u ∈ L2; (1 + x1)

α/2u ∈ L2}, ‖u‖L2
α

=
(∫

Rn
+

(1 + x1)
α|u(x)|2dx

)1/2

.
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非線形消散型波動方程式系の時間大域解の存在について

竹田 寛志 (東北大学大学院理学研究科 D2)

p, q > 1に対して，次の非線形消散型波動方程式系の初期値問題

(1)





∂2
t u−∆u + ∂tu = |v|p, t > 0, x ∈ Rn,

∂2
t v −∆v + ∂tv = |u|q, t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = u0(x), ∂tu(0, x) = u1(x), x ∈ Rn,

v(0, x) = v0(x), ∂tv(0, x) = v1(x), x ∈ Rn

の時間大域解の存在に関する臨界指数p, qについて考える．ここで，u = u(t, x), v = v(t, x)
は未知の実数値函数とする.
方程式系 (1)に関しては, Sun-Wang [12]によって

max

{
p + 1

pq − 1
,

q + 1

pq − 1

}
≥ n

2
,

∫

Rn

ui(x)dx > 0,

∫

Rn

vi(x)dx > 0, (i = 0, 1)

が成り立てば解の爆発が示されている. 他方, 単独の非線形消散型波動方程式に対しては,
1 ≤ n ≤ 5についてLp-Lq評価を基にした大域解の存在が知られている (Marcati-Nishihara
[8], Nishihara [11], Hosono-Ogawa [6], Narazaki [10]). 方程式系 (1)については n = 1, 3の
み与えられていた [12]. ここでは, n = 2の場合について臨界指数より大きい場合の時間
大域解の存在について得られた結果を述べる. 以下, p ≤ qとする.
定理 n = 2とする. 非線形項の指数の組 (p, q)が

max

{
p + 1

pq − 1
,

q + 1

pq − 1

}
< 1

を満たし, 初期データが (u0, u1), (v0, v1) ∈ W 1,1 ∩W 1,∞(R2)×L1 ∩L∞(R2) で各々ノルム
が十分小さいとき, 連立系 (1)の (積分方程式の解の意味で)時間大域解 (u(t), v(t))が一意
に存在して

u(t), v(t) ∈ C([0,∞); L
q(pq−1)

1+q ∩ L∞)

を満たす.

証明と基本になるの線形部分の基本解の Lp-Lq評価を述べるために, 記法を導入する.

K0(t)g := F−1

[
e−

t
2 cos

(
t

√
|ξ|2 − 1

4

)
ĝ

]
, K1(t)g := F−1


e−

t
2

sin
(
t
√
|ξ|2 − 1

4

)
√
|ξ|2 − 1

4

ĝ


 ,

W0(t)g := F−1 [cos(t|ξ|)ĝ] ,W1(t)g := F−1

[
sin(t|ξ|)
|ξ| ĝ

]

とおく. K0(t)u0 + K1(t)
(

1
2
u0 + u1

)
は

{
∂2

t u−∆u + ∂tu = 0, t > 0, x ∈ R2,

u(0, x) = u0(x), ∂tu(0, x) = u1(x), x ∈ R2



の解であり, W0(t)u0 + W1(t)u1は{
∂2

t u−∆u = 0, t > 0, x ∈ R2,

u(0, x) = u0(x), ∂tu(0, x) = u1(x), x ∈ R2

の解である.
補題 1 ≤ s ≤ r ≤ ∞とする. 任意の g ∈ Ls(R2)に対して,∥∥∥∥

(
K0(t)− e−

t
2 W0(t)− e−

t
2
t

8
W1(t)

)
g

∥∥∥∥
Lr

≤ C(1 + t)−( 1
s
− 1

r )‖g‖Ls

が成り立つ.
注意 1. 補題は消散型波動方程式の基本解が, ある波動方程式の解を引き去ると原点にお
ける特異性がなくなり, さらに線形熱方程式と同じ減衰をすることを主張する.
注意 2. Hosono-Ogawa [6]において, 1 ≤ s ≤ r ≤ ∞, g ∈ Ls(R2)に対して,∥∥∥

(
K1(t)− e−

t
2 W1(t)

)
g
∥∥∥

Lr
≤ C(1 + t)−( 1

s
− 1

r )‖g‖Ls ,

∥∥∥∥
(

K0(t)− 1

2
et∆g − e−

t
2 W0(t)− e−

t
2
t

8
W1(t)

)
g

∥∥∥∥
Lr

≤ C





t−( 1
s
− 1

r )−1‖g‖Ls ,

(t ≥ 1),

t−( 1
s
− 1

r )‖g‖Ls ,

(0 < t ≤ 1)

となることが知られている.
注意 3. 方程式系 (1)に対応する非線形反応拡散方程式系 ([5], [9], [2]), 非線形波動方程式
系 ([4], [3], [7], [1])には臨界指数に関して多数の先行結果がある.
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荷電粒子の密度解析に由来する移流拡散方程式系の解の漸近評価について

山本征法 (東北大学大学院理学研究科)

ここでは, 荷電粒子の密度解析に由来する Nernst–Planck 型の移流拡散方程式系を考え
る. n ≥ 3, 1 < θ < n として次の Cauchy 問題を導入する.

(1)





∂tu + (−∆)θ/2u +∇ · (u∇ψ) = 0, t > 0, x ∈ Rn,

∂tv + (−∆)θ/2v −∇ · (v∇ψ) = 0, t > 0, x ∈ Rn,

−∆ψ = v − u, t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x), x ∈ Rn.

ここで，(−∆)θ/2u := F−1
[|ξ|θF [u]

]
であるが, 特に θ = 2 の場合は (−∆)θ/2 は通常の

ラプラシアンで与えられる. θ = 2 のとき, 移流拡散方程式の解の時間大域存在と減衰, 一
次漸近形の評価が知られている ([3], [4]). 移流拡散方程式は荷電粒子の密度分布の解析モ
デルを簡略化して得られたものであり, u, v はそれぞれ負電荷, 正電荷の密度を表し, ψ は,
静電場のポテンシャルを表す. 移流拡散方程式は正電荷と負電荷とが, 静電場の移流効果
を受けながら拡散する様子を表す方程式であり, その解の性質は線形拡散効果と非線形相
互作用とのバランスによって決定する. なお, 正負 2種類の荷電粒子が現れる身近な事象
として, トランジスタなどの半導体デバイスの動作が挙げられる. この場合, u は半導体
内の電子の密度, v は正孔の密度を表す. 移流拡散方程式は半導体デバイスのシミュレー
ションモデルと密接な関わりをもつ方程式として, 近年盛んに研究が行われている ([6]).
移流拡散方程式とよく似た非線形相互作用の構造をもつものに, 細胞性粘菌の走化性を

記述した Keller–Segel 方程式および流体の運動を記述した Navier–Stokes 方程式がある.
これらの方程式については, 時間大域解の高次漸近形の評価が知られている ([1], [2], [7],
[8], [11]). この場合の展開次数には, 空間次元の取り方に応じた限度があることが知られ
ている. この展開次数の限度は, 空間次元の取り方に応じて変化する線形拡散効果と非線
形相互作用とのバランスによって決定すると考えられる. 更に Keller-Segel 方程式の場合
には, 限界の次数の漸近形に特別な補正項が現れることが示されている ([2], [11]).
移流拡散方程式については, n = 3, θ = 2 の場合の 2次漸近形に特別な補正項が現れる

ことを既に示した ([9]). ここでは, 線形拡散効果と非線形相互作用とのバランスに着目し,
移流拡散方程式の解の漸近評価を考える. 特に, (1) の時間大域解で次の条件を満たすも
のについて考える:

1 ≤ p ≤ ∞, γ = n
θ

(
1− 1

p

)
に対して

(2) ‖u(t)‖p, ‖v(t)‖p ≤ C(1 + t)−γ.

1 < θ ≤ 2 のとき, u0, v0 ≥ 0 なる大きな初期値に対して (2) が成り立つ. この証明には
エネルギー評価を用いる ([3], [9]). 一方, 2 < θ < n の場合も初期値を十分小さく選べば
(2) が成り立つ. なお, u, v が (2) を満たすとき, Hardy–Littlewood–Sobolev の不等式を
用いて, ∇ψ の評価が得られる:

n
n−θ

< p < ∞, γ = n
θ

(
1− 1

p

)
に対して

(3) ‖∇ψ‖p ≤ C(1 + t)−γ+1/θ.



定理. n ≥ 3 とし, θ = n− 1 とする. u0, v0 ∈ L1
1(Rn) とし, u, v は (1) の解で (2) を

満たすとする. このとき, 1 ≤ p ≤ ∞, γ = n
θ

(
1− 1

p

)
に対して次が成り立つ:

∥∥u(t)−M [u0](t)− V [u, v](t)− J [u0, v0](t)
∥∥

p∥∥v(t)−M [v0](t)− V [v, u](t)− J [v0, u0](t)
∥∥

p

}
= o

(
t−γ−1/θ

)
.

また, J は次を満たす: ‖J [u0, v0](t)‖p ≤ Ct−γ−1/θ.
特に, n = 3, θ = 2, m0(u0) 6= 0, m0(u0) 6= m0(v0) のとき 0 < C1 < C2 が存在して
次を満たす:

C1(1 + t)−2 ≤ ‖J [u0, v0](t)‖∞ ≤ C2t
−2.

ただし, 定理で用いた記号は次のように定める：

M [u0](t, x) =
∑

|β|≤1

∇βGθ(t, x)

β!
mβ(u0),

Gθ(t, x) =F−1
[
e−t|ξ|θ

]
(x), mβ(u0) =

∫

Rn

yβu0dy (β ∈ Z+),

−V [u, v](t, x) = ∇Gθ(t, x) ·
∫ ∞

0

∫

Rn

K[u, v]dyds,

K[u, v](s, y) = u∇ψ −m0(u0)m0(v0 − u0)(Gθ∇(−∆)−1Gθ)(1 + s, y),

J [u0, v0](t, x) = −m0(u0)m0(v0 − u0)

∫ t

0

∇e−(t−s)(−∆)θ/2 · (Gθ∇(−∆)−1Gθ)(1 + s)ds.

なお, 1 < θ < n− 1 の場合, あるいは n = θ + 1, m0(u0) = m0(v0) の場合は, (4) にお
いて J を導入しない形の漸近評価が得られる.
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SCHWARZ函数の構成によるHELE-SHAW流の漸近挙動

小野寺 有紹 (東北大学大学院理学研究科)

本講演では,複数の点から非圧縮粘性流体を注入したときに現れるHele-Shaw
流に対し, 求積領域の理論を用いて, 時間が十分経過した後の界面の形状につ
いて考察する.

Hele-Shaw流とは, 間隔の狭い２枚の平行板の間に非圧縮性粘性流体を注入
していくときに現れる流れであり, その流体の界面は時間に依存して変化する.
これは以下のような数学的問題として定式化される. 平行板の間隔は十分小さ
いとし, 流体の流れは２次元であるとみなす. Ω(0) ⊂ C を初期時刻 t = 0 にお
いて流体が占める領域とし, 注入点 cj ∈ Ω(0) (j = 1, 2, . . . , l) からそれぞれ単
位時間あたりの注入量 αj > 0 (j = 1, 2, . . . , l) で流体を注入する. 時刻 t > 0
において流体が占める領域をΩ(t)とするとき,その境界 ∂Ω(t)の各点における
法線方向の速さは流体の圧力の法線微分に比例する. 一方, 時刻 t > 0 におけ
る流体の圧力分布は, 各注入点 cj を極とする領域 Ω(t)上のGreen函数 Gcj ,Ω(t)

の線形結合
∑l

j=1 αjGcj ,Ω(t) で表される. したがって, Hele-Shaw流の問題とは

(1)

(
l∑

j=1

αj

∂Gcj ,Ω(t)

∂n
(z)

)
· ∂T

∂n
(z) = −1 (z ∈ ∂Ω(t), t > 0)

をみたす {Ω(t)}t>0 を求める問題である. ただし, T = T (z) は z ∈ C \ Ω(0)
に対し z ∈ ∂Ω(T ) となる時刻 T として定まる函数であり, ∂/∂nは法線微分を
表す.
方程式 (1)によって定式化された問題において, たとえ初期領域Ω(0) の境界

が十分に滑らかであったとしても, Ω(t) の境界の滑らかさは先験的にはわから
ない. そのため, 微分を含む定式化 (1)では解析が困難である. そこで, 境界の
滑らかさを要求しないような別の定式化が必要となる. Sakai [1]は, (1)をみた
す {Ω(t)}t>0 は, Ω(t) 上で劣調和かつ２次元 Lebesgue測度 m に関して可積分
な函数族 SL1(Ω(t)) に対し,

(2)

∫

Ω(0)

s dm + t

l∑
j=1

αjs(cj) ≤
∫

Ω(t)

s dm
(
s ∈ SL1(Ω(t))

)

をみたすことから, Hele-Shaw流の問題を (2)をみたす {Ω(t)}t>0 を求める問題
としてとらえ, 求積領域の理論を適用した. この (2)をみたす領域族 {Ω(t)}t>0

をHele-Shaw流の問題の弱解という.
求積領域の一般論により, m (Ω(0)) < ∞ をみたす領域 Ω(0) ⊂ C に対し,

Hele-Shaw流の弱解の存在が示される.
本講演では, Ω(0)は有界と仮定して, 弱解 {Ω(t)}t>0 の t → ∞ での形状に

対しえられた結果を報告する. 注入点が１個の場合, t → ∞ で界面 ∂Ω(t) は
注入点を中心とする円へと漸近していくことが示される. では, 注入点が複数



個の場合, 界面 ∂Ω(t) の漸近形は円であろうか. また, そうだとすると円の中
心の位置はどこであろうか.
次の定理が示すように, t →∞ で界面 ∂Ω(t) は,

wl :=

∑l
k=1 αkck∑l
k=1 αk

を中心とする円へと漸近することがわかる.

定理. 任意に j0 ∈ {1, 2, . . . , l} を固定し ρ > 0 を Ω(0) ⊂ D(cj0 , ρ)となるよ
うにとる. ただし, D(c, r) は点 c を中心とする半径 r の開円板を表す. このと
き, (2)をみたす {Ω(t)}t>0 に対し, 以下の評価が成り立つ:

D


wl,

√√√√ t

π

l∑

k=1

αk − ε−l (t)


 ⊂ Ω(t) ⊂ D


wl,

√√√√ t

π

l∑

k=1

αk + ε+
l (t)


 .

ここで,

ε−l (t) =

√
π∑l

k=1 αk




l∑
j=2

αj

∑j−1
k=1 αk(∑j

k=1 αk

)2 |wj−1 − cj|2

 t−1/2 + O

(
t−1

)

ε+
l (t) =

√
π∑l

k=1 αk




l∑
j=2

αj

∑j−1
k=1 αk(∑j

k=1 αk

)2 |wj−1 − cj|2 +
ρ2

2


 t−1/2 + O

(
t−1

)

(t →∞)

である.

複素解析を用いることにより, 問題は Schwarz函数を構成する問題に帰着さ
れる. ここで, Sが曲線Γの Schwarz函数であるとは, SはΓのある近傍上で正
則で,

S(z) = z (z ∈ Γ)

をみたすことをいう. ただし, zは zの複素共役を表す. しかし,一般にSchwarz
函数を構成することは難しいため, まず注入点が２個の場合に対し Schwarz函
数を構成することによりHele-Shaw流の漸近挙動を解析し, それを用いて数学
的帰納法により一般の場合を示す.
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粘菌運動を記述する自由境界問題の
解の存在について

東北大学博士後期課程 1年　
物部 治徳

本講演では, 次の自由境界問題を考える:

(P)





∂u

∂t
= ∆u + k1(C0 −

∫

Ω(t)

dx)− k2u in QT ,

u = 1 + Aκ + BV on ΓT ,

V = −∇u · n + l1(C0 −
∫

Ω(t)

dx) on ΓT ,

u = φ in Ω(0).

ここで,

Ω(t) :時刻 tのR2の領域 (t ≥ 0), ∂Ω(t) : Ω(t)の境界,

QT :=
⋃

0<t<T

Ω(t)× {t}, ΓT :=
⋃

0<t<T

∂Ω(t)× {t}, κ = κ(x, t) : ∂Ω(t)の曲率,

V = V (x, t) : ∂Ω(t)の法線速度, n = n(x, t) : ∂Ω(t)の外向き単位法線ベクトル,

k1, k2, A, B, l1 : 正定数

とする.

[目的] 方程式 (P)を満たすような, 古典的な意味での解 u(x, t)と ∂Ω(t)の存在を示す.

上の方程式 (P)は, 細胞性粘菌の運動を記述した数理モデルである. 神戸大学の梅田民樹
氏によると粘菌の運動は, アクチンという筋肉繊維が支配的であると考え, 物理的な考察
とシミュレーションなどからある数理モデルを提唱した. 今回, 梅田氏との共同研究によ
り本質を失わないようそのモデルを簡略化したものが方程式 (P)である.

細胞性粘菌の代表例としてキイロタマホコリカビが考えられる. キイロタマホコリカ
ビは環境に応じて個体や集合体になることが知られている. 方程式 (P)は集合体の時期の
運動を記述しており, 白血球の運動に類似していることから別な観点からの生物的な研究
も進められている. しかし, 数学的な解析はほとんどされていないように思える. そこで,

我々はその解析を行うための一歩目として (P)の研究を行い, 現段階で次の結果を得るこ
とが出来た.



定理 1. ∂Ω(0) ∈ C3+αの単純閉曲線, φ ∈ C2+α(Ω(0)) かつ, φは次の両立条件を満たす :

φ = 1 + Aκ + BV on ∂Ω(0),

V = −∇φ · n + |Ω(0)| on ∂Ω(0).

このとき, ある定数 T∗ > 0が存在し, (P)を満たす解

u ∈ C2+α, (2+α)/2(QT∗), ΓT∗ ∈ C3+α, (3+α)/2

が一意に存在する.

証明は [1]と [4]の方法にならって, 方程式 (P)の境界条件 u = 1 + Aκ + BV を (P∗)と
したとき, (P)に対する未知関数 uの近似関数列と (P∗)によって導かれる自由境界 ΓT の
近似集合列を構成し, その極限が (P)の解であることを示す. 具体的には以下に述べる帰
納法による. uとしてある関数 u1をとる. このとき (P∗)である u1 = 1 + Aκ + BV を考え
る. この条件は, ある準線形放物型方程式とみなすことができ, その解によって境界を決
定することができる. それを ∂Ω1(t)とおく. この ∂Ω1(t)を境界条件として考え, 方程式を
解く. その解を u2とおく. この u2を u1の代わりとして同様の議論を繰り返す. このよう
にして得られた集合と関数の列の組の極限が (P)の解であることを不動点定理を使って示
す. 証明の中で鍵となる考えはQT 領域を cylinder領域である

⋃
0<t<T Ω(0) × (0, T )に変

換する写像をHanzawa微分同相写像 [2]の作り方を参考にして具体的に作る.

今後の展望としては, 簡略化したモデルで解の存在を示すことが出来たので, 走化性や,

内部のアクチンの保存性を考慮したモデルも解くことが出来ると予想している. 具体的に
は, 方程式 (P)に対して

∫

Ω(t)

dx →
∫

Ω(t)

udx, l1 → g(x, t) ∈ C2+α,(2+α)/2(R2)

と置き換えた問題の解の存在を示すことを, 当面の目標と考えている.
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非線形熱方程式と Navier-Stokes 方程式に対する
Modulation 空間を用いた解の存在定理について

岩渕　司　 (東北大学大学院理学研究科数学専攻 D1)

本講演では次の非線形熱方程式と Navier-Stokes 方程式の初期値問題を Modulation 空
間を用いて考察する. n を自然数, λ を実数, p を 1 より大きい自然数とする.

(H)

{
∂tu−∆u = λup for t ∈ (0,∞), x ∈ Rn,

u(0, x) = u0(x) for x ∈ Rn.

(NS)





∂tu−∆u + (u · ∇)u +∇π = 0 for t ∈ (0,∞), x ∈ Rn,

div u = 0 for t ∈ (0,∞), x ∈ Rn,

u(0, x) = u0(x) for x ∈ Rn.

定義 (Modulation 空間). F は Fourier 変換, F−1 は Fourier 逆変換を表すとする.

{ϕk}k∈Zn ⊂ C∞
0 (Rn) を次を満たす 1 の分解とする. ϕ ∈ C∞

0 (Rn) を

supp ϕ ⊂ { ξ ∈ Rn | |ξ| ≤ √
n },

∑

k∈Zn

ϕ(ξ − k) = 1 for any ξ ∈ Rn

を満たす関数とし, ϕk(ξ) := ϕ(ξ − k) とおく. 0 < q, σ ≤ ∞ に対して, Modulation 空間
Mq,σ(Rn) を次で定義する.

Mq,σ(Rn) :=
{

f ∈ S ′(Rn)
∣∣∣ ||f ||Mq,σ(Rn) < ∞

}
,

||f ||Mq,σ(Rn) :=





(∑

k∈Zn

||F−1ϕkFf ||σLq(Rn)

) 1
σ

for 0 < σ < ∞,

sup
k∈Zn

||F−1ϕkFf ||Lq(Rn) for σ = ∞.

非線形偏微分方程式の解の存在定理の研究は, Lebesgue 空間と Sobolev 空間において
は数多く行われている. 本講演では Modulation 空間を用いて初期値問題を考察し, 関数
空間と偏微分方程式との関係を考察する. Modulation 空間は, Feichtinger [1] によって導
入され, 近年偏微分方程式への応用が発達してきている. Modulation 空間における偏微
分方程式の研究としてWang, Zhao, Guo [3] があり, 彼等は非線形 Schrödinger 方程式と
Navier-Stokes方程式について初期値 u0 をM2,1(Rn)からとり時間局所解の存在を示した.

また, Wang, Hudzik [2] では非線形 Schrödinger 方程式と非線形 Klein-Gordon 方程式の
時間大域解の存在を示した.

以下の定理では, [3] のNavier-Stokes 方程式に対する時間局所解の結果を拡張し, また,

時間大域解の存在を示した. 加えて非線形熱方程式にも応用し, 時間局所解と時間大域解
について考察した.

定理(非線形熱方程式). 1 ≤ q ≤ ∞, 1 ≤ σ < ∞とし, pは1 < p ≤ 1+2σ/n(σ−1)を満
たす自然数とする (ただし, σ = 1の時は pは任意の自然数). この時,任意の u0 ∈ Mq,σ(Rn)

に対して T > 0 が存在して (H) の一意時間局所解 u ∈ XT が存在する. ただし,

XT := { u ∈ C([0, T ],Mq,σ(Rn)) | ||u||X < ∞ },



||u||X :=





sup
t∈(0,T )

||u(t)||Mq,σ(Rn) + sup
t∈(0,T )

t
n
2
( 1

ν
− 1

σ
)||u(t)||Mq,ν(Rn)

if
σ

σ − 1
< p ≤ 1 +

2σ

n(σ − 1)
and 1 < σ < ∞,

sup
t∈(0,T )

||u(t)||Mq,σ(Rn) otherwise

であり, ν は次を満たす任意の実数である.

p− 1

p
<

1

ν
<

p− 1

p
+

1

pσ
.

注意. (1) 定理の σ に依存する p の上限値は次の考察により, 臨界の指数と考えられる.




Hs(Rn) ↪→ L2(Rn) ∩ Lr(Rn) if s = n

(
1

2
− 1

r

)
, 2 < r < ∞,

M2,σ(Rn) ↪→ L2(Rn) ∩ Lr(Rn) if σ =
r

r − 1
, 2 < r < ∞

という連続的な埋め込みが成立し,二つの等式から rを消去すると,関係式 1+4/(n−2s) =

1 + 2σ/n(σ − 1) が得られ, 右辺は定理の p の上限値であり, 左辺は u0 ∈ Hs(Rn) の場合
の可解性の為の尺度不変性の議論から求まる p の臨界値である.

(2) q を p に依存せずに自由にとることが出来, これは Lebesgue 空間 Lq(Rn) における初
期値問題の結果とは異なる点である. これより初期値 u0 が, 空間遠方では L∞(Rn) に属
し, 局所的には L∞(Rn) には属さない関数の場合にも解の存在を示すことが出来る.

(3) 定理の仮定に加えて, 1 + 2/n < 1 + 2q/n ≤ p とすると, 十分小さい u0 ∈ Mq,σ(Rn) に
対して時間大域解を得ることが出来る.

(4) 一般に非線形項の冪 p は自然数でなければ扱えないが, 低次元においては実数の p も
扱うことが出来, 具体的には n = 1, 2, u0 ∈ M2,∞(Rn), 1 < p < 1 + 2/n とし, 時間局所解
の存在を示すことが出来る. ここで, デルタ関数は M2,∞(Rn) に属することに注意する.

定理 (Navier-Stokes 方程式). n ≥ 2, 1 < q < ∞, 1 ≤ σ ≤ n/(n − 1) とする. この
とき div u0 = 0 を満たす任意の u0 ∈ [Mq,σ(Rn)]n に対して T > 0 が存在して (NS) の一
意時間局所解 u ∈ XT が存在する. ただし,

XT := { u ∈ [C([0, T ],Mq,σ(Rn))]n | ||u||X < ∞, div u = 0 },

||u||X :=





sup
t∈(0,T )

||u(t)||Mq,σ(Rn) + sup
t∈(0,T )

t
1
2 ||∇u(t)||Mq,σ(Rn) if σ <

n

n− 1
,

sup
t∈(0,T )

||u(t)||Mq,σ(Rn) + sup
t∈(0,T )

t
n
2
( 1

ν
− 1

σ
)||u(t)||Mq,ν(Rn)

+ sup
t∈(0,T )

t
1
2
+n

2
( 1

ν
− 1

σ
)||∇u(t)||Mq,ν(Rn) if σ =

n

n− 1

であり, ν は次を満たす任意の実数である.

1

σ
<

1

ν
<

1

σ
+

σ − 1

2σ
.

注意. 定理の仮定に加えて, 1 < q ≤ n とすると, 十分小さい u0 ∈ Mq,σ(Rn) に対して時
間大域解を得ることが出来る.
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LORENTZ 空間, LORENTZ-ZYGMUND 空間における
BREZIS-MERLE 型不等式

猪奥 倫左 (東北大学理学研究科 D1)

本講演では, 外力項 f を持つN -Laplace 方程式の解の正則性が外力項 f の可
積分性に依存してどのように変化するかについて考察する. ここで正則性とは, 解
u に対する可微分性を指すのが通常であるが, より一般化して解の可積分性の度
合いや解の有界性も含めた意味で正則性を考える. N ≥ 2 を空間次元とし, 有界
領域Ω ⊂ RN 上で, 次の N -Laplace 方程式の非斉次境界値問題を考える.

(N)

{
−div(|∇u|N−2∇u) = f, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω.

N = 2 の場合, 問題 (N) は 2 次元 Poisson 方程式と一致する.
外力を Lebesgue 空間Lp(Ω) (1 < p) から取ったとき, 方程式 (N) の解 u は有界

となることが知られている. また, 外力を L1(Ω) から取ったとき, 方程式 (N) の
解 u は一般に有界にならない. 解 u が一般に満たす正則性について, N = 2 のと
き Brezis-Merle [2] によって, N ≥ 3 のときAguilar-Peral [1] によって, それぞれ
次の指数関数型可積分性が満たされることが示された.

命題 1 (Brezis-Merle の不等式 [2, 1]). N ≥ 2 として, Ω ⊂ RN を有界領域と
する. u を外力 f ∈ L1(Ω) に対する方程式 (N) の解とする. このとき, 任意の
0 < α < Nω

1/(N−1)
N に対してあるC = C(α, N, Ω) > 0 が存在して

∫

Ω

exp

(
α|u(x)|
‖f‖1/(N−1)

L1

)
dx ≤ C

が成り立つ. ここで ωN はN 次元単位球面の表面積である.

以上のことから, 解が有界となるための外力の条件は, Lebesgue 空間の範疇で
は L1(Ω) が境目であることがわかる. 外力の条件を細分化するために, 外力を取
る関数空間として Lorentz-Zygmund 空間を用いる.

定義 2 (Lorentz-Zygmund 空間). Lorentz-Zygmund 空間 L logq L(Ω) を次で定
める.

L logq L(Ω) :=

{
f ∈ L1(Ω);

∫

Ω

|f(x)|
(
log

(
e + |f(x)|)dx

)q

< ∞
}

.

Ω が有界領域であることに注意すると, 定義から次の包含関係を満たす.

Lp(Ω) ⊂ L logq L(Ω) ⊂ L logr L(Ω) ⊂ L1(Ω) (q > r > 0, p > 1).

また, Lorentz-Zygmund 空間は適当な norm を導入することにより Banach 空間
となる.
空間次元をN = 2とする. このとき,外力を Lorentz-Zygmund空間L log1 L(Ω)

から選ぶとき, 解は有界となることが知られている. 一方, 空間次元をN ≥ 3 と
すると, 外力をL logN−1 L(Ω) から選ぶとき, 解は一般に有界とは限らないことが
Boccardo-Peral-Vazquez [3] によって示された. Boccardo らは同じ論文の中で,
外力の可積分性について狭くした空間 L logN−1+ε L(Ω) (ε > 0) から選ぶと解は



一般に有界となることも示している. これらのことは, N -Laplace 方程式の解の
正則性は外力の可積分条件を Lorentz-Zygmund 空間まで細分化して考えたとき,
N = 2 の場合とN ≥ 3 の場合でずれが生じることを示している.

定理 3. N ≥ 2, 0 ≤ q < N − 1 とし, u を f ∈ L logq L(Ω) に対する方程式 (N) の
解とする. このとき任意の 0 ≤ α < β に対して, あるC = C(α, q, N, Ω) > 0 が存
在して

∫

Ω

exp





 α|u(x)|
‖f‖

1
N−1

L logq L




N−1
N−1−q


 dx ≤ C

が成り立つ. ただし, ωN は N 次元単位球面の表面積で,

β :=





Nω
1

N−1

N , 0 < q ≤ 1,
(

q

(
1− q − 1

N − 2

)N−2
) 1

N−1

Nω
1

N−1

N , 1 < q < N − 1.

注意 3.1. この結果は, 外力を L logN−1 L(Ω), L1(Ω) から取ったときの解の正則
性を補間した形になっており, 解の正則性の細分化となっている. また, 定理 3 と
類似のBrezis-Merle 型不等式が, 外力を Lorentz 空間から選んだ場合にも示すこ
とが出来る.

外力を選ぶ空間をL logN−1 L(Ω) とL logN−1+ε L(Ω) (ε > 0) の補間空間から選
ぶために, Lorentz-Zygmund 空間の更なる細分化L logN−1 L log logq L(Ω) を定義
する.

L logN−1 L(Ω) ⊂ L logN−1 L log logq L(Ω) ⊂ L logN−1+ε L(Ω) (ε > 0, q > 0)

に注意する.

定理 4. N ≥ 3, q > 0 とし外力を f ∈ L logN−1 L log logq L(Ω) とする. このとき
方程式 (N) の弱解 u が存在して次が成り立つ.

(1) 0 < q < N−2とする. このとき,あるβ > 0が存在して任意の 0 < α < β
に対して

∫

Ω

exp

(
exp

((
α|u(x)|

‖f‖L(log L)N−1(log log L)q

) N−1
N−2−q

))
dx < ∞

が成り立つ.
(2) q > N − 2 とする. このとき u ∈ L∞(Ω) が成り立つ.

注意 4.1. 外力f の可積分性を更に細分化してf ∈ L logN−1 L log logN−2 L log log log · · ·
のときの解の正則性を求めることも可能である.

定理 3, 4 の証明には, Talenti [4] の球対称化の手法を用いる. 解を外力 f の球
対称化関数を用いて評価し, 外力の可積分条件に吸収させることができない特異
性の度合いをはかることにより証明する.
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Maximum principle for Lp-viscosity solutions of

fully nonlinear equations

中川　和重
埼玉大学大学院理工学研究科 D3

1 はじめに
本講演では Lp粘性解の最大値原理について述べる．
完全非線形 2階一様楕円型方程式における粘性解の regularity理論に関しては

Caffarelli [C]による結果がある．その後，Lp粘性解の概念が Caffarelli-Crandall-

Kocan-Świȩch[CCKS]によって導入されその理論が整備された．Lp粘性解の理論
は係数に連続性がない場合にも適用できるので強解の理論の一般化であると考え
られ，係数がLp関数の場合でも強解のときに得られた結果が得られることが期待
される．

Lp粘性解の regularity理論の第一歩といえる最大値原理に関してはKoike-Świȩch

により 1階微分の項が一次の増大度または一次以上の増大度を持つときに最大値
原理が成立することを示した [KS2]．また，非斉次項が次元より低い冪乗可積分の
場合の場合についても示している [KS2]（但し，1階微分の項が一次以上の場合に
は条件付で成立する）．本講演では，1階微分の項に一次および一次以上の増大度
を持つ場合についての最大値原理について考える．

2 結果
次の方程式を考える．

P−(D2u)− µ1(x)|Du| − µm(x)|Du|m = f(x) in Ω. (1)

Ω ⊂ B1 ⊂ Rn, m > 1, p > n/2, q ≥ pとし，特に断りのない限り f ∈ Lp
+(Ω),

µ1, µm ∈ Lq
+(Ω)とする．ここで，Lp

+(Ω)は非負なLp(Ω)の全体とし，さらにSnを
n× n実対称行列全体，固定された一様楕円定数 0 < λ ≤ Λに対し，Sn

λ,Λ = {A ∈
Sn | λI ≤ A ≤ ΛI}とおくとき Pucci作用素P± : Sn → Rを次で定義する．

P+(X) = max{−trace(AX) | A ∈ Sn
λ,Λ},

P−(X) = min{−trace(AX) | A ∈ Sn
λ,Λ}.



このとき次の結果が成立する．
《定理１》(ABP最大値原理)[N]

q = p > nとする．このとき，

D̂m ‖f‖m−1
p ‖µm‖p < δ

を満たす δ > 0, Ĉ > 0とC > 0があって uが (1)の Lp粘性劣解ならば

sup
Ω

u ≤ sup
∂Ω

u + CD̂
(
‖f‖n + D̂m ‖f‖m

p ‖µm‖n

)

が成立する．ここで D̂ = exp(Ĉ ‖µ1‖n
n)である．

また，pが次元より低い場合にも成立することがわかる．p0 = p0(n, λ, Λ) ∈
[n/2, 2)を Escauriaza定数とする．
《定理２》(ABP最大値原理)[N]

p0 < p ≤ n < qとする．このとき，N ≥ 1, δ > 0, C > 0があって次を満たすと
する．

p >
nq(m− 1)

mq − n
, D̂mÊm

N ‖f‖mN (m−1)
p ‖µm‖mN

q < δ

このとき，uが (1)のLp粘性劣解ならば定理１と同様にABP型の最大値原理が成
立する．

さらに，この最大値原理は放物型方程式

ut + P−(D2u)− µ1(x, t)|Du| − µm(x, t)|Du|m = f(x, t) in Q (2)

においても楕円型の場合と同様の結果を得ることができる．ここでQ := Ω×(0, 1]．
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EXACT DIFFERENTIAL AS THE DECISIVE CRITERIA OF EQUILIBLIUM/MOTION AND

IRROTATION/ROTATION

増田 茂 (首都大学東京 大学院理学研究科 博士後期課程 数学専攻 D4)

Abstract. In the fluid mechanics, it is an important concept to analyze it, for example in three variables, for udx+vdy+
wdz to be satisfied with an exact differentiability or a complete differentiability. By D’Alembert, Euler, Lagrange, Laplace,
Cauchy, Poisson and Stokes succeeded the exact differential as the decisive criteria of equiliblium/motion. ¿From the
geometrical point of view, Gauss and Riemann applied it. Moreover Helmholtz and W.Thomson applied it to the theory
of vorticity, in which treated the exact differential as the decisive criteria of irrotation/rotation. To Helmholtz’s vorticity
equation, Bertrand criticized but Saint-Venant sided with him. Two constants theory was deduced in equilibrium/motion
of the isotropic elasticity by Poisson, Navier, Cauchy, Saint-Venant and Stokes. In motional equations, these became
the origin of Navier-Stokes equations.

1. From the observation of exact differential to vortex

There are theories of equiliblium, applications and discussions about an exact differentiability of udx + vdy + wdz for the

fluid mechanics. We see such a history, in which the topics are : condition of equilibrium of fluid / proof of the eternal
continuity in time and space of an exact differential / curvature / electro magnetic / geometry / vorticity / discussion on
Helmholtz’s papers / other applications.

1.1. Exact differential as the decisive criteria of equilibrium/motion.

1.1.1. Navier’s equation of fluid equilibrium.
Navier deduces the expressions of forces of the molecular action which is under the state of motion as follows : 1

We consider the two molecules M and M ′. x, y, z are the values of the rectangular coordinates of M and x+α, y +β, z + γ

are the values of the rectangular coordinates of M ′. The length of a rayon emitting from M : ρ =
p

α2 + β2 + γ2, where

α = ρ cos ψ cos ϕ, β = ρ cos ψ sin ϕ, γ = ρ sin ψ. The velocity of the molecule M are u, v, w and that of the molecules M ′.
Navier deduces the moment in equilibrium as follows :

8

Z ∞

0
dρρ3f(ρ)

Z π
2

0
dψ

Z π
2

0
dϕ
“dδx

dx
cos3 ψ cos2 ϕ +

dδy

dy
cos3 ψ sin2 ϕ +

dδz

dz
sin2 ψ cos ψ

”
.

It turns into :

8
2

3

π

4

Z ∞

0
dρρ3f(ρ)

“dδx

dx
+

dδy

dy
+

dδz

dz

”
, ⇒ 4π

3

Z ∞

0
dρρ3f(ρ) ≡ p. · · ·Remark : p is the one of two constants. cf. §1.3.

By the partial integration we get

0 =

ZZZ
dxdydz

h“
P − dp

dx

”
δx +

“
Q− dp

dy

”
δy +

“
R− dp

dz

”
δz
i

−
ZZ

dydz
“
p′δx′ − p′′δx′′

”
−
ZZ

dxdz
“
p′δy′ − p′′δy′′

”
−
ZZ

dxdy
“
p′δz′ − p′′δz′′

”
. (1)

Navier reduces the indeterminate equations (1) for fluid equilibrium into two cases.

• Exact differential for the conditions of the equilibrium of the arbitrary, interior point of the fluid, dp
dx

= P, dp
dy

=

Q, dp
dz

= R, dp = Pdx + Qdy + Rdz, p =
R

(Pdx + Qdy + Rdz) + const.

• The boundary condition to surface,
0 =

R
(Pdx + Qdy + Rdz) + const. We get the differential equation : 0 = Pdx + Qdy + Rdz.

In the same molecular way, Navier deduced the motional equations which became the origin of the Navier-Stokes equations.

1.1.2. Stokes’ vorticity equation for the proof of the eternal existence of exact differential.
Stokes deduces his vorticity equation for the proof of the eternity of exact differential.

(28S)

8
>>><
>>>:

Dω′
Dt

= −
“

dv
dw

+ dy
dz

”
ω′ + du

dx
ω′′ + dv

dx
ω′′′,

Dω′′
Dt

= du
dy

ω′ −
“

du
dx

+ dw
dz

”
ω′′ + dw

dy
ω′′′,

Dω′′′
Dt

= du
dz

ω′ + dv
dz

ω′′ −
“

du
dx

+ dv
dy

”
ω′′′.

⇒

2
64

Dω′
Dt

Dω′′
Dt

Dω′′′
Dt

3
75 =

2
6664

−
“

du
dx

+ dv
dy

+ dw
dz

”
0 0

0 −
“

du
dx

+ dv
dy

+ dw
dz

”
0

0 0 −
“

du
dx

+ dv
dy

+ dw
dz

”

3
7775

2
4

ω′

ω′′

ω′′′

3
5

⇒ DW
Dt

= −W div u, where, W =

2
4

ω′

ω′′

ω′′′

3
5 , ω′ = 1

2

“
dw
dy
− dv

dz

”
, ω′′ = 1

2

“
du
dz
− dw

dx

”
, ω′′′ = 1

2

“
dv
dx
− du

dy

”
. (2)

1.2. Exact differential as the decisive criteria of irrotation/rotation.

Date: 2008/08/17.
1Navier ([3, pp.399-405])



1.2.1. Helmholltz’s definition of irrotation.

Helmholtz uses Euler’s equations (1H), because it is called that he had not known until then about Navier’s equations.

(1H)

8
>>>><
>>>>:

X − 1
h

dp
dx

= du
dt

+ u du
dx

+ v du
dy

+ w du
dz

,

Y − 1
h

dp
dy

= dv
dt

+ u dv
dx

+ v dv
dy

+ w dv
dz

,

Z − 1
h

dp
dz

= dw
dt

+ u dw
dx

+ v dw
dy

+ w dw
dz

,
du
dx

+ dv
dy

+ dw
dz

= 0.

⇒

8
><
>:

F − 1
h
∇p = du

dt
+ u · ∇u,

∇ · u = 0,

where F ≡ (X, Y, Z), u ≡ (u, v, w).

(3)

We consider not only the forces X, Y and Z of the potential V : (1aH) X = dV
dx

, Y = dV
dy

, Z = dV
dz

, but also moreover,

Geschwindigkitespotential ϕ ( velocity potential ), so that : (1bH) u = dϕ
dx

, v = dϕ
dy

, w = dϕ
dz

, ¿From the consevative

law of (3) (= 1H) we get also as follows : ∆ϕ = 0, Helmholtz does not mention explicitly about vollständigen Differentialien

(exact differential or complete differential ), however from (1bH) we get as follows : (1cH) du
dy
− dv

dx
= 0, dv

dz
− dw

dy
=

0, dw
dx

− du
dz

= 0, ⇒ ∇ × u = 0. To study these three conditions (1cH), Helmholtz, considering an infinitely small

volume of water in a time period dt, makes investigation comprehensively into the variation from the three various motions
: u ≡ A, v ≡ B, w ≡ C, du

dx
≡ a, dv

dy
≡ b, dw

dz
≡ c, dw

dy
= dv

dz
≡ α, du

dz
= dw

dx
≡ β, dv

dx
= du

dy
≡ γ. (· · · these are the exact

differential condition.)

1.2.2. Helmholltz’s deduction of rotation in vorticity equations. - Helmholtz’s decomposition.

Next, Helmholtz assumes the conditions of a rotatory motion. We get the components of velocity which are brought

about, on a pararellel with the coordinate axis x, y and z are as follows : Then we get the responce tensor compounding
the translation tensor and the rotational tensor. By differentiating u, v and w with respect to x, y and z respectively and

then it turns out the following vorticity equations :

2
4

a (γ + ζ) (β − η)

(γ − ζ) − b (α + ξ)
(β + η) (α− ξ) c

3
5 ⇒ (2H)

8
>><
>>:

dv
dz
− dw

dy
= 2ξ,

dw
dx
− du

dz
= 2η,

du
dy
− dv

dx
= 2ζ.

⇒ 1

2
(∇× u) =

2
4

ξ

η
ζ

3
5 ≡ W

Helmholtz uses Euler equations, which are for incompressible fluid, without viscous term. Moreover, he deletes pressure
term by assuming the constant value in baratropic condition. From (3=(1H)) by W ≡ curl u, we can deduce the vorticity

equation by Helmholtz :

DW

Dt
= (W · ∇)u−W(∇ · u) = W · grad u−W div u, where W ≡ curl u. (4)

Helmholtz’s (4) is correspondent to Stokes’ (2), but the meaning of W of Helmholtz and W of (2) are different each other.

When, in a molecule of water, ξ, η and ζ are equal to zero each other at the same time, then ∂ξ
∂t

= ∂η
∂t

= ∂ζ
∂t

= 0.

Diejenigen Wassertheilchen also, whlche nicht schon Rotationsbewegungen habe, bekommen auch im Verlaufe
der Zeit keine Rotationsbewegungen. [1, p.34] ( Vortex is not only generated but also not disapper. )

1.2.3. Disputes on Helmholtz’s paper.
Bertrand and Saint-Venant discuss about Helmholtz’s theorem. Bertrand always critisizes Helmholtz’s. As the decisive

example of the motion along the olny z-axis Bertrand says : ξ = 0, η = 0 and ζ = 1
2

is not a decisive example ? Helmholtz
responses to Bertrand the decisive criterion of exact differential or not, which were none in his original paper in 1858, as
follows :

Si l’expression (udx + vdy + wdz) est une différentielle exacte, il n’y a pas de rotation dans la partie du fluid
correspondant. Si cette expression n’est pas une différentielle exacte, il y a rotation. [2, p.136]

1.3. Formulation of the two constants theory in isotropic elasticity and Navier-Stokes equations.

The partial differential equations of the elastic solid or elastic fluid are expressed by using one or the pair of C1 and

C2 such that : in the elastic solid : ∂2u
∂t2

− (C1T1 + C2T2) = f . In the elastic fluid : ∂u
∂t
− (C1T1 + C2T2) + · · · = f ,

where T1, T2, · · · are the tensors or terms consisting our equations. For example, in modern notation of the incompressible

Navier-Stokes equations, the kinetic equation and the equation of continuity are conventionally described as follows :
∂u
∂t
− µ∆u + u · ∇u +∇p = f , div u = 0, in which −µ∆u + u · ∇u +∇p corresponds to −(C1T1 + C2T2). Moreover, C1

and C2 are described as follows :(
C1 ≡ Lr1f1S1,

C2 ≡ Lr2f2S2,

(
S1 =

RR
f3 → C3,

S2 =
RR

f4 → C4,
⇒

(
C1 = C3Lr1f1 = 2π

15
Lr1f1,

C2 = C4Lr2f2 = 2π
3
Lr2f2.
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粘性項の消えた非等温なPenrose-Fife型の相転移モデルについて

熊崎耕太 (名古屋工業大学大学院工学研究科博士後期課程)

1.導入 Penrose-Fife型の相転移モデルの可解性について考える。参考文献 [7]では数学的な難しさを回
避するため、粘性項を考慮した Penrose-Fife型の相転移モデルについて考え、global solutionまで得られ
た。しかしもともとのモデルには粘性項が含まれていないため、今回はそれを落とすことを考えた。本講演

では、以下の粘性項をおとした Penrose-Fife型の相転移モデルについて考える。(cf. [8])

et −∆α̃ = f, e = u + λ(w), α̃ ∈ α(u) a.e. in Ω× (0, T ),

wt = ∆{−κ∆w + g(w) + ξ − α̃λ
′
(w)}, ξ ∈ β(w) a.e. in Ω× (0, T ),

∇{−κ∆w + g(w) + ξ − α̃λ
′
(w)} · n = 0 a.e. on Γ× (0, T ),

w ≥ l0, ∇w · n ≥ 0, (w − l0)∇w · n = 0 a.e. on Γ× (0, T ),

α̃ = h a.e. on Γ× (0, T ),

e(0) = e0, w(0) = w0 a.e. in Ω.

ここで、ΩはRN (N = 1,2,3)の有界領域であり、Γはその境界である。α, βはRのmaximal monotoneで
あり、κは正の定数である。また nは境界上の外向き法線ベクトルであり、gは C1関数である。また f は

Ω× (0, T )上で定義された与えられた関数であり、ξは抑制項である。e0, w0は初期条件である。物理現象

としては主に二つの合金の分解現象を表したモデルであり、e, u, wは内部エネルギー、温度、オーダーパラ

メータ (ここでは片方の合金の局所的濃度)をそれぞれ表している。l0 は正定数であり、二つの合金の混ざ

る比率を表している。

参考文献 [7]では、hは Γ× (0, T )上で定義された与えられた関数であり、λは C2関数と仮定していたが、

粘性項を落とすため今回は h(t) = h ∈ H1(Γ)、λ(w) = λ0w, λ0 ∈ Rとした。主定理を得るために以下の

H−1 上での適正下半連続凸関数を用いる。

2.定理( [6, Theorem 2.1]) there exists a proper, l.s.c, convex function ψ : H−1(Ω) → R ∪ {+∞} such
that the following holds.

　 For z ∈ L2(Ω) and z∗ ∈ H−1(Ω), z∗ ∈ ∂ψ(z) if and only if there exists z̃ ∈ L2(Ω)
　 such that z̃ ∈ α(z) a.e. in Ω, z̃ − h ∈ H1

0 (Ω) and z∗ = F (z̃ − h).

ここで、F はH1
0 (Ω)からH−1(Ω)への共役写像である。上記の定理から generalized solution の概念を導

入し以下の主定理を得た。主定理において以下の記号を用いている。V ∗
0 は V0 の共役空間であり、V0 =

H1(Ω) ∩ L2
0(Ω)である。また L2

0(Ω)は

L2
0(Ω) := {z ∈ L2(Ω)|

∫

Ω

z = 0}.

で定義する。F0は V0から V ∗
0 への共役写像であり、π0は以下で定義される L2(Ω)から L2

0(Ω)への射影作
用素である。

π0[z] := z − 1
|Ω|

∫

Ω

z, ∀z ∈ L2(Ω).

3.主定理 (P ) has a unique generalized solution (e, w) on [0, T ] satisfying properties:

(S1) e ∈ W 1,2(0, T ;H−1(Ω)), w ∈ W 1,2(0, T ;V ∗
0 ) ∩ L∞(0, T ;H1(Ω)) ∩ L2(0, T ;H2(Ω)).



(S2) For a.e. t ∈ (0, T ) the following equation holds:

e
′
(t) + u∗(t) = f(t) + ∆h, u∗(t) ∈ ∂ψ(u(t)),

where u(t) := e(t)− λ0w(t).

(S3) There exists ξ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) such that ξ ∈ β(w) a.e. in Ω× (0, T ) and

F−1
0 w

′
(t) + π0[−κ∆w(t) + ξ(t)] + π0[g(w(t))− λ0α̃(t)] = 0 a.e. t,

w ≥ l0, ∇w · n ≥ 0, (w − l0)∇w · n = 0 a.e. on Γ× (0, T ),

where α̃(t) := F−1u∗(t) + h.

(S4) e(0) = e0, w(0) = w0.

ここで (S2)については、もし u(t) ∈ L2(Ω)であれば

α̃ ∈ α(u) a.e. Ω× (0, T ),

< e
′
(t), z > +

∫

Ω

∇α̃(t) · ∇z = (f(t), z)L2 ∀z ∈ H1
0 (Ω)

と同値になる。したがって、u∗ ∈ ∂H−1ψ(u) a.e. Ω× (0, T )は広い意味で α̃ ∈ α(u) a.e. Ω× (0, T )と
なることを表している。
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熱水力学に現れる障害物問題について

深尾 武史 (岐阜工業高等専門学校 一般 (自然))

本研究は名古屋工業大学の久保雅弘先生との共同研究です. 0 < T < +∞, Ω ⊂ R2を有
界領域とし, その境界 Γ := ∂Ωは十分滑らかとします. この発表では, 熱水力学に現れる
障害物のある問題 (P):= {(1)–(7)}の解の存在について考えます:

(1) θ ≥ ψ in Q := (0, T )× Ω,

(2)
∂θ

∂t
+ v · ∇θ −∆θ = f in Q(θ) := {(t, x) ∈ Q; θ > ψ},

(3)
∂θ

∂t
+ v · ∇θ −∆θ ≥ f in Q1(θ) := {(t, x) ∈ Q; θ = ψ},

(4)
∂v

∂t
+ (v · ∇)v −∆v = g(θ)−∇p in Q,

(5) divv = 0 in Q,

(6) θ = h, v = 0 on Σ := (0, T )× Γ,

(7) θ(0) = θ0, v(0) = v0 in Ω,

ここで, θ = θ(t, x)は温度, v := (v1(t, x), v2(t, x))は流速,そしてp := p(t, x)は圧力です. 問
題 (P)は通常は移流項のある熱方程式 (2)ですが,最低温度ψ := ψ(t, x)を下回ることが無い
ように,温度θがψに到達したら (1)の制約を満たすように不等式 (3)としてΩ内で温度制御
装置が働く障害物問題です. f : Q → R, h : Σ → R, g : R→ R2, θ0 : Ω → R, v0 : Ω → R2

は与えられた関数です. Navier-Stokes方程式 (4)に現れる g(θ)は対流のBoussinesq近似
と呼ばれ, 熱方程式との連立系を総称してBoussinesq系と呼ぶこともあります. 熱方程式
が線形の Boussinesq系については, 森本 (1992)などの結果があります. 熱方程式にある
種の非線形性が加わったものには, Diaz, Galiano(1998)や Lorca, Boldrini(1999) があり,
拡散項に非線形性を課しています. さらに退化放物型方程式の連立系に対して, Dirichlet
境界条件下で久保 (2005), Neumann境界条件下で深尾, 久保 (2007)の結果があります. そ
して深尾, 久保 (2008)では二重の障害物 ψ1と ψ2の問題に対して解の存在と一意性を証
明しています. その証明では ψi ∈ L∞(Q)の仮定から ψ1 ≤ θ ≤ ψ2が得られれば自動的に
|θ|L∞(Q) ≤ maxi=1,2{|ψi|L∞(Q)} が得られますが, 上記問題では |θ|L∞(Q)の評価を別の方法
で得る必要があり, そのために証明の手順も深尾, 久保 (2008) とは変わってきます.

H := L2(Ω), V := H1
0 (Ω), Dσ(Ω) := {u ∈ C∞

0 (Ω) := (C∞
0 (Ω))2; divu = 0 in Ω},

H := L2
σ(Ω), V := H1

σ(Ω) とし, a(·, ·) : V × V → Rと b(·, ·, ·) : V × V × V → Rを次
のように定義します.

a(u, w) :=
2∑

i,j=1

∫

Ω

∂uj

∂xi

∂wj

∂xi

dx, b(u, v, w) :=
2∑

i,j=1

∫

Ω

ui
∂vj

∂xi

wjdx ∀u, v, w ∈ V .

さらに時間依存閉凸集合K(t)を次のように定義します.

K(t) := {z ∈ H; z ≥ ψ(t) a.e. on Ω}.



定義 {θ, v} ∈ L∞(Q)×L2(Q)が次の (D1)–(D3)を満たすとき, 問題 (P)の定義する:

(D1) θ ∈ W 1,2(0, T ; H)∩L∞(0, T ; V )∩L2(0, T ; H2(Ω)),そしてθ(t) ∈ K(t) a.e. t ∈ [0, T ],
v ∈ W 1,2(0, T ; V ∗) ∩ L∞(0, T ; H) ∩ L2(0, T ; V );

(D2) 任意のテスト関数 z ∈ K(t)と z ∈ V に対して, θと v は次を満たす.

(θ′ −∆θ + v · ∇θ − f, θ − z)H ≤ 0 a.e. on (0, T ],

〈v′, z〉V ∗,V + a(v, z) + b(v, v, z) = (g(θ), z)H a.e. on (0, T ];

(D3) θ(0) = θ0, v(0) = v0 a.e. in Ω, θ = h a.e. on Σ.

仮定
(A1) ψ ∈ W 1,2(0, T ; V ) ∩ L2(0, T ; H2(Ω)) ∩ L∞(Q);
(A2) h ∈ W 1,2(0, T ; H3/2(Γ)) ⊂ L∞(Σ)で h(t) ≥ ψ(t) a.e. on Σ, ∀t ∈ (0, T ];
(A3) f ∈ L∞(Q), gi:Lipschitz連続 (i = 1, 2), θ0 ∈ V ∩ L∞(Ω) ∩K(0), v0 ∈ H .

定理 仮定 (A1), (A2), (A3)のもと少なくとも一つの (P)の解 {θ, v}が存在する.

適正下半連続凸関数 φ : H → R ∪ {+∞} に対して φの劣微分 (多価)は u∗ ∈ ∂φ(u) ⇔
u ∈ D(φ) = {u ∈ H; φ(u) < +∞}で (u∗, z − u)H ≤ φ(z)− φ(u) ∀z ∈ H. また,

IK(t)(z) :=

{
0 if z ∈ K(t),

+∞ if z ∈ H \K(t).

ϕt(z) :=





1

2

∫

Ω

|∇z|2dx if z ∈ V and z = h(t) a.e. on Γ,

+∞ otherwise.

と定義すると IK(t)とϕtはH上適正下半連続凸関数で∂ϕt(z) = −∆z a.e. on Ωで z = h(t)
a.e. on Γ, つまりD(∂ϕt) = {z ∈ H2(Ω); z = h(t) a.e. on Γ} となる. ∀λ, µ ∈ (0, 1),

J∂ϕt

λ := (I + λ∂ϕt)−1, J
∂IK(t)
µ = (I + µ∂IK(t))

−1 = PK(t),

(∂ϕt)λ(z) :=
1

λ
(z − J∂ϕt

λ z) = ∂ϕt
λ(z), (∂IK(t))µ(z) =

[z − ψ(t)]−

µ
= ∂Iµ

K(t)(z),

ϕt
λ(z) := inf

y∈H

{
1

2λ
|z − y|2H + ϕt(y)

}
, Iµ

K(t)(z) =
1

2µ
|PK(t)z − z|2H ,

とおくと次の補題が成立する.
補題 1. ∃a ∈ [0, 1)と ∃b, c ∈ L1(0, T )(非負) s.t.

d

dt
ϕt

λ(v(t))−
(
v′(t), ∂ϕt

λ(v(t))
)

H

≤ a|∂ϕt
λ(v(t))|2H + b(t)|ϕt

λ(v(t))|+ c(t)(1 + |v(t)|2H) for a.e. t ∈ (0, T ],

d

dt
Iµ
K(t)(v(t))−

(
v′(t), ∂Iµ

K(t)(v(t))
)

H
=

(
ψ′(t), ∂Iµ

K(t)(v(t))
)

H
for a.e. t ∈ (0, T ],

∀v ∈ W 1,1(0, T ; H), ∀λ, µ ∈ (0, 1).
補題 2. ∃d ∈ L2(0, T )(非負) s.t.

(∂Iµ
K(t)(z), ∂ϕt

λ(z))H ≥ −d(t)|∂Iµ
K(t)(z)|H for a.e. t ∈ (0, T ],

∀z ∈ H, ∀λ, µ ∈ (0, 1).
補題 3. ∃c1 > 0 s.t.

|G(v, θ)|2L2(0,T ;H) ≤ c1|v|2L4(0,T ;L4
σ(Ω))

|θ|L∞(Q)

(
|∆θ|L2(0,T ;H) + |h|L2(0,T ;H3/2(Γ))

)
,

∀v ∈ L4(0, T ; L4
σ(Ω)), ∀θ ∈ L2(0, T ; D(∂ϕt)) ∩ L∞(Q).



熱ストレス応答タンパク質合成プロセスの
数理モデル化と数値シミュレーシ
伊藤　昭夫，山本　和彦（近畿大学工学部）
柳　雄一，細野　聖（近畿大学大学院）

1. 序論
増殖や形状変化等の癌腫瘍が引き起こす様々な現象を解明するには，１つ１つの癌細胞内で誘導される

生化学反応を数理科学的な視点から解明することが重要である．何故ならば，癌細胞内で誘導されるミク

ロなレベルでの生化学反応はマクロなレベルで観測される癌腫瘍の挙動に様々な影響を与えているからと

考えられているからである．故に，癌腫瘍が引き起こす様々な現象を解明するには，癌細胞内で誘導される

生理現象を解明することが極めて重要である．

本講演では，細胞に熱刺激を加えたときの熱ストレス応答タンパク質（Heat Shock Protein，以下，HSP
とする）の合成プロセスモデルの提案とその数値解析を行い，細胞分子工学による実験結果と比較するこ

とにより，数理モデルの妥当性を検討しHSP合成プロセスを解明することを目的としている．このように，
HSP合成プロセスを数理科学と細胞分子工学との連携により解明することは，癌腫瘍が引き起こす多くの
現象の解明に基礎研究となる．

2. 数理モデルの提案と実験結果
HSPは正常な細胞の維持やアポトーシスの誘導を行う働きを持つ細胞の生命維持に重要なタンパク質で
ある．よって，細胞の状態を把握するためには細胞内でのHSPの合成の程度や合成後のHSPの反応を解明
することが極めて重要である．本講演では [1]で提唱された HSP合成モデルの問題点を修正した数理モデ
ルを提案する．ここで，細胞内でのHSP合成プロセスのフローチャートを次ページの図 1に示す．ただし，
図 1中のHSF，HSE，S，S∗，I，Pr，DPr，mRNAはそれぞれHeat Shock Factor，Heat Shock Element，
非活性状態のストレス応答キナーゼ，活性状態のストレス応答キナーゼ，非活性化ホスファターゼ，正常タ

ンパク質，変性タンパク質，メッセンジャーリボ核酸を表す．

図 1に従って，各パスにおける生化学反応を化学反応速度論により数理モデル化すると，次の連立常微
分方程式系が得られる：

a1
′ = k2a9a15 − 3k4a

3
1 + (2k11a5 + 2k14a3 − k16a1) a11 + k16ba9,

a2
′ = −k5a2a17 + k15a8,

a3
′ = k5a2a17 + k7ba4 − (k7a12 + k14a11) a3,

a4
′ = k7a3a12 − (k7b + k8) a4,

a5
′ = k8a4 − k11a5a11,

a6
′ = k11a5a11 − k12a6a13 + k12ba7,

a7
′ = k12a6a13 − (k12b + k13) a7,

a8
′ = k13a7 + k14a3a11 − k15a8,

a9
′ = −k2a9a15 + k15a8 + k16a1a11 − k16ba9,

a10
′ = k9a5 − kmRNA

kmRNA + a12
a10,

a11
′ = k3a16 + k10a10 + k16ba9 − (k11a5 + k14a3 + k16a1 + k17a15 + kHSP )a11,



a12
′ = k6MAX(θ)

a18

k6 + a18
− k6bMAX

a12

k6b + a12
− k7a3a12 + (k7b + k8) a4,

a13
′ = −k12a6a13 + (k12b + k13) a7,

a14
′ = −k1(θ)a14 + k3a16,

a15
′ = k1(θ)a14 − (k2a9 + k17a11) a15

a16
′ = −k3a16 + (k2a9 + k17a11) a15,

a17
′ = k4a

3
1 − k5a17a2,

a18
′ = −k6MAX(θ)

a18

k6 + a18
+ k6bMAX

a12

k6b + a12
.

ここで，ai(1 ≤ i ≤ 18)は未知の非負値関数でHSF，HSE，[HSF3:HSE]，[S∗:HSF3:HSE]，[P:HSF3:HSE]，
[HSP:P:HSF:HSE]，[I:HSP:P:HSF:HSE]，[HSP:HSF:HSE]，[HSP:HSF]，mRNA，HSP，S∗，I，Pr，DPr，
[HSP:DPr]，[HSF3]，Sの量をそれぞれ表わす．また，ki(1 ≤ i ≤ 18)，k6MAX(θ)，k6bMAX，k6b，k7b，k12b，

k16b，kHSP，kmRNAは各化学反応での反応速度をそれぞれ表す．特に，反応速度 k1(θ)と k6MAX(θ)は熱
刺激による Pから DPrへの変性速度と Sから S∗ への活性化速度を各々表すため，温度 θに依存する正値

関数として与える．

平衡状態と思われる各種癌細胞においてウエスタンブロッティング法で有色分子量マーカーを用い細胞

内の HSP90を検出した結果を図 2に示す．図中のバンドは左側が肝癌細胞，右側が肺癌細胞の HSP90の
量をそれぞれ表している．

図 1 HSP合成プロセス 図 2 HSP90のバンド

3. 今後の課題
現在様々な温度において，生化学反応が平衡状態となったと思われるときの癌細胞内に含まれる HSP90
の量に関する測定データを入手している．今後は数理モデルの定常解をもとにそれら実験データの再現を

行う．また，本講演で提案した数理モデルでは，合成後の HSPの働きはフォールディングしか考慮してい
ないため，細胞の制御に重要な HSPのアポトーシスへの影響を考慮したモデルを構築し HSP合成プロセ
スの解明を行う．

参考文献
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Asymptotic energy concentration in the phase space

of the weak solutions to the Navier-Stokes equations
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n ≥ 2として全空間 Rn での Navier-Stokes方程式において弱解のエネルギーの漸近挙

動について考察する.




∂u

∂t
−∆u + (u · ∇)u +∇p = 0 in Rn × (0,∞),

div u = 0 in Rn × (0,∞),

u(·, 0) = a in Rn.

(N-S)

ここに u = u(x, t) = (u1(x, t), · · · , un(x, t)) と p = p(x, t) は未知函数で, それぞれ

点 (x, t) ∈ Rn × (0,∞) における流体の速度ベクトルと圧力を表し, a = a(x) =

(a1(x), · · · , an(x)) は与えられた初期速度を表すとする.

(N-S) の解のエネルギー減衰などの漸近挙動に関しては多くの研究がなされている

が, 近年, 別の視点による (N-S)の解の漸近挙動が調べられている. Skalák [2], [3] は次

の (1)の意味で解のエネルギーの漸近挙動を扱った:

lim
t→∞

‖Eλu(t)‖2
‖u(t)‖2 = 1. (1)

ここで {Eλ}λ≥0 は Stokes作用素 Aのスペクトル分解とし, ‖ · ‖2 は L2(Rn)-ノルムを表

すものとする. また uが (1)を満たすとき, uのエネルギーは Fourier周波数 λに局在

すると呼ぶことにする. Skalák [2], [3] は (1)を時間について滑らかな解である (N-S)の

強解に対して lim supt→∞ ‖A1/2u(t)‖2/‖u(t)‖2 < ∞ なる条件を仮定して証明した.

しかしこの条件を確かめることは一般には困難である. そこで我々の目的は, 初期速度

に何らかの条件を設けることで (1)を導くことである. この目的のため, 次の集合を導入

する. α, δ > 0 と m ≥ 0に対して

Kδ
m, α = {φ ∈ L2(Rn) ; |φ̂(ξ)| ≥ α|ξ|m for |ξ| ≤ δ}. (2)

この集合 Kδ
m, α は Schonbeck [1]によって与えられた集合の一般化とみなすことができ

る. この集合Kδ
m, α を用いて以下の結果を得た.



Theorem. 2 ≤ n ≤ 4とし, α, δ > 0とする. 指数 r > 1とm ≥ 0を

(i) n = 2のとき,

1 < r <
4
3
, 0 ≤ m <

4
r
− 3,

(ii) n = 3, 4のとき,

1 < r <
n

n− 1
, 0 ≤ m <

n

r
− (n− 1)

とする. もし a ∈ Lr
σ ∩ L2

σ ∩Kδ
m, α ならば任意の (N-S)の turbulent solution u に対し

て, 或る T > 0 と 定数 C(n, r, m, δ, α, T ) > 0 が存在して
∣∣∣∣
‖Eλu(t)‖2
‖u(t)‖2 − 1

∣∣∣∣ ≤
C

λ
t−(n/r−n+1−m) (3)

が任意の λ > 0 と 任意の t > T に対して成り立つ.

ここに, turbulent solution u は通常のエネルギークラス L∞(0,∞ ; L2) ∩
L2(0, T ; H1), T > 0に属する (N-S)の超関数解であり強エネルギー不等式

‖u(t)‖2 + 2
∫ t

s

‖∇u(τ)‖2dτ ≤ ‖u(s)‖2

を任意の 0 ≤ s < t < ∞に対して満たすものである.

Remark.

(i) Skalák [3] では lim supt→∞ ‖A1/2u(t)‖2/‖u(t)‖2 < ∞ の条件のもと (1) を示し

た. Theorem の仮定から, limt→∞ ‖A1/2u(t)‖2/‖u(t)‖2 = 0 を示すことができ

る. しかし, 我々は Skalák [3]とは別の方法を用いて (1)を示すことができた. ま

た Skalák [3]では得られていなかった, (1)の正確な漸近指数を得ることができた.

(ii) 我々の結果における利点は (1) を引き起こすような初期速度の集合を構成したこと

にあると思われる. 初期速度の集合 Kδ
m, α を導入することにより解のエネルギー

減衰の下からの評価を導くことができる.

参考文献
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[2] Z. Skalák, WSEAS Trans. Math., 3 (2006), 280-288.
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cone領域における反応拡散方程式系の時間大域解の非存在について
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D = {x ∈ RN ;x 6= 0 and x/|x| ∈ Ω} とする。但し，Ωを SN−1上のある十分滑らかな領域とする。こ
の領域DをRN における cone領域という。
次の反応拡散方程式系の初期境界値問題を考える；





ut = ∆u + K1(x, t)vp1 , x ∈ D, t > 0,
vt = ∆v + K2(x, t)up2 , x ∈ D, t > 0,
u(x, t) = v(x, t) = 0, x ∈ ∂D, t > 0,
u(x, 0) = u0(x) ≥ 0, v(x, 0) = v0(x) ≥ 0, x ∈ D,

(1)

但し，p1, p2 ≥ 1，p1p2 > 1とする。初期データ u0(x)及び v0(x)は D̄において有界かつ連続で，∂D上で
u0(x) = v0(x) = 0とする。関数Ki(x, t) (i = 1, 2) はD × (0,∞)において非負で連続とする。

以下の Theorem 1 では Ki(x, t) (i = 1, 2)に関して次の仮定をする；

Ki(x, t) ≤ CU 〈x〉σ̂i(t + 1)q̂i for any x ∈ D, t ≥ 0, (2)

但し，CU , σ̂i, q̂i ≥ 0, 〈x〉 =
(|x|2 + 1

)1/2
。

L∞a を ‖ξ‖∞,a := ess.supx∈D〈x〉a|ξ(x)| < ∞ となるようなDで L∞関数のバナッハ空間であるとする。
T > 0に対して，

ET = {(u, v) : [0, T ] → L∞δ1
× L∞δ2

; ‖(u, v)‖ET
< ∞}

とおく。但し，
‖(u, v)‖ET

:= sup
t∈[0,T ]

{‖u(t)‖∞,δ1 + ‖v(t)‖∞,δ2},

δ1 =
σ̂2p1 + σ̂1

p1p2 − 1
, δ2 =

σ̂1p2 + σ̂2

p1p2 − 1

である。

Theorem 1 (時間局所解の存在). 〈x〉δ1u0(x)及び 〈x〉δ2v0(x)が D̄で有界であるとする。Ki(x, t) (i = 1, 2)
が (2)を満たすとする。このとき，ある T > 0に対して，D × (0, T )において (1)の非負解 (u, v) ∈ ET が
一意的に存在する。

以下の Theorem 2 では Ki(x, t) (i = 1, 2)に関して次の仮定をする；

Ki(x, t) ≥ CL|x|σitqi for any x ∈ ∪∞m=1B(xm, k|xm|), t ≥ 0, 但し， CL > 0, σi, qi ≥ 0. (3)

ここで，B(xm, k|xm|)は xm を中心とする半径 k|xm| (∃k > 0) の球で，{xm}∞m=1 は 0 < |xm| < |xm+1|
(∀m)かつ limm→∞ |xm| = ∞を満たすとする。また，∪∞m=1B(xm, k|xm|) ⊂ Dとする。

∆Ωを Ω上のラプラス‐ベルトラミ作用素とするとき，{ωn}∞n=1をディリクレ境界条件下での∆Ωに対
する固有値とし，{ψn(θ)}∞n=1 (但し θ = x/|x|) を {ωn}∞n=1 に対応する正規直交系の固有関数とする。

γ+ を２次方程式 γ(γ + N − 2) = ω1 の正の根とする。また，Ha, α1, α2 をそれぞれ

Ha =
{
ξ ∈ C(D̄); ξ(x) ≥ M〈x〉−aψ1(x/|x|) for x ∈ ∪∞m=1B(xm, k|xm|) with some M > 0

}
,

α1 =
(2 + σ1 + 2q1) + (2 + σ2 + 2q2)p1

p1p2 − 1
, α2 =

(2 + σ2 + 2q2) + (2 + σ1 + 2q1)p2

p1p2 − 1

とする。このとき，次の主結果が得られた。

Theorem 2 (時間大域解の非存在). Ki(x, t) (i = 1, 2)が (3)を満たすとする。また，次の２つの条件のう
ち１つが成り立つとする;
� max{α1, α2} ≥ N + γ+.
� u0 ∈ Ha1 with a1 < α1 または v0 ∈ Ha2 with a2 < α2

このとき，(1)の非自明な時間大域解が存在しない。



Theorems 1 and 2 の証明は，[4]の方法に基づいて行われているが，cone領域 Dで考えているので下
記のことに特に注意する必要がある；

Remark 1. (1)は積分方程式




u(x, t) = S(t)u0(x) +
∫ t

0

S(t− s)K1(x, s)v(x, s)p1ds,

v(x, t) = S(t)v0(x) +
∫ t

0

S(t− s)K2(x, s)u(x, s)p2ds,

を満たす。但し，

S(t)ξ(x) =
∫

D

G(x, y, t)ξ(y)dy

で，G(x, y, t) = G(r, θ, ρ, φ, t) (r = |x|, ρ = |y|, θ = x/|x|, φ = y/|y| ∈ Ω)は，cone領域Dにおける拡散
方程式のグリーン関数なので，

G(r, θ, ρ, φ, t) =
1
2t

(rρ)−(N−2)/2 exp
(
−ρ2 + r2

4t

) ∞∑
n=1

Iνn

(rρ

2t

)
ψn(θ)ψn(φ) (4)

と表される。ここで，νn =
[
(N − 2)2/4 + ωn

]1/2, Iνn(z) =
(z

2

)νn
∞∑

k=0

(z/2)2k

k!Γ(νn + k + 1)
で，Γはガンマ関

数 Γ(z) =
∫ ∞

0

sz−1e−sdsである。
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