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1 1変数関数の連続性

ここでは, 1変数関数の連続性についてふれる. そして, それに基づき連続関数の共通の

性質を見ていく.

1.1 ε-δ式定義と連続関数の性質

点列による定義は複雑な議論をする際, 不便なこともある. そこで, ε-δ式の定義をする.

定義 1.1. I ⊂ R, f : I → Rとする. 関数 f が x0 ∈ Iで連続とは, 任意の ε > 0に対して,

ある δ = δ(ε) > 0が存在して,

x ∈ I, |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε(1)

が成立すること.

証明. 数列の有界性と区間縮小法を用いて結論を得る.

定理 1.2 (Weierstrassの最大値定理). f ∈ C[a, b] ⇒ f は [a, b]上有界で, 最大値,最小値を

とる.

定理 1.2の証明に必要な補題の主張のみ述べる (詳しくは [1, 第 1章]を見よ).

補題 1.3 (Bolzano-Weierstrassの定理). 有界な数列は収束部分列をもつ.

証明 (定理 1.2). [1, 第 2章]を見よ.

系 1.4. f(x) := anx
n + · · · + a1x + a0 (x ∈ [a, b])とおく. このとき, f は [a, b]上有界で,

最大値,最小値をもつ.

1.2 その他の連続性

連続性には様々なものがある. その中の Lipschitz連続性1を扱う.

定義 1.5 (Lipschitz連続性). f : I → Rとする. f が I上Lipschitz連続であるとは, ある

C > 0が存在して,

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|, ∀x, y ∈ I(2)

が成立すること.

命題 1.6. f : I → Rが I上 Lipschitz連続⇒ f ∈ C(I).

証明. (2)から得られる.

1他にも絶対連続性などがある.
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2 関数列

ここでは, 関数列がある関数に収束するということについて扱う.

2.1 関数列の一様収束

関数列の収束の速さが xに依存しない一様収束2という概念を扱う.

定義 2.1. 関数列 {fn}が f に [a, b]上一様収束するとは, 任意の ε > 0に対して, ある

n0 = n0(ε) ∈ Nが存在し, 任意の x ∈ [a, b]に対して

|fn(x)− f(x)| < ε, ∀n ≥ n0(3)

が成立すること.

注意 2.2. 定義 2.1での一様収束の条件 (3)は次のように言い換えることもできる:

lim
n→∞

sup
x∈[a,b]

|fn(x)− f(x)| = 0.(4)

2.2 一様収束による関数の性質の遺伝

I := [a, b]とする. 次の主張は「連続関数列の一様収束極限も連続」を意味している.

定理 2.3. {fn} ⊂ C(I)で, {fn}が f に I上一様収束する⇒ f ∈ C(I).

証明. 条件 (3), 条件 (1)の順に用いると結論を得る.

補題 2.4. 次が成立:∣∣∣∣ ∫ b

a

fn(x) dx−
∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|fn(x)− f(x)| dx ≤ (b− a) sup
x∈[a,b]

|fn(x)− f(x)|.

定理 2.5. {fn} ⊂ C(I), {fn}が f に I上一様収束するとき, f ∈ C(I)で, 次が成立:

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx.

証明. 定理 2.3および補題 2.4と注意 2.2より得られる.
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2各点収束という概念もある.

2


