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　曲面を描こう！
　～現実世界への応用～

横田 智巳 (Tomomi YOKOTA)†

東京理科大学理学部第一部数学科

概要. 高校では, 関数 y = f(x)とそのグラフ（曲線）の描き方を習う. 大学では, 関数
z = f(x, y)とは何か, そのグラフをどのようにとらえるかを学ぶことができる. この論
説では, 関数 z = f(x, y)のグラフは一般に曲面になることを例をあげて解説する. ま
た, 関数の研究が現実世界（熱の伝わり方, 津波の解析, F1マシン周りの流体解析, イン
フルエンザの流行等）に応用されていることを紹介する.

第1節. 1変数関数とは

この節では, xを変数とする関数 y = f(x)の定義を復習してから, そのグラフが一般に
曲線になることを確認する.

1.1. 1変数関数の定義と例

まず, 1変数関数 y = f(x)の定義を復習しよう. 大学レベルの詳しい解説は [1]を参照
するとよい.

定義 1.1. ある値 xに対して, ただ 1つの値 yが対応するような関係があるとき, こ
の関係を 1変数関数といい, 一般的に

y = f(x)

と表す. このとき, yは xの関数であるといい, xを変数という. 関数 y = f(x)に対し
て，変数 xのとりうる値の範囲をこの関数の定義域といい, また, 定義域に対応する
関数の値のとりうる範囲をこの関数の値域という.

注意 1.2. 上では，関数を表す文字として f を用いたが， gや hなど他の文字を用いる
こともよくある. また, 変数を表す文字についても, xではなく tなどの文字を用いるこ
ともある.

†E-mail: yokota@rs.kagu.tus.ac.jp
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例 1.1. 長さ 10のひもで長方形を作る場合, 横の長さ xを決めて縦の長さ yを対応させる
関数は

(1.1) y = 5− x

と表される. あるいは (1.1)を

(1.1)′ f(x) = 5− x

と表してもよい. この場合, xの値は

(1.2) 0 < x < 5

でなければならない. さらに xの値に対応する yの値は

(1.3) 0 < y < 5

となる. よって, (1.2)と (1.3)から

定義域は 0 < x < 5，

値域は 0 < y < 5

となる.

例 1.2. 例 1.1では xの値が変わると yの値も変わるが, そうならない例もある. すべての
実数 xに対して常に定数 10が対応するような関数

y = 10

がその例である. このような関数を定数関数という.

例 1.3. 関数が具体的な式で表されているとき, 変数がとりうる最大の範囲をその関数の
定義域と考えることも多い. 例えば,

y =
1

x

では, 定義域は x ̸= 0であるような実数全体,

y =
√
x(1− x)

では, 定義域は 0 ≤ x ≤ 1 であるような実数全体を考える.††

問 1.1. yが xの関数であるかどうか答えよ.

(1) y = x2 + 1

(2) y = ±
√
x (x ≥ 0)

(3) y = |x|

††大学では 5や =を ≤や ≥と書くのが標準である!
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1.2. 1変数関数のグラフ

1変数関数 y = f(x)のグラフを座標平面 (xy平面)に描いてみよう.

例題 1.3. 定数関数 y = 1のグラフを描け.

解説. まず xの値と yの値の対応表を作成してみよう.

x −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

y 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

上の表に対応する点を座標平面上に描くと次のようになる:

O

y

x−5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5

1•••••• • • • • •

他の xの値も考えれば, 定数関数 y = 1のグラフは上で描いた点を通る次の直線になるこ
とがわかる:

O

y

x−5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5

1•••••• • • • • •
y = 1
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例 1.4. 例題 1.3と同様の手順により, 関数 y = 10 − xのグラフは次のようになることが
わかる:

O

y

x

•

•

10

10

y = 10− x

例 1.5. 例題 1.3と同様の手順により, 関数 y = x2, y = x2 − 1, y = x2 − 4, y = x2 − 9の
グラフを同じ座標平面上に描くと次のようになることがわかる:

O

y

x

y = x2

y = x2 − 9

y = x2 − 4

y = x2 − 1

• • ••••

•

•

•
−9

−4

−1

1 2 3−3 −2 −1
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第2節. 2変数関数とは

この節では, x, yを変数とする関数 z = f(x, y)を定義してから, そのグラフが一般に曲
面になることを確認する.

2.1. 2変数関数の定義と例

2変数関数 z = f(x, y)は次のように定義される.

定義 2.1. ある値 x, yに対して, ただ 1つの値 zが対応するような関係があるとき,

この関係を 2変数関数といい, 一般的に

z = f(x, y)

と表す. このとき, zは x, yの関数であるといい, x, yを変数という. 関数 z = f(x, y)

に対して，変数 x, yのとりうる値の範囲をこの関数の定義域といい, また, 定義域に
対応する関数の値のとりうる範囲をこの関数の値域という.

例 2.1. 長さ 60のひもで長方体の箱を作る場合, 幅 xと奥行き yを決めて高さ zを対応さ
せる関数は，

z = 15− x− y

と表される. 例 1.1と同様に,

定義域は 0 < x+ y < 15，

値域は 0 < z < 15

となる.

例 2.2. すべての実数 x, yに対して常に定数 10が対応する関数は

z = 10

と表される. このような関数を定数関数という.

問 2.1. zが x, yの関数であるかどうか答えよ.

(1) z = x2 + y2

(2) z = ±
√

1− x2 − y2 (x2 + y2 ≤ 1)

(3) z = |x|+ |y|
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2.2. 2変数関数のグラフ

2変数関数 z = f(x, y)のグラフを座標空間 (xyz空間)に描いてみよう.

例題 2.2. 定数関数 z = 1 (f(x, y) = 1)のグラフを描け.

解説. 　

例題 2.3. 関数 z = 10− x− yのグラフを描け.

解説. 　

例題 2.4. 関数 z = x2 + y2のグラフを描け.

解説. 　

問 2.2. 関数 z = x2 − y2のグラフを描け.

第3節. 多変数関数と現実世界への応用

前節と同様にして, 変数を 3つ以上にした関数も定義される ([2]に詳しい解説がある).

この節では, 特に x, y, tを変数とする関数 z = f(x, y, t) のグラフのとらえかたを解説す
る. またそのような関数の研究が現実世界に応用されていることを紹介する.

3.1. 3変数関数のグラフ

3.2. 現実世界への応用
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