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1 はじめに

Stenzel [5] はコンパクト階数 1 の対称空間の余接束（接束）上にコンパクト Lie 群 G が余

等質性 1 で作用することに着目し, Ricci 平坦になるための Monge-Ampère 方程式を常微分方

程式に帰着させることにより完備な Calabi-Yau 計量の構成をしている. 特に, この計量は 2 次

元球面の余接束 T ∗S2 の場合, Eguchi-Hanson による超 Kähler 計量に他ならない. 球面の余

接束にはこの Stenzel 計量に関する特殊 Lagrange 部分多様体の構成がいくつか与えられてい

る. Karigiannis-Min-Oo [4] は Harvery と Lawson の余接束の手法の類似として, 球面の Sn

内の austere 部分多様体の余法束が余接束 T ∗Sn の特殊 Lagrange 部分多様体を構成している.

Anciaux [1] は, この Stenzel 計量の対称性に着目して, 標準球面 Sn の余接束 T ∗Sn 内における

SO(n) の作用で不変な特殊 Lagrange 部分多様体を構成した. また, Ionel-Min-Oo [3] は運動量写

像を用いて T ∗S3 内においてトーラス T 2 の作用で不変な特殊 Lagrange 部分多様体を構成し, そ

の漸近挙動を調べている.

ここでは, Ionel-Min-Oo の運動量写像を用いた手法の拡張と, Anciaux の手法の拡張して得ら

れる球面 Sn の余接束（接束）内の余等質性 1の特殊 Lagrange 部分多様体の構成を紹介する. こ

のとき, 特殊 Lagrange 部分多様体になるための条件はある常微分方程式に帰着される. この常微

分方程式の解を調べることによって得られる特殊 Lagrange 部分多様体の漸近的様子について紹介

する. なお, 本稿の内容は, 酒井高司氏（首都大学東京）との共同研究に基づく.

2 特殊 Lagrange 部分多様体

定義 2.1. n ≥ 2 とする. (M, J, ω) が複素 n 次元 Kähler 多様体であり, Ω が M 上の 0 になら

ない正則 (n, 0) 形式であるとき, (M, J, ω, Ω) を概 Calabi-Yau 多様体とよぶ. さらに, Kähler 形

式 ω と Ω の間に関係式
ωn

n!
= (−1)

n(n−1)
2

(√
−1
2

)n

Ω ∧ Ω

を満たすとき (M, J, ω,Ω) を Calabi-Yau 多様体という.

Riemann 多様体 M 上の閉 k 次形式 ϕ で, TxM の任意の k 次元部分空間 V について

ϕ|V ≤ volV
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となるとき, ϕ を M 上のキャリブレーションとよび, M の k 次元部分多様体 X で任意の x ∈ X

において ϕ|TxX = volV となるとき, X は ϕ によってキャリブレートされているという.

定義 2.2. ある定数 θ ∈ R に対し, Calabi-Yau 多様体 (M,J, ω,Ω) 上のキャリブレーション

Re
(
e
√
−1θΩ

)
によってキャリブレートされた部分多様体を特殊 Lagrange 部分多様体とよぶ.

命題 2.3. (M,J, ω,Ω) を実 2n 次元の Calabi-Yau 多様体とし, L を M の n 次元部分多様体と

する. このとき, L が Re(e
√
−1θΩ) によってキャリブレートされた特殊 Lagrange 部分多様体であ

るための必要十分条件は, ω|L ≡ 0, Im(e
√
−1θΩ|L) ≡ 0 となることである.

注意 2.4. Calabi-Yau 多様体内の特殊 Lagrange 部分多様体はキャリブレートされた多様体であ

るため, そのホモロジー類の中で体積最小という特徴をもつ. また, 概 Calabi-Yau 多様体において

も, ω|L ≡ 0, Im(e
√
−1θΩ|L) ≡ 0 によって特殊 Lagrange 部分多様体の概念は定義できるが, この

場合体積最小になるとは限らない.

3 T ∗Sn 上の Stenzel 計量

次に, Stenzel 計量の構成について球面 Sn の場合を用いて簡単に述べる. n 次球面 Sn ∼=
G/K = SO(n + 1)/SO(n) の余接束を

T ∗Sn =
{
(x, ξ) ∈ Rn+1 × Rn+1 | ∥x∥ = 1, ⟨x, ξ⟩ = 0

}
と表す．Sn の任意の単位余接ベクトルは SO(n + 1) の作用で互いに移り合うので, T ∗Sn には

SO(n + 1) が余等質性 1で作用する. Cn+1 内の複素超曲面 Qn を次のように定める.

Qn =

{
(z0, . . . , zn) ∈ Cn+1

∣∣∣ n∑
i=0

(zi)2 = 1

}
T ∗Sn は Qn と写像

Φ : T ∗Sn −→ Qn

(x, ξ) 7−→ x cosh(∥ξ∥) +
√
−1

ξ

∥ξ∥
sinh(∥ξ∥)

によって微分同型になる．この Qn は等質空間として GC/KC と表すことができるので複素球面と

呼ぶこともある. T ∗Sn と Qn は SO(n + 1)の作用で同変な微分同相写像により同一視することが

できる. この同一視を用いて, T ∗Sn の複素構造を Qn から定めることができ, Stenzel [5]はこの複

素構造に関して Qn ∼= T ∗Sn 上に完備な Ricci平坦 Kähler計量が次で与えられることを示した.

ωStz =
√
−1∂∂̄u(r2) =

√
−1

n∑
j,k=0

∂2

∂zj∂z̄k
u(r2)dzj ∧ dz̄k

ここで, r2 = ∥z∥2, uは次の常微分方程式

d

dτ
(U ′(τ))n = nc (sinh τ)n−1 (c > 0)
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を満たす U によって U(τ) = u ◦ cosh(τ)と表される函数とする.

また, Cn+1 の標準的な (n + 1, 0) 形式を Ω0 := dz0 ∧ · · · ∧ dzn として,

1
2
d((z0)2 + · · · + (zn)2 − 1) ∧ ΩSt = Ω0

によって Qn 上の (n, 0) 形式 ΩStz 定める. このとき，ΩStz は

ΩStz(v1, . . . , vn) = Ω0(z, v1, . . . , vn) (v1, . . . , vn ∈ TzQ
n, z ∈ Qn)

または，

ΩStz(v1, . . . , vn) =
1

∥z∥2
Ω0(z̄, v1, . . . , vn)(

v1, . . . , vn ∈ TzQ
n, z ∈ Qn, z̄ = z̄0

∂

∂z0
+ · · · + z̄n

∂

∂zn

)
と表わすことができる．

命題 3.1. ωStz, ΩStz は共に SO(n + 1) の作用で不変である. さらに, ある定数 λ ∈ R が存在し
て ωn

Stz = λΩStz ∧ ΩStz となる. 従って, (Qn, J, ωStz, ΩStz) は余等質性 1 の Calabi-Yau 多様体

になる.

さらに, Cn+1 内の複素錐 Qn
0 を

Qn
0 =

{
(z0, . . . , zn) ∈ Cn+1

∣∣∣∣∣
n∑

i=0

(zi)2 = 0

}

によって定める. Qn
0 は Cn+1 の原点において唯一の特異点をもつ. このとき, r → ∞ とすると,

Cn+1 において複素球面 Qn は複素錐 Qn
0 に漸近する. さらに, Qn

0 上の正則 (n, 0) 形式を

1
2
d((z0)2 + · · · + (zn)2) ∧ Ωcone = Ω0

によって与える. これより, Ωcone は特異点を除いたところで

Ωcone(v1, . . . , vn) =
1

∥z∥2
Ω0(z̄, v1, . . . , vn)

と表すことができる. このとき, 複素錐 Qn
0 上に Stenzel 計量の極限として Ricci 平坦 Kähler 計

量を構成することができる.

命題 3.2. fcone(r2) = c r
2(n−1)

n (c > 0) として,

ωcone =
√
−1∂∂fcone(r2) =

√
−1

n∑
ij=1

∂2

∂zi∂z̄j
fcone(r2)dzi ∧ dz̄j

によって与えられる ωcone は複素錐 Qn
0 上の Ricci 平坦な Kähler 計量になる.

注意 3.3. n = 3 のとき, c = 3
2 とすると fcone(r2) = 3

2r
4
3 となり, Candelas-dela Ossa [2] が構

成した Q3
0 上の Ricci 平坦な Kähler 計量の Kähler ポテンシャルに一致する.
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4 運動量写像と Lagrange 部分多様体

SO(n + 1) は T ∗Sn ∼= Qn の Calabi-Yau 構造を保ち余等質性 1で作用する. G を SO(n + 1)

の Lie 部分群とし, その Lie 環を g とする. A ∈ g による Qn 上の基本ベクトル場を XA と表す.

G の Qn への作用が Hamilton 作用であるから, その作用に関する運動量写像 µ : Qn → g∗ は

(µ(z))(A) = µA(z) = u′(r2)⟨Jz,Az⟩ (z ∈ Qn, A ∈ g)

によって与えられる. g∗ の中心を Z(g∗) = {X ∈ g∗ | Ad∗(g)X = X (∀g ∈ G)} によって定義す
る．運動量写像 µは G同変であるから，µによる c ∈ g∗ の逆像 µ−1(c)が G不変であるための必

要十分条件は c ∈ Z(g∗)となることである．

命題 4.1. G を SO(n + 1) の連結 Lie 部分群とする．z ∈ Qn を通る G 軌道を O := Gz と表

す．このとき，O がイソトロピックである，つまり ωStz|O ≡ 0となるための必要十分条件はある

c ∈ Z(g∗)について O ⊂ µ−1(c)となることである．

より一般に次が示される．

命題 4.2. シンプレクティック多様体 (M,ω)に Lie群 Gが作用し，その作用は Hamilton作用で

あるとする．(M, ω)への G作用の運動量写像を µ : M → g∗ で表す．Lは (M,ω)の連結なイソ

トロピック部分多様体で G不変であるとする．このとき，Lは g∗ の中心のある元 c ∈ Z(g∗)の逆

像 µ−1(c)に含まれる．

また，次も示される．

命題 4.3. シンプレクティック多様体 (M,ω)に Lie群 Gが作用し，その作用は Hamilton作用で

あるとする．(M, ω) への G 作用の運動量写像を µ : M → g∗ で表す．L は (M, ω) の G 不変で

連結な部分多様体であり，Lへの Gの作用は余等質性 1であるとする．このとき，Lがイソトロ

ピックであるための必要十分条件は g∗ の中心のある元 c ∈ Z(g∗)が存在して Lが µ−1(c)に含ま

れることである．

5 T ∗Sn 内の余等質性 1 の特殊 Lagrange 部分多様体

ここでは, 運動量写像を用いて, T ∗Sn ∼= Qn 内の余等質性 1の特殊 Lagrange 部分多様体を構

成する. T ∗Sn の零切断である Sn は等質な特殊 Lagrange部分多様体であるから，Sn 内の等質超

曲面は T ∗Sn 内の等質なイソトロピック部分多様体になる．これを 1次元拡張することによって，

Sn 内の等質超曲面から T ∗Sn 内の余等質性 1の Lagrange部分多様体を構成する．さらに，この

Lagrange部分多様体が特殊 Lagrange部分多様体になるための条件を与える．

4



SO(n + 1) の部分群で Sn へ作用させたとき (n − 1) 次元の軌道が現れるものとして

G =
(

SO(p) 0
0 SO(q)

)
∼= SO(p) × SO(q) (p + q = n + 1, 1 ≤ p ≤ q ≤ n)

を考える. (i, j)成分が 1でその他の成分がすべて 0である (n + 1) × (n + 1)行列を Eij と表し,

Xij = Eji − Eij ∈ so(n + 1)

と定める. このとき

{Xij | 1 ≤ i < j ≤ p} ∪ {Xij | p + 1 ≤ i < j ≤ n + 1}

は Gの Lie環 g = so(p)⊕ so(q)の基底になる. この基底の双対基底を {θij}とすると, Qn への G

作用の運動量写像 µ : Qn → g∗ は

µ(z) =
∑
i,j

µij(z)θij

と表される. ここで, µij は µij(z) := µXij (z) = (µ(z))(Xij) によって定義される Qn 上の函数で

ある. このとき, Qn への G作用の運動量写像 µ : Qn → g∗ は

µ(z) = u′(r2)
(
Im(ziz̄j)1≤i<j≤p, Im(ziz̄j)p+1≤i<j≤n+1

)
と {θij}を基底とする成分で表示される.

命題 4.3 より, Qn 内の G の作用で不変な Lagrange 部分多様体は g∗ の中心のある元の運動量

写像 µ による逆像に含まれることがわかる. p = 2 の場合は SO(2) が可換であるから，g∗ は非自

明な中心を持つ．また, p = 1 の場合は G を零切断に作用させたときの軌道が主曲率 1 個の等質

超曲面となるため, G 作用の軌道空間が異なる. したがって, n ≥ 3 とし, 次の 4 つの場合に分け

て考察する.

(1) 3 ≤ p ≤ q, (2) p = 1, q ≥ 3, (3) p = 2, q ≥ 3, (4) p = q = 2

p = 1 の場合は Anciaux [1]が構成した SO(n) の作用で不変な特殊 Lagrange部分多様体が得ら

れる．また，n = 3の場合は Ionel-Min-Oo [3]によって調べられている．

(1) 3 ≤ p ≤ q の場合について考察する. なお, 他の場合も同様に考察することができる. µ−1(0)

の G 作用の軌道空間を考える. このとき, G の作用によって, x = (cos t, 0, . . . , 0, sin t, 0, . . . , 0)

(0 ≤ t ≤ π
2 ), ρ = ∥ξ∥ に帰着させることができる. いま, g∗ の中心は Z(g∗) = {0} である.

Φ(Σ) ⊂ Qn の中で µ−1(0) に含まれる部分集合 µ−1(0) ∩ Φ(Σ) を求めると,

µ−1(0) ∩ Φ(Σ)

=
{

(cos τ, 0, . . . , 0, sin τ, 0, . . . , 0) | τ = t +
√
−1ξ1, 0 < t <

π

2
, ξ1 ∈ R

}
∪

{
(cos τ, 0, . . . , 0, sin τ, 0, . . . , 0) | τ = 0 +

√
−1ξ1, ξ1 ≥ 0

}
∪

{
(cos τ, 0, . . . , 0, sin τ, 0, . . . , 0) | τ =

π

2
+

√
−1ξ1, ξ1 ≥ 0

}
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となる. µは G不変であるから

µ−1(0) = G · (µ−1(0) ∩ Φ(Σ))

となり, µ−1(0) ∩ Φ(Σ)は µ−1(0)への G作用の軌道空間と同一視することができる.

定理 5.1. 複素平面 C 内の曲線を τ(s) として, µ−1(0) ∩ Φ(Σ) 内の曲線 σ(s) を

σ(s) = (cos τ(s), 0, . . . , 0, sin τ(s), 0, . . . , 0)

によって定める. このとき軌道空間 L = G · σ(s) は Qn 内の Lagrange 部分多様体になる. さら

に, τ(s) が
Im

(
e
√
−1θτ ′(s)(cos τ(s))p−1(sin τ(s))q−1

)
= 0

を満たすとき L が Qn の特殊 Lagrange 部分多様体になる.

曲線 τ(s) を与えたとき, Lは次の写像 Ψの像として得られる．

Ψ : I × Sp−1 × Sq−1 −→ Qn

(s, x, y) 7−→
(

cos τ(s)x1, . . . , cos τ(s)xp, sin τ(s)y1, . . . , sin τ(s)yq

)
ここで，I は Rの開区間である．曲線 τ(s)が 0 (mod π

2 )を通るとき，写像 Ψは退化し，Lは特

異点をもつ．τ(s)が 0 (mod π
2 )を通らないならば，Lは I × Sp−1 × Sq−1 に微分同型であり，Ψ

によって Qn に埋め込まれている．

さらに，γ(s) = cos τ(s)によって C内の曲線 γ(s)を定め，

Ψ : I × Sp−1 × Sq−1 −→ Qn

(s, x, y) 7−→
(
γ(s)x1, . . . , γ(s)xp,

√
1 − γ(s)2y1, . . . ,

√
1 − γ(s)2yq

)
と表す．ここで，γ(s)は複素数であるから

√
1 − γ(s)2 は ±の不定性があるが，球面 Sq−1 の対

称性により，像は well-definedになる．このとき，Lが Qn の特殊 Lagrange部分多様体になるた

めに γ(s) が満たすべき常微分方程式は

Im
(
e
√
−1θγ′(s)γ(s)p−1(1 − γ(s)2)

q−2
2

)
= 0 (5.1)

となる．

6 解曲線

前節で構成した Qn 内の特殊 Lagrange 部分多様体は位相的には R × Sp−1 × Sq−1 と同型であ

る. 常微分方程式 (5.1)の解を解析することによってこれらの特殊 Lagrange 部分多様体の特異集

合およびエンドの漸近的挙動について (1) 3 ≤ p ≤ q の場合について考察すると次のことがわか

る. 他の場合も同様に考察することができる.
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定理 6.1. 3 ≤ p ≤ q のとき, (5.1)は 0および ±1において特異点を持つ. さらに, θ = 0のとき線

分 [−1, 0]と [0, 1]は自明な解となり, これらに対応する特殊 Lagrange部分多様体は T ∗Sn の零切

断 Sn となる. また, γ が ±∞, 0, ±1に近づくとき (5.1)の解は次のように振舞い, それに伴う L

の挙動は次のようになる.

• |γ| → ∞のとき, (5.1)の解は 2n − 2本の半直線に漸近する. これに伴い, Lのエンドは複

素錐 Qn
0 内の特殊 Lagrange錐に漸近する.

• (5.1)の解は 0において 2p本の解に分岐する. このとき, p個の特殊 Lagrange部分多様体

が T ∗Sn の零切断 Sn の全測地的 Sq−1 を特異集合として交わる.

• (5.1)の解は ±1において q 本の解に分岐する. このとき, q 個の特殊 Lagrange部分多様体

が T ∗Sn の零切断 Sn の全測地的 Sp−1 を特異集合として交わる.

以下, (1), (2), (3), (4) の場合について具体的な例で解の相空間をあらわす. 図の解曲線それぞ

れが特殊 Lagrange 部分多様体に対応している.
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n = 4, p = 1, q = 4 の場合

このとき特殊 Lagrange 部分多様体になるために満たすべき常微分方程式は

Im
(
e
√
−1θγ′(s)(1 − γ(s)2)

)
= 0

となる. このとき ±1 において特異点を持つ. さらに, θ = 0 のとき線分 [−1, 1] は自明な解となり,

これらに対応する特殊 Lagrange 部分多様体は T ∗Sn の零切断として得られる球面である.

• |γ| → ∞ のとき, 解は 6 本の半直線に漸近し, これらは複素錐 Qn
0 内の特殊 Lagrange 錐に対

応している.

• γ → ±1 でそれぞれ 4 本の解に分岐していることがわかる.

さらに位相 θ のずれをみるために θ = 0,
π

4
,

π

2
とすると次のような解曲線の相空間の変形がみて

とれる.

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

図 1 θ = 0

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

図 2 θ =
π

4

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

図 3 θ =
π

2
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n = 3, p = 2, q = 2 の場合

このときの特殊 Lagrange 部分多様体になるための満たすべき常微分方程式は

Im
(
e
√
−1θγ′(s)γ(s)

)
= 0

となる. この場合, p = 2 であるから, 0 において特異点を持つ. さらに, θ = 0 のとき線分 [−1, 0],

[0, 1] は自明な解となり, これらに対応する特殊 Lagrange 部分多様体は T ∗Sn の零切断として得

られる球面である.

• |γ| → ∞ のとき 解は 4 本の半直線に漸近し, これらは複素錐 Qn
0 内の特殊 Lagrange 錐に対応

している.

• γ → 0 のとき 4 本の解に分岐しており, γ → ±1 において 2 本の解に分岐している.

さらに θ = 0,
π

4
,

π

2
とすると次のような解曲線の相空間の変形がみてとれる.
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図 4 θ = 0

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

図 5 θ =
π
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図 6 θ =
π
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n = 4, p = 2, q = 3 の場合

このとき特殊 Lagrange 部分多様体になるために満たすべき常微分方程式は

Im
(
e
√
−1θγ′(s)γ(s)(1 − γ(s)2)

1
2

)
= 0

となる. このとき 0, ±1 において特異点を持つ. さらに, θ = 0 のとき線分 [−1, 0], [0, 1] は自明な

解となり, これらに対応する特殊 Lagrange 部分多様体は T ∗Sn の零切断として得られる球面であ

る.

• |γ| → ∞ のとき, 解は 5 本の半直線に漸近する. これらは複素錐 Qn
0 内の特殊 Lagrange 錐に

対応している.

• γ → 0 のとき, 0 で 4 本の解に分岐しており, γ → ±1 でそれぞれ 3 本の解に分岐している.

さらに θ = 0,
π

4
,

π

2
とすると次のような解曲線の相空間の変形がみてとれる.
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図 7 θ = 0
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図 8 θ =
π
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n = 8, p = 3, q = 6 の場合

このとき特殊 Lagrange 部分多様体になるために満たすべき常微分方程式は

Im
(
e
√
−1θγ′(s)γ(s)2(1 − γ(s)2)3

)
= 0

となる. このとき 0, ±1 において特異点を持つ. さらに, θ = 0 のとき線分 [−1, 0] と [0, 1] は自明

な解となり, これらに対応する特殊 Lagrange 部分多様体は T ∗Sn の零切断として得られる球面で

ある.

• |γ| → ∞ のとき, 解は 14 本の半直線に漸近する. これらは複素錐 Qn
0 内の特殊 Lagrange 錐に

対応している.

• γ → 0 のとき, 0 で 6 本の解に分岐しており, ±1 でそれぞれ 6 本の解に分岐している.

さらに θ = 0,
π

4
,

π

2
とすると次のような解曲線の相空間の変形がみてとれる.
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図 10 θ = 0
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図 11 θ =
π
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図 12 θ =
π

2

11



参考文献

[1] H. Anciaux: Special Lagrangian submanifolds in the complex sphere, Ann. Fac. Sci.

Toulouse Math. (6) 16 (2007), no. 2, 215–227.

[2] P. Candelas and X. de la Ossa: Comments on conifolds, Nuclear Physics B342 (1990),

246–268.

[3] M. Ionel, M. Min-Oo: Cohomogeneity one special Lagrangian 3-folds in the deformed

and the resolved conifolds, Illinois J. Math. 52 (2008), no. 3, 839–865.

[4] S. Karigiannis and M. Min-Oo: Calibrated subbundles in noncompact manifolds of

special holonomy, Ann. Global Anal. Geom. 28 (2005), no. 4, 371–394.

[5] M. Stenzel: Ricci-flat metrics on the complexification of a compact rank one sym-

metric space, Manuscripta Math. 80 (1993), no. 2, 151–163.

12


