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1 序
多様体M上において接束 TMの部分束F ⊂ TMが完全積分可能の時, Mの各
点を通る積分多様体が存在し, この部分多様体を葉と言い, その族が葉層構造 F
であった. 横断的幾何構造とは各葉に対して横断的な方向の幾何構造の事である.

よって, 横断的幾何構造とはその葉の空間（多様体を同じ葉の点は同一視すると
いう同値関係で割った商空間）上の幾何構造と考える事が出来る. しかし, 一般に
この葉空間は大変複雑な空間であり, ハウスドルフでない場合もある. 横断的幾何
構造の正確な定義は多様体の局所座標の横断的な方向の貼り合わせにより定義で
きる. しかし, ここではテンソルによる特徴付けを採用する. つまり, 完全積分可
能な分布 F ⊂ TM に対し, 横断的な幾何構造とは商束Q = TM/F（から作られ
る束）へのベーシック（各葉に沿って一定）な切断で, ある可積分性を持つものと
して捉える. 例えば横断的正則構造とは商束Qの複素構造 J ∈ Γ(End(Q))でベー
シックなもの（で拡張されたナイエンハウステンソルが消えているもの）により与
えられる. 更にこの J と両立するような, 商束Qの symplectic構造 ω ∈ Γ(∧2Q∗)

でベーシックな閉微分形式になるものが横断的ケーラー構造を定める. ここでの
可積分性は「d-閉性」である.

さて, 横断的正則構造を持つ葉層構造の変形は小平・スペンサーによる多重葉
層構造の変形理論 [0]を基に数多くの研究がなされてきた [0] [0] [0]. 一方, 幾何
構造を微分形式で捉え変形を考えるという後藤の変形理論を基に横断的な幾何構
造をベーシックな微分形式として捉え, 変形理論を考える事が出来る. そして, い
くつかの横断的な幾何構造の変形空間の非障害性や一般化されたモーザーの安定
性定理が示せる [0]. 本講演では横断的カラビ・ヤウ構造に焦点を当て, その変形
空間をある同値類で割った空間（モジュライ空間）の構造についての研究結果を
紹介する.

2 横断的Calabi-Yau構造
多様体M を (2n + `)次元, 葉層構造F を定めるベクトル束 F ⊂ TM をランク

`とする. 葉層多様体 (M,F)上の p次微分形式 φ ∈ ∧pが

i(v)ω = 0, Lvω = 0, ∀v ∈ Γ(F )

を満たす時に φをベーシック形式と呼ぶ. 初めの条件から φは ∧pQ∗の切断にな
り, ２つ目の条件は葉に添って一定である事を意味する.



葉層多様体 (M,F)上の実 2次微分形式 ω ∈ ∧2が ωn 6= 0を満たす閉ベーシッ
ク形式であるときに横断的 symplectic構造という. また, 複素 n次微分形式
Ω ∈ ∧n ⊗ Cが以下を満たす閉ベーシック形式 Ωであるときに横断的 SLn(C)構
造であるという：

Q ⊗ C = Ker Ω/F ⊕ Ker Ω/F

ここでKer Ω = {v ∈ TM ⊗ C | ivΩ = 0}. このとき, 横断的 SLn(C)構造Ωから
Qの複素構造 JΩ ∈ Γ(End(Q))が定義でき, Ωを (n, 0)ベーシック形式とするよう
な横断的正則構造を定める.

定義 1 (M,F)上の横断的 SLn(C)構造 Ωと横断的 symplectic構造 ωに対し, そ
の組 (Ω, ω)が横断的Calabi-Yau構造であるとは, 以下を満たす時に言う.

Ω ∧ ω = 0,

Ω ∧ Ω̄ = cnω
n 6= 0,

ω(·, JΩ·) is positive definite on Q

ここで cn = 1
n!

(−1)
n(n−1)

2 ( 2√
−1

)n.

この時, ω(·, JΩ·)はQの計量を定め, 更にベクトル束⊗2Q∗のベーシックな切断
となる. このような構造を横断的リーマン構造という.

3 主定理
(M,F)上の横断的Calabi-Yau構造全体の空間を M̃CY (M,F)とし, Diff(M,F)

を葉層構造を保つ微分同相群とする. この時, Diff(M,F)は微分形式の引き戻し
により M̃CY (M,F)に作用する. モジュライ空間MCY (M,F)を

MCY (M,F) = M̃CY (M,F)/Diff0(M,F)

として定義する. ここで Diff0(M,F)は Diff(M,F)の単位元の連結成分とする.

葉層構造を考えない場合, つまり, カラビ・ヤウ構造の場合, そのモジュライ空間
はハウスドルフになる事が知られている [0]. 横断的カラビ・ヤウ構造の場合には
葉層構造に次のような条件を課す.

定義 2 F が taut葉層であるとは, 各葉が極小部分多様体となるようなリーマン
計量が存在する葉層構造の事である.

我々の考えているのは横断的は方向の構造であり, 葉層の方向には何の構造も考
えていなかった. 例えば横断的リーマン構造は横断的な方向のみの計量や体積要
素を与える. しかし, 多様体全体の積分を考える場合には葉層方向の体積要素を
指定する必要がある. この taut葉層であるという条件は葉層方向の “良い”体積
要素の存在を保証してくれる.

そして, 次が本講演の主定理である.



定理 1 [0]. M をコンパクト多様体とし, Fを taut葉層とする. この時, モジュラ
イ空間MCY (M,F)は滑らかな多様体（特にハウスドルフ）になる.

証明の概略 まず, 座標の貼り合わせが滑らかになるのは横断的カラビ・ヤウ構造
から作られる変形のコンプレックスが（横断的）楕円型になるという事から従う.

次にハウスドルフ性であるが, これは次の定理からの帰結である.

命題 1 [0]. 横断的リーマン構造全体の空間 M̃s
met(M,F)にDiffs+1

0 (M,F)不変な
リーマン計量が存在する.

この計量から M̃s
met(M,F)上に距離が構成でき, 横断的カラビ・ヤウ構造は横断的

リーマン構造を誘導することから, この距離が横断的カラビ・ヤウ構造のモジュラ
イ空間MCY (M,F)の距離を誘導する. これによりMCY (M,F) が距離空間（特
にハウスドルフ空間）である事が分かる. 2

命題についての補足 上の命題において上付き添え字は完備化に関するものであ
るが, 今考えている状況は（横断的に）調和な対象であり, この様な場合, 結論が
完備化やその取り方に寄らない事等は省略する. 実際にエルカチ [0]による横断的
楕円型の理論により横断的調和な対象に対し, 調和的な対象と同様の解析的結果
が得られる.

又, M̃s
met(M,F)上の計量は本質的にはM 上の積分を用いて構成される. taut

葉層の所で説明した通り, この積分に, そして M̃s
met(M,F)上の計量の構成に taut

性を必要とする.

4 例

4.1 トーラスの線形葉層

2n + 1次元トーラス T 2n+1 = R2n+1/Z2n+1に座標 (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, t)をと
ると, 定数 (λ, µ) = (λ1, . . . , λn, µ1, . . . , µn) ∈ R2nに対しベクトル場

ξ =
n∑

i=1

λi
∂

∂xi

+ µi
∂

∂yi

− ∂

∂t

が定義できる。これにより誘導される葉層構造F(λ,µ)をトーラス T 2n+1の線型葉
層という．そこで関数 ziを

zi = xi + λit +
√
−1(yi + µit)

として定義すると (z1, . . . , zn)は (T 2n+1,F(λ,µ))の横断的に正則な座標を定める.

このとき

Ω = dz1 ∧ · · · ∧ dzn,

ω =

√
−1

2

n∑
i=1

dzi ∧ dz̄i,



とすると (Ω, ω)は横断的カラビ・ヤウ構造を定める事が分かる．そこで横断的カ
ラビ・ヤウ構造モジュライ空間の次元は

dim MCY (T 2n+1,F(λ,µ)) = 2(1 + n2) + n2 − 1 = 3n2 + 1

となる．

4.2 ヌル佐々木多様体のレーブ葉層

定義 3 リーマン多様体 (M, g)が佐々木多様体であるとはその計量錐 (C(M), ḡ) =

(R>0 × M,dr2 + r2g) がケーラーとなるときに言う.

佐々木多様体 (M, g)上に

ξ = J(
∂

∂r
)
∣∣∣
M

, η(·) = g(ξ, ·)

によりベクトル場 ξと微分 1形式 ηが定義できる．ここで J は C(M)上の複素
構造である. このとき、ηは接触形式となり、ξはそのレーブベクトル場になる.

レーブベクトル場 ξはM上に葉層構造Fξを定義する. これをレーブ葉層といい、
この葉層に関して dηは横断的ケーラー構造を定める．更に dηが横断的カラビ・
ヤウ構造を定めるとき、(M, g)をヌル佐々木多様体という．

5次元ヌル佐々木多様体において、横断的カラビ・ヤウ構造のモジュライ空間
の次元は

dim MCY (M,Fξ) = 2b2 + b2 − 2 = 3b2 − 2. (1)

となる. ここで b2は２次のベッチ数である. 又，7次元ヌル佐々木多様体の場合は

dim MCY (M,Fξ) = (b3 + b1) + dimCP1,1
B = b3 + b1 + dimCH1,1

B − 1. (2)

となるモジュライを持つ事が分かる．特に５次元ヌル佐々木多様体の場合にはモ
ジュライ空間の次元は多様体のベッチ数のみで与えられる事が分かる.
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