
2011年度後期第 1回中間試験

1 V をR上の線形空間，v1, v2, . . . , vm を V の線形独立なベクトルとし，

W1 =< v1, v2, . . . , vm >,

W2 =< v1, v1 + v2, v1 + v2 + v3, . . . , v1 + v2 + · · · + vm >,

W3 =< v1 − v2 v2 − v3, v3 − v4 . . . , vm−1 − vm, vm − v1 >とする．

このとき，次の問に答えよ．

(1) v1, v2, . . . , vm が線形独立であるとはどういうことかを説明せよ．

(2) < v1, v2, . . . , vm >がどのような集合であるかを説明せよ．

(3) V の部分集合W が V の部分空間であるとはどういうことかを説明せよ．

(4) W1 が V の部分空間であることを示せ．

(5) 次のベクトルが線形独立であるかどうかを調べよ．

　 (i) v1, v1 + v2, v1 + v2 + v3, . . . , v1 + v2 + · · · + vm

　 (ii) v1 − v2 v2 − v3, v3 − v4 . . . , vm−1 − vm, vm − v1

　 (iii) v1 − v2 v2 − v3, v3 − v4 . . . , vm−1 − vm

(6) V の部分空間W の次元がmであるとはどういうことかを説明せよ．

(7) W1,W2,W3 の次元を求めよ．

以下 V の次元をmとし，f を次の対応をもつ V 上の線形変換とする．

f(vi) = vi − vi+1 (1 ≤ i ≤ m − 1),

f(vm) = vm − v1.

(8) f が V 上の線形変換であるとはどういうことかを説明せよ．

(9) f−1(0)の定義を述べよ．

(10) f−1(0)と f(V )の次元をそれぞれ求めよ．

(11) f(v1 + v2 + · · · + vm)を計算せよ．

(12) f−1(0)と f(V )の基底をそれぞれ求めよ．
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W1 =< a1, a2, a3,a4 >,W2 =< a4, a5, a6 >,A = (a1a2a3a4) とする．次の問に答えよ．

(1) W1 の次元と基底を求めよ．

(2) W2 の次元と基底を求めよ．

(3) W1 ∩ W2 の次元と基底を求めよ．

(4) W3 = {x ∈ R4 : Ax = 0} がR4 の部分空間であることを示せ．

(5) W3 の次元と基底を求めよ．

(6) W4 = {Ax : x ∈ R4} の次元と基底を求めよ．
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(1) - (3)：略

(4)：x, y ∈ W1, λ ∈ Rとする．このとき，

x = x1v1 + x2v2 · · · + xmvm, y = y1v1 + y2v2 + · · · + ymvm

とかけ，

x + y = (x1 + y1)v1 + (x2 + y2)v2 + · · · + (xm + ym)vm ∈ W1

λx = (λx1)v1 + (λx2)v2 + · · · + (λxm)vm ∈ W1

となることが分かる．よってW1 は V の部分空間である．

(5)： (i) c1v1 + c2(v1 + v2) + c3(v1 + v2 + v3) + · · · + cm(v1 + v2 + · · ·vm) = 0とする．このとき，

(c1 + c2 + · · · cm)v1 + (c2 + · · · cm)v2 + · · · + cmvm = 0

となり，v1, v2, · · · , vm が線形独立であることから

c1 + c2 + · · · + cm = 0

c2 + · · · + cm = 0

· · ·

cm = 0

となる．よって，c1 = c2 = · · · = cm = 0となるので，v1, v1 + v2, v1 + v2 + v3, . . . , v1 +

v2 + · · · + vm が線形独立であることが分かる．

(ii) 1×(v1−v2)+1×(v2−v3)+ · · ·+1×(vm−v1) = 0より，v1−v2 v2−v3, v3−v4 . . . , vm−1−

vm, vm − v1 が線形従属であることが分かる．

(iii) v1, v2, · · · , vm が線形独立であることから，

c1(v1 − v2) + c2(v2 − v3) + · · · + cm−1(vm − v1) = 0

⇐⇒

c1v1 + (c2 − c1)v2 + (c3 − c2)v3 + · · · + (cm−1 − cm−2)vm + cm−1vm = 0

⇐⇒

c1 = 0, c2 − c1 = 0, . . . , cm−1 − cm = 0, cm = 0 ⇐⇒ c1 = c2 = · · · = cm = 0．

よって，v1 − v2 v2 − v3, v3 − v4 . . . , vm−1 − vm が線形独立であることが分かる．

(6)：略

(7)： dim W1 = m．(5) (i)より，dim W2 = m．(5) (ii), (iii)より，dim W3 = m − 1．

(8)–(9)：略



(10)： v1, v2, · · · , vm が V の基底であることから，

y ∈ f(V ) ⇐⇒ y = f(x1v1 + · · · + xmvm)とかける ⇐⇒

y = x1f(v1) + · · · + xmf(vm)とかける ⇐⇒

y = x1(v1 − v2) + x2(v2 − v3) + · · · + xm(vm − v1)とかける ⇐⇒ y ∈ W3．

よって，f(V ) = W3となるので (7)より，dim f(V ) = m − 1であることが分かる．また，次元定理

より，dim f−1(0) = dim V − dim f(V ) = 1となる．

(11)： 0

(12)： (10) より，f(V ) = W3．よって (5) (ii), (iii) より，f(V ) の基底として {v1 − v2 v2 − v3, v3 −

v4 . . . , vm−1 − vm} がとれる．

(7)より，dim f−1(0) = 1．(11)より，v1 + v2 + · · · + vm ∈ f−1(0)．v1, v2, · · · , vm は線形独立な

ので v1 + v2 + · · · + vm 6= 0．以上より，f−1(0)の基底として {v1 + v2 + · · · + vm}がとれる．
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(1) dim W1 = 3．W1 の基底として，{a1,a2, a4}がとれる．

(2) dim W2 = 2．W2 の基底として，{a4,a5}がとれる．

(3) dim W1 ∩ W2 = 1．W1 ∩ W2 の基底として，{a4}がとれる．

(4) ：略

(5) dim W3 = 1．W3 の基底として，{


1

0

1

−2

}がとれる．

(6) dim W4 = 3．W4 の基底として，{a1,a2, a4}がとれる．


