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1 nを正の整数とする．n次正方行列A = (aij), B = (bij)に対して，次の問いに答えよ．

(1) tAAは対称行列であることを示せ．

(2) Aを交代行列とするとき，Aの対角成分は全て 0であることを示せ．

(3) α, βを定数とするとき，tr (αA+ βB) = αtrA+ βtrBが成り立つことを示せ．

(4) A, E −Aを正則行列とするとき，A(E −A)−1 = (E −A)−1Aが成り立つことを示せ．

(5) Aを全ての成分が整数である直交行列とする．このようなAは，全部でいくつあると

考えられるかを答えよ．
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を因数分解せよ．

3 行列A =


1 1 1

1 a a2

1 a2 a4

 に対して，次の問いに答えよ．
(1) |A|を因数分解せよ．

(2) Aが正則であるための必要十分条件を求めよ．

(3) Aが正則のとき，Aの逆行列を求めよ．

(4) Aが正則のとき，次の連立 1次方程式をクラメルの公式を用いて解け．
x+ y + z = 1

x+ ay + a2z = 1

x+ a2y + a4z = 0
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(1)：教科書またはノート参照. �
(2)：Aを交代行列とすると, tA = −A.従って, (tAの (i, i)成分)=(−Aの (i, i)成分) (1 ≤ i ≤ n).

よって, (Aの (i, i)成分)= −(Aの (i, i)成分), すなわち (Aの (i, i)成分)= 0.

故に, Aの対角成分は全て 0である. �
(3)：教科書またはノート参照. �
(4)：教科書またはノート参照. �
(5)：Aを直交行列とすると, tAA = E.

よって, (tAAの (i, j)成分)=(Eの (i, j)成分) (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n).

ここで

(tAAの (i, j)成分) =
n∑

k=1

(tAの (i, k)成分)(Aの (k, j)成分)

=

n∑
k=1

(Aの (k, i)成分)(Aの (k, j)成分)

=

n∑
k=1

akiakj ,

(Eの (i, j)成分) = δij

であるから,

n∑
k=1

akiakj = δij .

従って,

i = jのとき,

n∑
k=1

akjakj = δjj = 1, すなわち
n∑

k=1

(akj)
2 = 1. (5.1)

i ̸= jのとき,

n∑
k=1

akiakj = δij = 0, すなわち
n∑

k=1

akiakj = 0. (5.2)

さらに, Aの全ての成分を整数とすると, (5.1)より

各 j(1 ≤ j ≤ n)に対し, aijj = ±1, akj = 0(k ̸= ij)となる ij(1 ≤ ij ≤ n)が 1つずつ存在する

(5.3)

ことが分かる.このことと (5.2)より,

i1, i2, i3, . . . , inは全て相異なる (5.4)

ことが分かる. (5.3)より, i1の選び方は 2n通りあり, その各々に対し (5.3), (5.4)より i2の

選び方は 2(n− 1)通りある.同様に, i1, i2, i3, . . . , ij−1 (2 ≤ j ≤ n)の選び方 1つに対し, ijの



選び方は 2{n− (j − 1)}通りあるから, 全ての成分が整数である直交行列は全部で

2n× 2(n− 1)× 2(n− 2)× · · · × (2 · 1),

すなわち, 2n(n!)個ある. �
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= (x+ 4) · (−1)5+5
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= (x+ 4)(x+ 3)(x− 3)(x− 4)(x+ 3)

= (x+ 4)(x+ 3)2(x− 3)(x− 4).
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(1)：a(a+ 1)(a− 1)3 �
(2)：a ̸= 0,±1 �

(3)：A−1 =
1

a(a+ 1)(a− 1)2


a4 −a2(a+ 1) a

−a2(a+ 1) (a2 + 1)(a+ 1) −(a+ 1)

a −(a+ 1) 1

 �



(4)：


x

y

z

 =
1

a(a+ 1)(a− 1)2


a2(a2 − a− 1)

a+ 1

−1

 �


