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1 A =


x 0 −2x

1 1 1

−x 0 2x

とする．このとき，次の問に答えよ．
(1) Aの固有値をすべて求めよ．(10点)

(2) Aが対角化可能であるかどうかを調べよ．(20点)

2 Q(x) = αx2 + y2 + αz2 − 2αxz = txAx とする (x = t(x, y, z))．このとき，次の問に答えよ．

(1) Aを求めよ．(10点)

(2) Aの固有値をすべて求めよ．(10点)

(3) Aを直交行列 P により対角化せよ．また，行列 P を求めよ．(20点)

(4) 2次形式 Q(x)の標準系を求めよ．(10点)

3 2次正方行列 Aに対して A2 − 4A + 3E = Oが成り立つとする．このとき，λを Aの固有値とする

と，λ ∈ {1, 3}であることを示せ．(20点)
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1 (1) |λE −A| = λ(λ− 1)(λ− 3x)より，Aの固有値は 0と 1と 3xである．

Case 1. x ̸= 0, 1/3の場合

全ての固有値が異なるので Aは対角化可能．

Case 2. x = 0の場合

rank (0E −A) = 1より，(0E −A)x = 0の解の自由度は 2．

よって，重複度と解の自由度が等しいので，Aは対角化可能．

Case 3. x = 1/3の場合

rank (1E −A) = 1より，(1E −A)x = 0の解の自由度は 2．

よって，重複度と解の自由度が等しいので，Aは対角化可能．

2 (1) A =


α 0 −α

0 1 0

−α 0 α


(2) |λE −A| = λ(λ− 1)(λ− 2α)より，Aの固有値は 0, 1, 2α．

(3) Case 1. α ̸= 0, 1/2の場合

P =


1/
√
2 0 1/

√
2

0 1 0

1/
√
2 0 −1

√
2

, tPAP =


0 0 0

0 1 0

0 0 2α


Case 2. α = 0の場合

P =


1 0 0

0 0 1

0 1 0

, tPAP =


0 0 0

0 0 0

0 0 1


Case 3. α = 1/2の場合

P =


1/
√
2 0 1/

√
2

0 1 0

1/
√
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√
2

, tPAP =


0 0 0

0 1 0

0 0 1


(4) Case 1. α ̸= 0, 1/2の場合

Q(Py) = y22 + 2αy23．

Case 2. α = 0の場合

Q(Py) = y23．

Case 3. α = 1/2の場合

Q(Py) = y22 + y23．

3 f(x) = x2 − 4x+ 3とすると，

フロベニウスの定理より，f(λ)は f(A) = Oの固有値．

零行列の固有値は 0のみなので，λ2 − 4λ+ 3 = 0．

よって，λ ∈ {1, 3}であることが分かる．


