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セミ・リーマン多様体にはめ込まれた部分多様体は誘導計量が退化してい

るとき光的部分多様体と言われ，計量が非退化な場合とは異なる状況がいろ

いろと生ずる．ここでは光的部分多様体の基本的概念と，極小光的部分多様

体について得られた結果を紹介する．

1 基本的概念

(m+n)次元セミ・リーマン多様体 (M̄, ḡ)にはめ込まれたm次元部分多様

体M は，誘導計量 g = ḡ|M が退化しているとき，光的部分多様体と言われる
(cf. [4])．光的部分多様体の場合，接ベクトル束 TM と法ベクトル束 TM⊥

は非自明な交わり Rad(TM)を持ち，それを radical分布と言う．

Rad(TxM) = {ξ ∈ TxM |g(ξ,X) = 0, X ∈ TxM}.

Rad(TM)が階数 rのとき，M は r-光的であると言う．
TM の中で Rad(TM)の直交補空間 S(TM)を（一意的ではないが）取る
ことができ，screen分布と言う．

TM = S(TM) ⊥ Rad(TM).

同様に TM⊥ の中で Rad(TM) の直交補空間 s(TM⊥) を取ることができ，
screen横断的ベクトル束と言う．

TM⊥ = s(TM⊥) ⊥ Rad(TM).

M が r-光的のとき，S(TM)と s(TM⊥)の階数はそれぞれm − r, n − rで

ある．M は r = n < m のとき coisotropic，r = m < n のとき isotropic，
r = m = nのとき totally lightlikeであると言う．

Rad(TM)の局所基底 {ξ1, · · · , ξr}に対し，S(TM)と s(TM⊥)に直交し，

ḡ(ξi, Nj) = δij , ḡ(Ni, Nj) = 0

を満たす局所枠 {N1, · · · , Nr}が存在する．局所的にそのような {N1, · · · , Nr}
で張られるベクトル束 ltr(TM)が存在し，光的横断的ベクトル束と言う．

TM̄ |M = S(TM) ⊥ (Rad(TM) ⊕ ltr(TM)) ⊥ s(TM⊥)

= TM ⊕ tr(TM).
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不変な性質とは：{S(TM), s(TM⊥), ltr(TM)}の取り方によらない性質．

一般的課題：不変な性質を探す．できれば不変量も．

(M̄, ḡ)の Levi-Civita接続を ∇̄とすると，上の分解に従って，ガウスの公
式は次のようになる．

∇̄XY = ∇XY + h(X,Y ), X, Y ∈ Γ(TM).

ここで hを第二基本形式と言う．hが恒等的にゼロのとき，M は全測地的で

あると言う．（不変）

2 極小光的部分多様体

Bejan-Duggal両氏は [3]で，次のように極小光的部分多様体の定義を考え
た．

定義１ ([3]). (i) h = 0 on Rad(TM), および，(ii) traceg|S(T M)
h = 0 が成

り立つとき，M は極小であると定義する．

しかし，これは余次元が 2以上のとき，S(TM)の取り方に依存し，不変な
性質ではない．そこで，

定義２ ([16])．(a) h(ξ,X) = 0, ξ ∈ Γ(Rad(TM)), X ∈ Γ(TM), および，
(b) traceg|S(T M)

h = 0 が成り立つとき，M は極小であると定義する．

命題１ ([16]). 定義２は {S(TM), s(TM⊥), ltr(TM)}の取り方によらない．
（不変）

注．余次元 1の場合，定義１と２の最初の条件は自動的に成り立つので，同
じ定義となる．

全測地的でない極小光的部分多様体について，余次元 1で外側の空間が指
標 1の場合，非存在定理がいろいろと知られている．

定理１ ([5])．nullエネルギー条件を満たすローレンツ多様体の極小光的超
曲面は全測地的である．

注．nullエネルギー条件：”R̄ic(η, η) ≥ 0, η : null”．アインシュタイン・
ローレンツ多様体は nullエネルギー条件を満たす．
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一方，余次元 1で外側の空間が指標 2の場合，

定理２ ([13])．(M, g, S(TM))を指標 2の 4次元セミ・ユークリッド空間
R4

2 の光的超曲面で可積分な S(TM)を持つものとする．このとき，M が極

小であることと，S(TM)の任意の leafの tr(TM)方向の型作用素の固有値
が２つともゼロであることは同値である．

構成法１ ([13])．R4
2の平坦でないパラ複素曲面から光的法方向に直線を延

ばして線織超曲面を作ると，全測地的でない極小光的超曲面が構成される．

また，余次元 2の場合，

構成法２ ([16])．R6
3の平坦でないパラ複素曲面に対し，第１法空間の光的

法方向と第１法空間に直交する光的法方向で張られる平面により 4次元の線
織部分多様体を作ると，定義２の意味で極小であり全測地的でない光的部分

多様体が構成される．

注．構成法２の極小光的部分多様体は coisotropicである．
注．Gorkavyy氏は [11]で，等長変形の視点から，ミンコフスキー空間の
極小光的曲面の定義を与えている．

3 今後の課題

課題１．coisotropicでない極小光的部分多様体の構成

課題２．線織でない極小光的部分多様体の構成（余次元２以上の場合）

課題３．光的パラ複素部分多様体の極小性

課題４．極小光的部分多様体の特徴付け

その他：変分法的な扱い（cf. [10]）／光的不変量（cf. [9], [15], [19]）／よ
い性質を持つ screen分布（接続，曲率）／全臍的光的部分多様体の構成（cf.
[4], [6], [2]）／など
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