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1 Introduction

定曲率 c > 0 の標準的 n-球面 Sn(c) 内の完備全臍超曲面は距離球面で
ある事はよく知られている．球面以外の階数 1のコンパクト対称空間内の
完備実超曲面が距離球面となる為に主曲率と shape operatorの固有空間
が満たすべき条件は [6], [5]で調べた．ここでは正則断面曲率が一定 −4c

の双曲空間内の完備実超曲面について考察する．この話題に関連する斉次
超曲面及び主曲率一定の実超曲面のローカルな結果は例えば J.Berndt [1],

J.Berndt-田丸博士 [2], Berndt-Ramoz-Carlos [3], [4]等がある．完備性を
仮定して全体像を決める事に意味があるだろう．我々は係数体の選択に無
関係且つ射影空間、双曲空間の選択にも影響されない議論を展開したいの
だが，射影空間の場合のみ完成し，双曲空間の場合は不完全である．本稿
は途中経過である事をあらかじめお断りしたい．ここではmatrix Jacobi

tensorを使う．

M̃n = KHk(−4c), KPk(c) は正則断面曲率 −4c, c の実 n 次元双曲 (射
影)空間で, n = (λ + 1)k, λ = 1, 3, 7, k ≥ 2, K = C (λ = 1), K = Q
(λ = 3)，K = Ca (λ = 7 且つ k = 2)である．

M̃n の各点 p̃における接空間 Tp̃M̃
n は単位ベクトル ξ ∈ Tp̃M̃

n を任意
に与えると以下の直交分解を許容する：

Tp̃M̃
n = span{ξ} ⊕Hξ ⊕AHξ.

ここに span{u1, . . . , um} はベクトル u1, . . . , um の張る線形空間で，　

Hξ := {u ∈ Tp̃M̃
n | (ξ, u)は正則断面 }, dimHξ = λ

AHξ := {v ∈ Tp̃M̃
n | (ξ, u)は反正則断面 }, dimAHξ = (λ + 1)(k − 1).
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双曲空間 M̃n の (1, 1)-型構造テンソルを φ1, . . . , φλ とすると，Hξ は
Hξ = span{φ1ξ, · · · , φλξ} を満たし，ベクトル ξ が定める曲率変換 u 7→
R̃(u, ξ)ξ, u ∈ Tp̃M̃

n の正則断面曲率に対応する固有空間で，AHξ は反正
則断面曲率に対応する固有空間である．λ = 1のとき、φ1は複素構造 J

に他ならない．

以下に記す３種類の部分多様体はこの研究で極めて重要である．ξ に
接する測地線を γ : R → M̃n, γ̇(0) := ξ とする．後で，ξは実超曲面の単
位法ベクトルとする．

ξ が定める K-直線 Lλ+1
ξ はその断面曲率が正則断面曲率に等しい実

(λ + 1)-次元双曲 (射影)空間に等長的な全測地的部分多様体で γ(R) を含
む．指数写像で表すと：

Lλ+1
ξ := expp̃ span{ξ} ⊕Hξ = expγ(t) span{γ̇(t)} ⊕Hγ̇(t), t ∈ R

Tγ(t)L
λ+1
ξ = span{γ̇(t)} ⊕Hγ̇(t), ∀t ∈ R.

ξ が定める M̃n の K-超平面 KHk−1
ξ (−4c), KPk−1

ξ (c) は KHk−1(−4c),

KPk−1(c) に等長的な全測地的部分多様体である．指数写像で表せば

expp̃ AHξ = KHk−1
ξ (−4c), 又は expp̃ AHξ = KPk−1

ξ (c).

ξ が定めるもう一つの部分多様体 Mn−λ
ξ は γ(R) を含む実 (n − λ)-次

双曲 (射影)空間である．ξ が定める K-超平面の一点 p̃ に於いて γ(R) は
単位法線である．ξ が生成する単位法ベクトル場を Ξ とすると

Mn−λ
ξ := {expq̃ tΞ(q̃) | t ∈ R, q̃ ∈ expp̃ AHξ}
Tγ(t)M

n−λ
ξ = 〈γ̇(t)〉 ⊕ AHγ̇(t), ∀t ∈ R

これらの共通部分は Lλ
ξ ∩ Mn−λ

ξ = γ(R) を満たす．

M は (n − 1)-次元完備リーマン多様体で、ι : M → M̃nを等長はめ込
みとする．任意に固定した点 p ∈ M の近傍 W (p) ⊂ M において ι に沿
う単位法ベクトル場 N が定義され, N の選び方に依存しない直交分解を
得る：

TpM = HN(p) ⊕AHN(p).

等長はめ込みの shape operator A : TM → TM は，ιに沿うLevi-Civita

接続を∇ として以下の式で与えられる：

Au = −∇u N, u ∈ TM
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ここでは以下を仮定する：Mは連結完備 (n− 1)-次元リーマン多様体で、

ι : M → M̃nは等長はめ込みとする．更に ιの shape operator Aは以下を
満たすと仮定する：

A|HN(p)
= κ1(p)Iλ, A|AHN(p)

= κ2(p)In−λ−1, p ∈ M (1.0.1)

ここに，Iλ は λ-次単位行列，主曲率 κ1, κ2 はM 上の滑らかな関数とす
る. M̃n = KPk(c) については以下の定理 [5]で解決済みである．

Teorem IMS. 射影空間 M̃nへの等長はめ込み ι : M → M̃nの shape

operatorが (1.0.1)を満たすとき，

(i) κ1, κ2 はともに定数で以下の関係式を満たす：

c = 4k2
2 − 4κ2κ1. (1.0.2)

(ii) ι(M) は M̃n内の距離球面である.

(iii) ι は埋め込みである.

しかし，双曲空間 M̃nへの等長はめ込みで (1.0.1)を満たすものに関して
は満足すべき結果は得られていない．現時点で解る事は以下の命題 A, B

である．我々に不明な点は既に計算の専門家の間では既に明らかと思わ
れる事柄：『正則断面曲率一定の双曲空間内に全測地的長曲面は存在しな
い』である．この事実は夫々の係数体に対して個別的に証明されている
だろう．我々は係数体の選択に無関係な統一的証明を探しているので，こ
の意味に於いて未解決である．従ってここで述べる結果は全て途中経過
である事をお断りしたい，

命題 A. 以下の２つの不等式のいずれか一方を満たすM の点が存在
するとき，次の主張が成り立つ：

|κ1(q)| ≥ 2
√

c, for some q1 ∈ M, (1.0.3)

|κ2(q)| ≥
√

c, for some q2 ∈ M. (1.0.4)

(i) κ1, κ2 はともに定数で，以下の関係式を満たす：

−c = κ2
2 − κ2κ1. (1.0.5)
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(ii) (1.0.3),(1.0.4)の一方が strictならば，他方も strictである．

(iii) (ii)のとき、κ1 = 2
√

c coth 2
√

cα1, κ2 =
√

c coth
√

cα2 と置けば
α := α1 = α2で ι(M) は距離球面となる：

ι(M) = Sn−1(γ(α); α) := {x̃ ∈ M̃n | d
fMn(γ(α), x̃) = α}. (1.0.6)

(iv) ２つの不等式 (1.0.3)と (1.0.4)が同時に成り立ち，且つ一方の等式
がある点で成り立てば, 同時に両方の等式及び (1.0.5)がすべての点
で成り立ち，ι(M) はホロ球面となる:

ι(M) = b−1
γ ({0}). (1.0.7)

(v) ι は等長埋め込みである．

注意 1.1 半直線 γ : [0,∞) → M̃nに関する Busemann関数を bγ と置く．
実双曲空間 RHm(−4c) 内の全臍的超曲面は局所的に距離球面，ホロ球
面もしくは RHm(−4c) 内の全測地的部分多様体の等距離超曲面である
([7]:114ページ，定理). 従って前の２つの場合、主曲率は (1.0.3)，(1.0.4)

を満たす．第 3の場合は |κ1| > 2
√

c, |κ2| <
√

c の場合で，以下の命題 B

で明らかになるだろう．

命題 B. ι : M → M̃n の shape operatorは (1.0.1)を満たすとせよ．

(i) 以下の不等式を満たす M の 2 点 q1, q2 は存在しない：

|κ1(q1)| < 2
√

c and |κ2(q2)| >
√

c for some q1, q2 ∈ M

(1.0.8)

(ii) 以下の不等式を満たす 2 点 q1, q2 が存在するとき，

|κ1(q1)| > 2
√

c and |κ2(q2)| <
√

c for some q1, q2 ∈ M

(1.0.9)

κ1, κ2は定数で，κ2 =
√

c tanh
√

cβ2, κ1 = 2
√

c coth 2
√

cα1 と置く
と α1 = β2で, (1.0.5)を満たし，ι(M) は γ̇(β2)の定めるK-超平面
expγ(β2) AHγ̇(β2) の周りの β2-平行超曲面である.

(iii) ι : M → M̃n は等長埋め込みである．
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注意 1.2 (i)はK-直線内の全測地的超曲面の周りの ρ-平行超曲面は存在
しないことを示す．(ii)の条件式 (1.0.9)より (1.0.5)と α1 = β2 が従う．
このとき ι(M)の焦点集合は γ̇(β2)の定めるK-超平面 expγ(β2) AHγ̇(β2) で
あり，その重複度は λ である．

注意 1.3 κ1 < 2
√

c及び κ2 <
√

cを満たす M̃ の完備実超曲面は存在する
だろうか？係数体の選択に無関係な方法でこれを示したい．

2 The matrix N-Jacobi tensor

M は (n − 1)-次元完備リーマン多様体とし， ι : M → M̃ は等長はめ
込みとする．M の一点 p ∈ M を任意に固定し W (p) ⊂ M は p の周り
の近傍で ι に沿う単位法ベクトル場がwell definedとする．任意の固定さ
れた点 q ∈ W (p) に対して γ := γN(q) : [0,∞) → M̃ は γ̇(0) := N(q) を
満たす測地線とする. ここで， γ に沿う orthonormal parallel frame field

{E1, · · · , En := γ̇} を以下の様に選ぶ：

span{E1, · · · , Eλ} = Hγ̇, span{Eλ+1, · · · , En−1} = AHγ̇. (2.0.1)

このとき，N が定める曲率変換 R(·, γ̇(t))γ̇(t) の {E1, · · · , En := γ̇} に関
する表現行列を R(t) とすると， γ に沿う matrix Jacobi tensor D(t) は
以下で与えられる：

D(t)′′ + R(t)D(t) = 0, t ≥ 0. (2.0.2)

更に D の基本解行列 D0, D1 を以下の様に定める：

D0(0) = 0, D′
0(0) = In−1, D1(0) = In−λ−1, D′

1(0) = 0.

このとき， γ に沿うmatrix N -Jacobi tensor D(q, t) は以下で与えられる
だろう：

D(q, t) = −D0(t)Aq + D1(t), t ≥ 0,

ここに，Aq は q に於ける ι の shape operator. もしも Aq が (1.0.1)を満
たせば γ に沿う matrix N -Jacobi tensor は E1(t), · · · , En−1(t) に関して:

D(q, t) =

[
DH(q, t)

DAH(q, t)

]
=

[
f(t)Iλ

g(t)In−λ−1

]
, (2.0.3)
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と書ける. ここに、DH(q, t), DAH(q, t) は D(q, t) の分解で，関数 f, g は
以下で与えられる：

f(t) := cosh 2
√

ct − κ1(q)

2
√

c
sinh 2

√
ct

g(t) := cosh
√

ct − κ2(q)√
c

sinh
√

ct

3 Parallel hypersurfaces

等長はめ込みに沿う法指数写像によって ι に沿う平行超曲面を考える．
法指数写像 Φ : M × [0,∞) → M̃ を以下で定義する：

Φ(q, t) := expq tN(q), q ∈ M, t ∈ R,

このとき， ι に沿う t-平行超曲面 M̃(t) ⊂ M̃ は以下で与えられる：

M̃(t) := {Φ(q, t) | q ∈ M}.

もしも Aq, q ∈ W (p) が (1.0.1)を満たすならば M̃(t) の点 γ(t) における
shape operator Aqt は

Aqt =

[
Aqt;H

Aqt;AH

]
.

となる．ここに，

Aqt;H =
f(t)′

f(t)
Iλ, Aqt;AH =

g(t)′

g(t)
In−λ−1

双曲三角関数の基本性質から以下の補題を得る:

補題 3.1 点 q に於ける主曲率と γ に沿うmatrix N -Jacobi tensorの零
点及び平行超曲面の shape operatorの間には以下の関係式が成り立つ：

(i) If |κ1(q)| > 2
√

c, then DH(q, α1) = 0 and |κ1(q)| = 2
√

c coth 2
√

c α1.

(ii) If |κ2(q)| >
√

c, then DAH(q, α2) = 0 and |κ2(q)| =
√

c coth
√

c α2.

(iii) If |κ1(q)| < 2
√

c, then Aqβ1;1 = 0 and |κ1(q)| = 2
√

c tanh 2
√

c β1.
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(iv) If |k2(q)| <
√

c, then Aqβ2;2 = 0 and |κ2(q)| =
√

c tanh
√

c β2.

補題 3.2 M̃ の任意の点 p̃と任意の単位ベクトル ξ ∈ Tp̃M̃ を固定する．ξ

の定めるK-直線 KH1
ξ(−4c)内の全測地的実超曲面 Fξ は p̃ ∈ Fξ かつ p̃に

於ける単位法ベクトルが ξ であるものとせよ．このとき以下が成り立つ:

(i) Fξの周りのρ-距離球面を Sn−1(Fξ; ρ) ⊂ M̃ とすると，Sn−1(Fξ; ρ) ⊂
M̃ の shape operator は (1.0.1)を満たさない.

(ii) K-超平面 Kk−1
ξ (−4c)の周りの ρ-距離球面を M ⊂ M̃ とすると，M

の shape operatorは (1.0.1)を満たす.

4 The integrability of HN and AHN .

Ambient spaceが射影空間の場合 [5]において HN と AHNの積分可能
性はmatrix N -Jacobi tensor along γが必ず零点を持つ事から証明された.

補題 2.1の直前に示した様に Ambient spaceが双曲空間の場合はmatrix

N -Jacobi tensor along γが必ずしも零点を持たない．ここは色々な計算
を試みると以下の結果を得る事が出来る．

補題 4.1 積分多様体上で主曲率は以下の性質を持つ：

(i) 滑らかな関数 κ1, κ2 に対して ι の shape operatorが条件 (1.0.1)を
満たすならば distributions DH 及び DAH は積分可能である．

(ii) 各点 q ∈ W (p) を通る積分多様体を ΩH(q) ⊂ M , ΩAH(q) ⊂ M と
置くと、κ1, κ2 は夫々 ΩH(q) と ΩAH(q) 上で定数である．

注意 4.2 λ = 1 のとき，点 q を通る積分曲線 ΩH(q) は J を複素構造と
して HN = JN の積分曲線であって，M の測地線である．この場合だけ
証明方法が異なる．

補題 4.3 滑らかな関数 κ1, κ2 は M 上で一定である．更に，

(i) ΩH(q) は K-直線 K1
N(q)(−4c) 内の距離球面である．

(ii) ΩAH(q) は Mn−λ
N(q) 内の K-超平面 Kk−1

N(q)(−4c) の周りの距離球面で
ある．

7



5 The Idea of the Proof

命題Aの証明のアイデアについて述べる．もしもある点 q ∈ W (p) で
κ1(q) > 2

√
c ならば，M の完備性から

ι(ΩH(q)) = Sn−1(γ(r1), r1) ∩ Lλ+1
N(q)

となる．ここに，r1 は D(q, r1) = 0 より

κ1(q) = 2
√

c coth 2
√

c r1

によって定まる ι(ΩH(q)) の半径である．焦点集合 M̃(r1) ⊂ M は一点
{γ(r1)} に退化すれば ι(M) = Sn−1(γ(r1), r1) となり、退化しなければ

dΦ(q,r1)AHN(q) = Tγ(r1)M̃(r1) = AHγ̇(r1)

だから M̃(r1)は (n−λ−1)-次元の全測地的部分多様体であって，これはK-

超平面 Kk−1
γ̇(r1) に他ならぬ．このとき，Aq r1, 2 = 0より κ2 =

√
c tanh

√
c r1

となって (1.0.5)を得る．ι(M) は K-超平面 Kk−1
γ̇(r1) の周りの r1-距離球面

である．
補題 3.1を用いると命題Aの後半についても同じ方法で証明出来るだ
ろう．命題Bも同様である．
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