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概要

本稿では, 非コンパクト対称空間への等長的作用を構成する方法を 3 つ紹介する. これらの

構成法は, 放物型部分群と深く関わり, 特に, 半単純ではない群による良い作用を数多く構成

することができる. 本稿では, これらの構成法により, cohomogeneity one 作用, hyperpolar

作用, polar 作用などの良い等長的作用が構成されることを紹介する. これらはすなわち, 良

い等質部分多様体が構成されることと同等である. 本稿で紹介する研究結果のほとんどは,

Jürgen Berndt (King’s College London) および José Carlos Dı́az-Ramos (Santiago de

Compostela) との共同研究で得られたものである.

1 導入

本稿の目的は, 非コンパクト型対称空間への “良い” 等長的作用を構成する方法を紹介するこ

とである. 良い等長的作用を構成することは, 例えば, その作用の軌道は等質部分多様体であるの

で, 部分多様体論から見ても興味深い問題である. また, その作用を用いて不変な幾何構造 (例えば

cohomogeneity one 計量) を構成するという結果も多くあり, 幾何構造の研究から見ても興味深い

問題である. 本稿では, 良い群作用として, 以下のものを考える.

定義 1.1. M を連結なリーマン多様体とし, H を等長変換群の連結な閉部分群とする. このとき,

H の M への作用が

(1) polar とは, 次が成り立つこと: ∃Σ (M の連結閉部分多様体) s.t. Σ は全ての H-軌道と直

交して交わる (このような Σ を section と呼ぶ).

(2) hyperpolar とは, polar であり, かつ section Σ が平坦であること.

(3) cohomogeneity one とは, 余次元 1 の軌道を持つこと,

定義から明らかに, 作用が hyperpolar ならば polar である. また, M が対称空間の場合には, 作

用が cohomogeneity one ならば hyperpolar となる ([13], Corollary 2.13). これらの作用の軌道

は, 興味深い等質部分多様体である. 例えば, cohomogeneity one 作用の主軌道は, 定義から明らか

に等質超曲面である. また, polar 作用の主軌道は “isoparametric” である ([12]).
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例 1.2. 以下の 3 つは, 上半平面M = SL2(R)/SO(2) への cohomogeneity one 作用である:

(1) SO(2) の作用 (原点を固定点として持つ),

(2) A := {diag(a, a−1) ∈ SL2(R) | a > 0} の作用 (原点を通る軌道は測地線である),

(3) N := {I2 + xE12 ∈ SL2(R) | x ∈ R} の作用 (各軌道は horocycle である).
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図 1 RH2 への cohomogeneity one 作用

非コンパクト型対称空間 M への良い作用を構成するために, 我々は, 群論的なアプローチをす

る. 良い作用を構成するためには, M の等長変換群の単位元を含む連結成分を G として, G 内の

良い部分群を構成すれば良い. そのためには, G のリー代数 g 内の良い部分リー代数を構成すれば

良い. そして, 良い部分リー代数を構成するためのキーとなるのが, g およびその放物型部分リー代

数の様々な分解定理である.

本稿の構成は以下の通りである. 第 2 章では, 準備として, g およびその放物型部分リー代数の

様々な分解定理を紹介する. 紹介する分解は,

• g = k⊕ a⊕ n : 岩沢分解,

• g ⊃ qΦ = lΦ ⊕ nΦ : Chevalley 分解,

• g ⊃ qΦ = mΦ ⊕ aΦ ⊕ nΦ : Langlands 分解

である. 例 1.2 で紹介した作用のうち, (2) と (3) のものは, 岩沢分解を考えると自然に得られる作

用であることに注意する.

第 3 章では, 特異軌道を持たない cohomogeneity one 作用を構成する方法を紹介する. この構成

には, 岩沢分解を本質的に用いる. 構成された作用は, 大きく分けると 2 つのタイプに分けること

ができるが, それらは例 1.2 の (2) と (3) にそれぞれ対応するものである. 大雑把に言うと, (2) タ

イプは「法ベクトルが n に入るもの」であり, (3) タイプは「法ベクトルが a に入るもの」である.

第 4 章では, nilpotent construction と呼ばれる構成方法を紹介する. この構成には, Chevalley

分解の巾零部分 nΦ が本質的な役割を果たす. 構成された作用は, 第 3 章で構成された「法ベクト

ルが n に入るタイプ」の作用の一般化と思うことができる.

第 5 章では, canonical extension と呼ばれる構成方法を紹介する. この構成には, Langlands 分

解の mΦ が本質的な役割を果たす. 構成された作用は, 第 3 章で構成された「法ベクトルが a に入

るタイプ」の作用の一般化と思うことができる.
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2 放物型部分群の準備

本節では, 放物型部分群について, 後に必要となる事項を解説する. 等長変換群の単位元を含む連

結成分 を G := Isom(M)0 で表すと, 放物型部分群は, G 内の “素性の良い” 部分群である. 特に,

放物型部分群が良い分解を持つことが, 重要なポイントである. 詳細は [8] , [11] を参照. ここでは

全てリー代数レベルで議論をすることとする. 等質空間表示 M = G/K を考え, 対応するリー代

数のカルタン分解を g = k⊕ p で表す.

2.1 岩沢分解

事実 2.1. リー代数 g は, 岩沢分解 g = k⊕ a⊕ n を持つ. ただしここで, 分解は線型空間としての

直和分解であり, a は可換部分代数, n は巾零部分代数.

岩沢分解を構成するためには, a を p 内の極大可換部分代数, ∆ を a に関する制限ルート, Λ を

単純ルート系として, n を正ルートのルート空間の直和とすれば良い. 感覚を掴むためには, 以下の

ような具体例を念頭に置いておくと良い.

例 2.2. 非コンパクト型対称空間 SL3(R)/SO(3) に対応する岩沢分解は, 次で与えられる:

sl3(R) = so(3)⊕


∗ 0 0
0 ∗ 0
0 0 ∗


⊕




0 ∗ ∗
0 0 ∗
0 0 0


 .

2.2 リー代数の gradation

定義 2.3. リー代数 g に対して, 以下のような線型部分空間への直和分解が gradation であると

は, [gi, gj ] ⊂ gi+j (∀i, j) が成り立つこと:

g =
⊕

k∈Z
gk.

半単純リー代数 g 上の gradation は, 全て制限ルート系の言葉で記述することができる. 単純

ルート系の部分集合 Φ(⊂ Λ) に対して (すなわち, Dynkin 図形の部分図形に対して), 以下の方法

で gradation を構成することができる:

gk :=
⊕

ci1+···+cij
=k

gc1α1+···crαr
(ただし Λ \ Φ = {αi1 , . . . , αij

}).

感覚的に言うと,「Φ で張られるルートのルート空間を g0 に入れる」ような構成をしている. ここ

で gα がルート α のルート空間. また逆に, 全ての gradation は本質的にこの方法で得られること

が知られている (厳密に言うと, type α0 と呼ばれるクラスのみを考えている. 詳細は [9], [14] な

どを参照). 岩沢分解の場合と同様に, 感覚を掴むためには, 以下のような具体例を念頭に置いてお

くと良い.
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例 2.4. リー代数 sln(R) の任意の block 分割から gradation が得られる. 例えば,

sl3(R) =
1⊕

k=−1

gk =




0 0 0
0 0 0
∗ ∗ 0


⊕



∗ ∗ 0
∗ ∗ 0
0 0 ∗


⊕




0 0 ∗
0 0 ∗
0 0 0




2.3 放物型部分代数

定義 2.5. リー代数の gradation g =
⊕

gk に対して, 次を 放物型部分代数 と呼ぶ:

q :=
⊕

k≥0

gk.

特に, Φ ⊂ Λ に対応する gradation から得られる放物型部分代数を qΦ で表す. 放物型部分代数

も当然ながら制限ルートの言葉で記述することができ, その記述を定義とする場合が多い. 個人的

には, gradation を通して定義するやり方が, 感覚を掴むためには良いと感じている.

例 2.6. 次で定義される q は, sl3(R) の放物型部分代数である:

sl3(R) ⊃ q :=



∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
0 0 ∗


 =



∗ ∗ 0
∗ ∗ 0
0 0 ∗


⊕




0 0 ∗
0 0 ∗
0 0 0




2.4 放物型部分代数の分解

事実 2.7. 放物型部分リー代数 qΦ は, 次をみたす:

(1) qΦ は Chevalley 分解 qΦ = lΦ ⊕ nΦ を持つ. ここで, lΦ は reductive, nΦ は巾零であり,

[lΦ, nΦ] ⊂ nΦ をみたす.

(2) lΦ は分解 lΦ = mΦ ⊕ aΦ を持つ. ここで, mΦ は reductive, aΦ は可換であり, [mΦ, aΦ] = 0

をみたす (qΦ = mΦ ⊕ aΦ ⊕ nΦ を Langlands 分解 と呼ぶ).

(3) nΦ は 自然な gradation nΦ = n1
Φ ⊕ · · · ⊕ nν

Φ を持つ. ここで, [ni
Φ, nj

Φ] ⊂ ni+j
Φ (∀i, j),

mΦ ⊕ aΦ は各 nk
Φ を保ち, n1

Φ は nΦ を生成する.

この事実の証明は, gradation から話を始めていると, 実は非常に簡単になる. 実際, 部分集合

Φ(⊂ Λ) から決まる gradation を g =
⊕

gk で表すと, 上記の分解は

lΦ := g0, aΦ := a ∩ Z(lΦ), mΦ := g0 ª aΦ, nk
Φ := gk

とおくことによって得られる. 今までと同様に, 感覚を掴むためには, 以下のような例を念頭に置い

ておくのが良いと思われる.

例 2.8. 次の qΦ は, sl4(R) の放物型部分代数である:

qΦ :=








∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗


 | tr = 0





.
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この qΦ の Chevalley 分解は次で与えられる:

lΦ =








∗ ∗ 0 0
∗ ∗ 0 0
0 0 ∗ 0
0 0 0 ∗


 | tr = 0





, nΦ =








0 0 ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗
0 0 0 0








.

この qΦ の Langlands 分解は次で与えられる:

mΦ =








∗ ∗ 0 0
∗ ∗ 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 | tr = 0





, aΦ =








a 0 0 0
0 a 0 0
0 0 b 0
0 0 0 c


 | tr = 0





.

最後に, nΦ の自然な gradation は次で与えられる:

n1
Φ =








0 0 ∗ 0
0 0 ∗ 0
0 0 0 ∗
0 0 0 0








, n2
Φ =








0 0 0 ∗
0 0 0 ∗
0 0 0 0
0 0 0 0








.

3 構成法 1: codimension one foliation

M を非コンパクト型対称空間とする. ここでは, 全ての軌道が余次元 1 であるような M への等

長的作用の構成法 ([4]) を紹介する. 得られた作用は当然ながら cohomogeneity one 作用である.

部分多様体の立場から言うと, 焦多様体を持たない等質超曲面が構成されたことになる. なお, ここ

で述べる構成法は, 階数 1 の場合に [1] で与えられた構成法の一般化である.

事実 3.1. M = G/K を非コンパクト型対称空間, G = KAN を岩沢分解とする. このとき, AN

の M = G/K への作用は単純推移的である. すなわち, M ∼= AN と同一視できる.

この事実より, AN 内の余次元 1 部分群があれば, その M への作用を考えると, 全ての軌道が

余次元 1 になることが分かる. AN 内の余次元 1 部分群を構成するためには, リー代数 a⊕ n 内の

余次元 1 部分代数を構成すれば良い.

定理 3.2 (Berndt & Tamaru ([4])). ベクトル ξ 6= 0 が, ξ ∈ a または ξ ∈ gα (α ∈ Λ) をみた

すとする. このとき, sξ := (a⊕ n)ª Rξ は余次元 1 部分代数であり, 対応する Sξ yM を考える

と, 全ての軌道が余次元 1 になる.

実は逆に, 全ての軌道が余次元 1 になるような M への作用は, この方法で全て構成される ([4]).

ここで, この方法で構成される作用の個数について補足しておく. まず r := rank(M) = dim(a)

とおく. すると, ξ ∈ gα (α ∈ Λ) の取り方は r 個ある (正確に言うと Dynkin 図形の自己同型の分

だけ重複がある). また, r > 1 のとき, ξ ∈ a の取り方は無限にある (こちらも Dynkin 図形の自己

同型の分だけ重複がある). これらにより, r > 1 のときには, 軌道同値でない非可算無限個の C1

作用が存在することが分かる.
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例 3.3. M = RH2 のとき (すなわち dim a = dim n = 1 のとき), 次が成り立つ:

(1) ξ ∈ a のとき, sξ = n に対応する群の作用を考えると, その軌道は horocycle である,

(2) ξ ∈ gα のとき, sξ = a に対応する群の作用を考えると, その原点を通る軌道は測地線である.

上記のものは, 例 1.2 の (2), (3) で述べたものに他ならない.

例 3.4. M = CHn のとき (このとき dim a = 1), 次が成り立つ:

(1) ξ ∈ a のとき, sξ = n に対応する群の作用を考えると, その軌道は horosphere である,

(2) ξ ∈ gα のとき, sξ = a ⊕ (n ª Rξ) に対応する群の作用を考えると, その原点を通る軌道は

等質 ruled minimal 超曲面である.

4 構成法 2: nilpotent construction

M を非コンパクト型対称空間とする. ここでは, [7] で導入された “nilpotent construction” と

呼ばれる構成法を紹介する. これにより, M への cohomogeneity one 作用で, 特異軌道を持つも

のを構成することができる. 構成には, Chevalley 分解 qΦ = lΦ ⊕ nΦ の巾零部分 nΦ が重要な役割

を果たす. まず, Chevalley 分解および自然な gradation nΦ = n1
Φ ⊕ · · · ⊕ nν

Φ の性質から, 次が分

かる:

補題 4.1. 任意の部分空間 v ⊂ n1
Φ に対して, NlΦ(nΦ ª v)⊕ (nΦ ª v) は部分リー代数である. た

だしここで, NlΦ は lΦ 内での normalizer を表す.

我々の構成法は, v が良い部分空間ならば, 構成される部分リー代数に対応する群作用は良い作

用である, ということを主張している.

4.1 階数 1 の場合

まずは階数 1 の場合に nilpotent construction を記述する. 階数 1 の場合には, 放物型部分リー

代数は q = q∅ の一つしかない. またこのとき, 次が成立する:

l∅ = g0 = k0 ⊕ a, n1
∅ = gα, n2

∅ = g2α.

定理 4.2 (Berndt & Brück ([2])). M の階数を 1 とする. 部分空間 v ⊂ n1
∅ = gα (ただ

し dim v ≥ 2) が次の条件 (∗) をみたすならば, NlΦ(nΦ ª v) ⊕ (nΦ ª v) に対応する群作用は

cohomogeneity one である:

(∗) K0 ⊃ ∃K ′ は v の単位球に推移的に作用する.

ちなみに, v と v′ が K0-共役であるならば, 構成された作用は軌道同値となる. よって, 条件 (∗)
をみたす部分空間 v は, その共役類を考えれば良い.
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例 4.3. M = RHn のとき, k0 = so(n − 1), gα = Rn−1 である. このとき, 任意の部分空間 v

(dim v ≥ 2) は条件 (∗) をみたす. また, その共役類は各次元に一つである. この方法で得られる

cohomogeneity one 作用は, dim v = k とすると, 全測地的軌道 RHn−k を持つ.

共役類が各次元に一つしかないことは, SO(n− 1) のグラスマン多様体 Gk(Rn−1) への作用が推

移的であることから分かる.

例 4.4. M = CHn のとき, k0 = u(n − 1), gα = Cn−1 ∼= R2n−2 である. このとき, 部分空間 v

(dim v ≥ 2) が条件 (∗) をみたすための必要十分条件は, v が一定の Kähler 角度を持つことであ

る. 得られる cohomogeneity one 作用は, 全測地的でない特異軌道 (Wϕ と表記される) を持つ.

証明には, U(n− 1) の Gk(R2n−2) への作用が hyperpolar であることが, 実は効いている. 作用

が hyperpolar であるので, その軌道空間を表示することが容易になる. また, このように条件 (∗)
をみたす部分空間を分類することができたことが, CHn 内の等質超曲面の分類 ([6]) のキーポイン

トであった.

例 4.5. M = HHn のとき, k0 = sp(n− 1)⊕ sp(1), gα = Hn−1 ∼= R4n−4 である. このとき部分

空間 v ⊂ gα が一定の “quaternion Kähler 角度” を持つならば, 条件 (∗) をみたす. しかし, その

ような部分空間の分類は未解決である.

ここで, quaternion Kähler 角度については, [2] を参照 (非常に大雑把に言うと, Kähler 角度の

三つ組みである). 上記の問題が未解決である原因は, 結局のところ, Sp(n−1)Sp(1) の Gk(R4n−4)

への作用が hyperpolar でないことに起因する思われる. もし, この作用の軌道空間を表示するこ

とができるか, あるいはこの作用で不変な適切な不変量を構成することができれば, HHn 内の等質

超曲面の分類が得られる可能性がある.

4.2 階数 > 1 の場合

ここでは一般の階数の場合の nilpotent construction を記述する.

定理 4.6 (Berndt & Tamaru ([7])). 部分空間 v ⊂ n1
∅ (ただし dim v ≥ 2) が次の条件 (i), (ii)

をみたすならば, NlΦ(nΦ ª v)⊕ (nΦ ª v) に対応する群作用は cohomogeneity one である:

(i) K ∩ LΦ ⊃ ∃K ′ は v の単位球に推移的に作用する,

(ii) NLΦ(nª v) は (LΦ).o に推移的に作用する.

この定理は, 定理 4.2 の一般化である. 実際, 階数 1 の場合には, K ∩ LΦ = K0 が成り立ち, ま

た, 条件 (ii) は自動的にみたされる.

上記の定理を用いて, 新しい cohomogeity one 作用を構成することができる. しかしながら, 現

時点ではそのような作用の数は少く, 上手くいっているのは dim n1
∅ が小さい場合のみである. 定理

の仮定が複雑であるため, dim n1
∅ が大きい場合には, 仮定をみたしているかどうかの check がそも

そも困難である.
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5 構成法 3: canonical extension

ここでは, [7] で導入された “canonical extension” と呼ばれる構成法を紹介する. これは, M 内

のある種の全測地的部分多様体への作用を, M への作用に (所定の性質を保ったまま) 拡張する,

という方法である. これにより, M への cohomogeneity one 作用, hyperpolar 作用, polar 作用

を構成することができる. この構成法では, Langlands 分解 qΦ = mΦ ⊕ aΦ ⊕ nΦ が重要な役割を

果たす. ちなみに, ある種の全測地的部分多様体は, どのような作用を構成したいかによって多少異

なる.

5.1 Cohomogeneity one 作用の canonical extension

まずは cohomogeneity one 作用に対する canonical extension を紹介する. この場合に拡張の

元となる全測地的部分多様体は, 次のものである.

事実 5.1. (MΦ).o は M 内の全測地的部分多様体であり, rank((MΦ).o) = |Φ| が成り立つ.

よって特に rank((MΦ).o) < rank(M) であることに注意する.

定理 5.2 (Berndt & Tamaru ([7])). H の (MΦ).o への作用が cohomogeneity one であると

する. このとき, HΦ := H o (AΦNΦ) は群であり, その M への作用は cohomogeneity one であ

る. また, 各 p ∈ M に対して, codim(H.p) = codim(HΦ.p) が成り立つ.

最後の性質から, 特に, 特異軌道を持つ cohomogeneity one 作用から出発すると, それを拡張

して得られた作用も特異軌道を持つ, ということが分かる. ちなみに, 全測地的な特異軌道を持つ

cohomogeneity one 作用から出発したとしても, それを拡張して得られた作用が全測地的軌道を持

つとは限らない.

例 5.3. H(⊂ SL2(R)) の RH2 = SL2(R)/SO(2) への作用が cohomogeneity one であるとする.

このとき, 次のリー代数に対応する群の SL3(R)/SO(3) への作用は cohomogeneity one である:

sl3(R) ⊃ h⊕ aΦ ⊕ nΦ = h⊕ {



a 0 ∗
0 a ∗
0 0 −2a


 | a ∈ R}.

このようにして, canonical extension を用いることにより, 無数の cohomogeneity one 作用を

構成することができる.

ただしここで, この構成法を考えときに, (MΦ).o が既約とは限らないことに注意する必要があ

る. すなわち, 我々は主に既約な場合を考えることが多いが, それだけでは不十分で, 可約な場合も

考える必要があると思われる. 実際, 例えばM が階数 3で既約の場合に, そこへの cohomogeneity

one 作用を構成する問題を考えると, 上記の定理により, 「しかるべき階数 2 の可約な空間への

cohomogeneity one 作用」を知る必要がある.
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5.2 Hyperpolar 作用の canonical extension

ここでは hyperpolar 作用に対する canonical extension を紹介する. この場合に拡張の元とな

る全測地的部分多様体は, 次のものである.

事実 5.4. (LΦ).o は M 内の全測地的部分多様体である. 特に Φ(⊂ Λ) が離散的な場合には,

(LΦ).o はユークリッド空間と階数 1 対称空間の直積と同型になる.

ここで Φ が離散的とは, Φ の任意の元は直交する (すなわち Dynkin 図式で書いた時に離散的で

ある) ことと定義する.

補題 5.5. 離散的な Φ に対して, (LΦ).o = M0 ×M1 × · · · ×Ms と表す. ここで, M0 = Rk で

あり, M1, . . . , Ms は階数 1 対称空間. このとき, 各 Hi の Mi への作用が特異軌道を持たない

hypoerpolar 作用であるとすると, H = H0 × · · · ×Hs の (LΦ).o への作用も, 特異軌道を持たな

い hyperpolar 作用である.

この補題の証明そのものは容易である. ちなみに, ユークリッド空間 Rk および階数 1 対称空間

に対しては, 特異軌道を持たない hyperpolar 作用は完全に分類されている. これらの作用を拡張

して, 外の空間 M への hyperpolar 作用を構成することができる.

定理 5.6 (Berndt & Dı́az-Ramos & Tamaru ([3]), Koike ([10])). M は rank(M) > 1

をみたすとし, Φ を離散的とする. また, 補題 5.5 で構成された群 H を考える. このとき, H oNΦ

は群であり, その M への作用も, 特異軌道を持たない hyperpolar 作用である.

このような例は, 定式化は異なるが, Koike ([10]) により本質的に先に与えられていた. 我々の論

文 ([3]) では, 上記のような定式化を与えると共に, 特異軌道を持たない hyperpolar 作用はこの方

法で全て得られることまで示している. 特異軌道を持つ hyperpolar 作用の分類は, 完成まではま

だまだ遠い状況である.

5.3 Polar 作用の例

ここでは polar 作用に対する canonical extension を紹介する. この場合に拡張の元となる全測

地的部分多様体は (MΦ).o である. 単位元だけからなる群 {e} の (MΦ).o への作用を polar 作用

であると思い, この作用を今までと同様のアイデアで拡張すると, 次の例が得られる.

定理 5.7 (Berndt & Dı́az-Ramos & Tamaru ([3])). 群 AΦNΦ の M への作用は, 特異軌

道を持たない polar 作用である. 特に, rank(M) > 1 の場合には, この作用は hyperpolar でない.

ちなみにコンパクト対称空間で rank(M) > 1 の場合には, hyperpolar でない polar 作用の例は

知られていない (polar ならば hyperpolar であると予想されている). 我々の例が示すように, 非コ
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ンパクトの場合には, 様相が全く異なることが分かる. また, polar 作用の分類については, 上記の

ような小さな例が見付かったばかりであり, 今後に研究すべき問題が数多く残されている.
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