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1 導入

連結な非コンパクト簡約リー群Gとその閉部分群H，極大コンパクト部分群Kに対
し，次の問題を考える：

問題 1. 両側剰余空間K\G/H を具体的に記述せよ．

K = Hとき，両側剰余空間分解はGのカルタン分解に他ならない．また，Hが (極大
コンパクト部分群とは限らない一般の)対称部分群のときにもG = KAH となる可換群
Aが存在することが知られている (これを一般化されたカルタン分解と呼んでいる [2]) 1．
一方で，G/H が対称空間ではないとき，G = KAH を満たす A ⊂ Gの存在に関する一
般論は知られておらず，存在したとしても Aが群であることすら期待できない．
本講演では，(G,H)がともに複素リー群 (GC,HC)で以下のCases I–IIIに対して問題

1の答えを与える：

(I) (GC,HC, Gu) = (SL(2n+ 1,C), Sp(n,C), SU(2n+ 1)).

(II) (GC,HC, Gu) = (Sp(n+ 1,C), SO(2,C)× Sp(n,C), Sp(n+ 1)).

(III) (GC,HC, Gu) = (SO(2n+ 1,C), GL(n,C), SO(2n+ 1)).

上のリストは，GC の極大コンパクト部分群 K = Gu も合わせてリー群の 3 つ組
(GC, HC, Gu)で表記している2．

2 背景

本講演で扱う 3つの複素等質空間に対して問題 1を考える背景として，次の 3つが挙
げられる．
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1可換群 Aの次元は対称空間 G/H の実次元 rankRG/H で与えられる．
2複素簡約リー群に対して，コンパクト実型は極大コンパクト部分群となる．この意味でK の代わりに

Gu という記号を用いている．
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2.1 Spherical等質空間

Cases I–IIIの (GC,HC)は，複素等質空間GC/HCが ‘spherical’とよばれる特別なクラ
スに属する．
簡約な複素等質空間GC/HCが sphericalであるとは，複素簡約リー群GCのボレル部

分群の作用によってGC/HC内に開軌道をもつことをいう．複素対称空間は sphericalで
ある．複素等質空間で sphericalなものは，既約な場合はKrámer [8]によって，可約な場
合は Brion [1]によって分類された．
一方で，Vinberg–Kimelfeld [14]によって，複素等質空間が sphericalであることは，そ

の上の正則関数全体の空間に自然に定義される GCの表現が重複なく既約分解されるこ
とと同値であることが知られている3．

2.2 可視的作用

‘重複のない表現’は既約表現を一般化した概念である．テーラー展開，フーリエ変換，
球関数による展開など古典的に知られている定理は，その背景に重複のない表現が隠れ
ている．逆に，重複のない表現をもつ表現空間にはこれらのような自然な展開定理が存
在するであろうと期待される．
小林俊行氏は ‘複素多様体における可視的作用’という概念を導入し，重複のない表現

に対して統一的な説明を与える，という新しい視点からの研究を開始した ([4, 7]など)．
リー群 Gの連結な複素多様体 Dにおける正則な作用が強可視的であるとは，次を満
たす S ⊂ DとD上の反正則微分同相 σが存在するときをいう：D = G · S，σS = idS，
σ(x) ∈ G · x (∀x ∈ D) ([4, Definition 3.3.1])．1次元トーラス Tの Cへの標準作用は
S = R, σ(z) = z (z ∈ C)によって強可視的である．
論文 [4]には，上の例を含めた様々な例が紹介されている．エルミート対称空間にお
ける研究は [6]でなされた．作用が線型な場合は [9, 13]で行われ，強可視的な線型作用
の分類が与えられた．A型の一般化された旗多様体に対する研究は [5]にある．対称で
はない複素等質空間における研究は，SL(m + n,C)/SL(m,C) × SL(n,C)，SO(4n +
2,C)/SL(2n + 1,C)，E6(C)/Spin(10,C)については [10]に4，SO(8,C)/G2(C)は [11]
で行われた．また，SL(2n+ 1,C)/Sp(n,C) (Case I)については論文 [12]にまとめた5．

2.3 4-対称空間

本講演で扱う 3つの複素等質空間 GC/HC のもう１つの特徴として ‘4-対称空間’であ
ることが挙げられる．
一般に，等質空間G/Hが n-対称空間であるとは，G上の位数 nの自己同型 θが存在し
て，(Gθ)0 ⊂ H ⊂ Gθ を満たすときをいう6．2-対称空間は通常の対称空間に他ならない．

3表現が重複がないとは，表現の既約分解において各既約成分が高々1度しか現れないことをいう．
4これらの複素等質空間は，非管状型エルミート対称空間 G/K の複素化 GC/KC に対し，非対称シュタ

イン多様体 GC/[KC,KC]として実現される．これは，複素対称空間 GC/KC 上の C×-束と解釈することが
できる (cf. (2.1))．

5昨年度の本研究集会において，両側剰余空間 SU(2n+ 1)\SL(2n+ 1,C)/Sp(n,C) に関する結果を紹
介させていただいた．

6θ が位数 nであるとは，k = 1, 2, . . . , n− 1に対して θk 6= id かつ θn = idを満たすことをいう．
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等質空間G/Hが対称空間ではない 4-対称空間とし，θを位数 4の自己同型とする．こ
のとき，θ2は対合的自己同型より，K = Gθ

2
とするとG/Kは対称空間となり，次のファ

イバー束の構造をもつ：

K/H → G/H → G/K. (2.1)

また，θをKに制限した θ|K はK上の対合的自己同型となるため，ファイバーK/H も
対称空間である．底空間，ファイバーがともに対称空間であることは，本講演の主結果
(定理 3参照)の証明において核となる．
既約なリーマン 4-対称空間は Jimènez [3]によって分類された7．既約なリーマン 4-対称

空間の分類および sphericalな既約複素等質空間の分類を比較すると，次の事実が分かる．

命題 2 ([3, 8]). Sphericalな既約 4-対称空間GC/HC は Cases I–IIIのいずれかに限る．

3 主結果

Sphericalな既約 4-対称空間に対する問題 1は以下の定理によって解決される．

定理 3. 連結な複素単純リー群とその複素閉部分群の組 (GC,HC)を Cases I–IIIのいず
れかとする．このとき，一般化されたカルタン分解

GC = GuAHC (3.1)

を満たす ‘スライス’ A ⊂ GCが存在する．特に，Aは以下で与えられる．

A '





R · T · · · · · T︸ ︷︷ ︸
n−1

·Rn (Case I)

R · R (Case II)

R · T · · · · · T︸ ︷︷ ︸
[n−1

2
]

·R[n
2

] (Case III)
. (3.2)

ただし，m ∈ Zに対し [m2 ] ∈ Zは m
2 を超えない最大の整数を表す．

定理 3によって，既約 4-対称空間 GC/HC の両側剰余空間 Gu\GC/HC の代表元は A

から選ぶことができる．このことから，sphericalな既約 4-対称空間GC/HCにおける各
Gu-軌道は S := AHC/HCと交叉することが分かる8．

注意 4. 定理 3のAは群ではない．

本講演では，定理 3の証明について解説する予定である．証明の鍵は，底空間および
ファイバーに対する一般化されたカルタン分解 ([2])，および小林氏によって提唱された
‘編み上げの手法’によるAの構成である ([5])．
時間が許せば，次の定理 3について紹介したい．

定理 5. 連結な複素単純リー群とその複素閉部分群の組 (GC,HC)を Cases I–IIIのいず
れかとする．このとき，GCのコンパクトな実型Guの 4-対称空間GC/HC への作用は強
可視的である．

7[3]で与えた分類は，単連結なコンパクト単純リー群とその 4-対称部分群の組を与えた．
8S は GC/HC の部分多様体であると予想しているが，まだその証明を与えることができていない．
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