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1 序.

偶数次元のリーマン多様体内の曲面でツイスターリフトとよばれるツイスター
空間への写像をもつような対象の研究は多く行われている．この種の曲面のなか
で，ツイスターリフトがツイスター空間上の概複素構造に関して正則となってい
る曲面はツイスター正則な曲面とよばれ，特に多くの研究がある ([2],[3],[4]等)．
活発に研究されている理由の一つに，この概複素構造がリーマン計量の共形変形
によって不変であることがあげられるが，ツイスタープログラム (幾何構造を持っ
た実多様体に複素多様体を対応させて研究を行う手法．次の §2を参照のこと) に
基づけば，非常に自然な研究対象と考えることもできる．
本稿では，捩れのない接続の与えられた偶数次元多様体内のツイスター正則な
アファイン曲面 (アファインはめ込み)を考える ([5])．諸定義等はリーマン幾何学
の場合から容易に類推できるものだが，等長はめ込みの場合には現れないような
例などもあり興味深いと思われる．また，上述のツイスタープログラムの観点か
らは，アファインはめ込みに関して，外空間の接続の射影変形で不変な性質を論
ずるのに有効であると思われる．

2 ツイスタープログラム.

ツイスタープログラムとは，幾何構造Sの与えられた実多様体 M̃に対して，S

を保つ変換で不変なツイスター空間とよばれる複素多様体Z(M̃)を対応させ (図
の (1))，元の実多様体の問題を複素多様体の問題に再定式化し研究する手法を指
す1(図の (2)-1,2))．この手法で，M̃の Sに関して不変な性質を，複素幾何学的に
調べることが可能となるほか，複素幾何学的に良い性質を持つ，あるいは意味の
ある対象は，M̃ においてもそうであることが期待できる．

1ツイスタープログラムという言葉は様々な意味で用いられる様だが，ここではD. Alekseevsky
とM. Graevによる解釈に従い，この様な研究手法の総称をさすものとする．
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(M̃, S):実多様体 Z(M̃):複素多様体

(1) Sを保つ変換で不変な複素多様体を対応

(2)-1 複素幾何学 (多様体)の問題に置き換えて研究し，結果を M̃ へ

(M̃, S):幾何構造の与えれれた実多様体
Z(M̃):ツイスター空間とよばれる
S:共形構造，射影構造，四元数構造，...

(2)-2 複素幾何学的に意味のある対象は，M̃ にも意味があるだろう

この考え方は，部分多様体論を展開する上でも有効である．例えば，M̃として，
標準計量 g̃0の定める共形構造 [g̃0]の与えられた 4次元球面 S4を考える．ツイス
ター空間Z(S4)は S4上の S2束としての 3次元複素射影空間CP 3で与えられる．
コンパクトなリーマン面M からCP 3への正則写像 Ĩ と束射影 π : CP 3 → S4を
合成すると，π ◦ Ĩ : M → S4は，(それがはめ込みとなるならば) 自身が属する正
則ホモトピー類のなかでウィルモア汎関数を最少とする．つまり，リーマン面か
らCP 3への正則写像から，S4内のウィルモア曲面，すなわちウィルモア汎関数
の停留点となる曲面を構成できる (上図の (2)-1)ことになる．また，この様に構
成されたウィルモア曲面はウィルモア汎関数に関して弱安定 (第 2変分が非負)と
なるという良い性質 (上図の (2)-2)をもつ．すなわち，ツイスタープログラムの
考えに基づけば，S4内のある種のウィルモア曲面の構成 (共形幾何)は，CP 3へ
の正則写像の構成 (複素幾何)に帰着できることを意味する．さらに，このように
構成されたウィルモア曲面は弱安定という良い性質をもつ．
本稿では，M̃ の幾何構造 Sとしてアファイン接続 ∇̃ の定める射影構造 [∇̃]を
とり，M̃へのアファインはめ込みの枠組みで考える．アファインはめ込みに関し
て，ツイスター空間を用いて射影不変量を論ずることはこれまでなされていない
が，ツイスタープログラムの考え方に基づけば自然なことと思われる．

3 アファインはめ込みのツイスターリフト.

この節では，本稿で必要な諸定義等を述べる．

複素ベクトル束：(M,J)を概複素構造 Jをもった概複素多様体とし，Eを複素構
造 I ∈ Γ(End(E))と接続Dが与えられたM上の複素ベクトル束とするただし，I

がDに関して平行であることは仮定しない. まず，X ∈ TM , ζ ∈ Γ(E)に対して，

D′
Xζ :=

1

2
(DXζ − IDJXζ), D′′

Xζ :=
1

2
(DXζ + IDJXζ)
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とおく．Eの接続DはEnd(E)に接続を誘導するが，それを D̄と表す. 上で注意
したように IはDに関して平行とは仮定していないが，接続DI を

DI
Xζ := DXζ −

1

2
I(D̄XI)(ζ)

(X ∈ TM , ζ ∈ Γ(E))と定めると，IはDIに関して平行となる. ここで，X ∈ TM ,

ζ ∈ Γ(E)に対して，

AD′
X ζ :=

1

2
(D′

Xζ + ID′
XIζ), AD′′

X ζ :=
1

2
(D′′

Xζ + ID′′
XIζ),

と定めると，D′ = DI′ +AD′，D′′ = DI′′ +AD′′, が成り立つことが分かる．また，
AD′, AD′′ ∈ Λ1(End(E))となることも分かる.

次に，もう一つEの他に，複素構造 I ′ ∈ Γ(End(E ′))が与えられた複素ベクト
ル束E ′がある場合を考える．T ∈ Λ1(Hom(E,E ′))に対して,

T
(2,0)
X ξ :=

1

4
(TXξ − I ′TJXξ − I ′TXIξ − TJXIξ),

T
(1,1)+
X ξ :=

1

4
(TXξ + I ′TJXξ − I ′TXIξ + TJXIξ),

T
(1,1)−
X ξ :=

1

4
(TXξ − I ′TJXξ + I ′TXIξ + TJXIξ),

T
(0,2)
X ξ :=

1

4
(TXξ + I ′TJXξ + I ′TXIξ − TJXIξ).

とおく (X ∈ TM，ξ ∈ E).

アファインはめ込み：(M,∇), (M̃, ∇̃)を捩れのない接続∇, ∇̃ の与えられた多様
体とし，f : M → M̃をはめ込みとする．以降，はめ込み fの微分写像 f∗は混乱の
おそれがない場合は省略する．f : (M,∇) → (M̃, ∇̃)がN を横断束とするアファ
インはめ込みであるとは，f#TM̃ = TM ⊕N をみたし，pT ((f

#∇̃)XY ) = ∇XY

(X,Y ∈ Γ(TM)) を満たすことをいう．ここで，pT : f#TM̃ → TM は射影を表
す．このとき，リーマン幾何学における等長はめ込みのときと同様の方法で，ア
ファイン基本形式α, アファイン型作用素 S, Nの接続∇N が定義できる．すなわ
ち，X, Y ∈ Γ(TM), ξ ∈ Γ(N)に対して，

α(X, Y ) = pN((f
#∇̃)XY ), SξX = −pT ((f

#∇̃)Xξ),∇N
Xξ = pN((f

#∇̃)Xξ)

と定める．ここで，pN : f#TM̃ → N は射影を表す. なお，アファインはめ込み
に関しては，[6]等を参照のこと．

ツイスター空間：まず線形代数的な準備から始める．V を偶数次元の実ベクトル
空間とし，W (V ) = {J ∈ End(V ) | J2 = −id} とする．J ∈ W (V )において，
TJW (V ) ∼= {a ∈ End(V ) | aJ = −Ja} である．a ∈ TJW (V )に対して，

JV (a) :=
1

2
[J, a] = Ja
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と定めると，JV はW (V )の複素構造となる．
(M̃, ∇̃)を捩れのない接続 ∇̃の与えられた 2n次元の多様体とし，

Z(M̃) :=
∪
x∈M̃

W (TxM̃) ⊂ End(TM̃)

とおく．リーマン幾何学の場合と同様の方法で，次の通りZ(M̃)には概複素構造
が定義できる. VJ := Ker(π∗)J，HJ := Ker(K ¯̃∇)J とする (J ∈ Z(M̃))．ここで，

π : Z(M̃) → M̃は束射影であり，K ¯̃∇は接続
¯̃∇から定まる接続写像である．この

とき，TZ(M̃) = V ⊕Hと分解される．概複素構造 JZ
∇̃ をX ∈ HJ に対して，

(JZ
∇̃)J(X) := (Jπ∗(X))h

と定める．ただし，( · )hは ( · )の水平リフトを表す．また，U ∈ VJに対しては，

(JZ
∇̃)J(U) := JTπ(J)M̃

(U)

と定める．水平分布Hは接続 ∇̃に依存するが，次のことが分かる．

補題 1. 接続 ∇̃1と ∇̃2が射影同値ならば JZ
∇̃1 = JZ

∇̃2である．

以降，∇̃の射影変形に関して不変な性質のみ扱うので，JZ
∇̃ は単に JZ と表す．

また，(Z(M̃), JZ)を (M̃, ∇̃)のツイスター空間とよぶ．

(注) JZ が積分可能 ⇐⇒ ∇̃が射影平坦．

ツイスターリフト：(M,∇, I)を捩れのない接続∇と概複素構造Iが与えられた多様
体とする．ただし，Iの∇に関する平行性は仮定しない．f : (M,∇) → (M̃, ∇̃)を
Nを横断束とするアファインはめ込みとし，横断束Nに複素構造 IN ∈ Γ(End(N))

が存在する場合を考える．ただし，IN の接続∇N に関する平行性も仮定しない．
ĨxをX ∈ TxM に対して Ĩx(X) = Ix(X)と定め，ξ ∈ Nxに対して Ĩx(ξ) = INx (ξ)

と定める．Ĩ : M → Z(M̃)を f のツイスターリフトという．

(M,∇, I) (M̃, ∇̃)
f :アファインはめ込み

(N, IN)

(Z(M̃), JZ)

π
ツイスターリフト Ĩ

Ĩ ◦ π = f
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4 射影不変量.

この節では，ツイスターリフトを持つアファインはめ込みの射影不変量を与え
る．まず，次のことがわかる．

命題 2. f : (M,∇) → (M̃, ∇̃)をN を横断束とするツイスターリフト Ĩをもつ
アファインはめ込みとする．α, A∇′′, ∇̄NIN , S(1,1)+，S(0,2)は ∇̃の射影変形で不
変である.

特に，命題 2における ∇̄NIN の不変性から，次も分かる．

系 3. (N, IN)の第 1チャーン形式 c1(N,∇NIN ) は ∇̃の射影変形で不変である.

∇̃のリッチ曲率をRic∇̃とする．ただし，Ric∇̃は対称とは限らない．M 上の
(0, 2)テンソル ρに対してその対称化を ρsと表す．M上の (0, 2)テンソルΦをX,

Y ∈ TM に対して，

Φ(X, Y ) := −Tr((f#∇̃)¯X Ĩ)(f
#∇̃)¯Y Ĩ) + (f#∇̃)¯IX Ĩ)(f

#∇̃)¯IY Ĩ))

+
4

2n− 1
((f ∗Ric∇̃)s(X,Y ) + (f ∗Ric∇̃))s(IX, IY ))

−2TrR∇I

X,IY I + 2TrR∇I

IX,Y I

と定める．
射影曲率テンソルの不変性や系 3等から次が分かる．

命題 4. f : (M,∇) → (M̃, ∇̃)をN を横断束とするツイスターリフト Ĩをもつ
アファインはめ込みとする．Φは ∇̃の射影変形で不変である.

(M,∇, I)を捩れのない接続∇と複素構造 Iが与えられた曲面とする．M には
面積要素Ωが存在するので，M 上の対称な (0, 2)テンソル sに関して，

aΩ(s) =
s(X,X) + s(IX, IX)

Ω(X, IX)
(X( ̸= 0) ∈ TM)

が定義できる．aΩ(s)はX ∈ TM の取り方によらず，aΩ(s)Ωは Ωの取り方にも
よらない．命題 4等から，ツイスターリフトを持つアファイン曲面に関して，次
が得られた．

定理 5. f : (M,∇) → (M̃, ∇̃)をツイスターリフト Ĩを持つN を横断束とする
アファインはめ込みとする. M がコンパクトな曲面ならば，∫

M

aΩ

(
−Tr((f#∇̃)¯•Ĩ)((f

#∇̃)¯•Ĩ) +
4

2n− 1
(f ∗Ric∇̃)s

)
Ω (1)

は∇̃の射影変形で不変である．ただし，(f#∇̃)¯はfによる引き戻し束f#End(TM̃)

に接続 f#∇̃から定義される接続である．
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5 ツイスター正則なアファイン曲面
ツイスターリフト Ĩを持つアファインはめ込みf : (M,∇) → (M̃, ∇̃)が，Ĩ∗◦I =

JZ ◦ Ĩ∗ を満たすとき，fはツイスター正則であるという. Z(M̃)の概複素構造 JZ

は ∇̃の射影変形で不変なので，アファインはめ込み fがツイスター正則であると
いう性質は ∇̃の射影変形で不変であることは分かるが，次の命題 6と命題 2から
も示せる．

命題 6. f : (M,∇) → (M̃, ∇̃)をツイスターリフト Ĩを持つN を横断束とする
アファインはめ込みとする. このとき，f がツイスター正則でることと，次の 4

条件が成立することは同値である: (1) A∇′′ = 0, (2) A∇N ′′ = 0, (3) α(0,2) = 0,

(4) S(0,2) = 0.

つぎに，ツイスター正則なアファイン曲面の例をあげる．以下，DmでRm の
標準的なアファイン平坦接続を表す．また，(x1, . . . , xm)をRmのアファイン座標
系とするとき，ξi = (∂/∂xi) ◦ f とおく.

例 7. U ⊂ R2の開集合とし，f(x, y) = (x, y, F (x, y), G(x, y))で与えられるグラ
フはめ込みf : (U,D2 |U) → (R4, D4)を考える．Uおよび横断束N = Span{ξ3, ξ4}
の複素構造を

I

(
∂

∂x

)
=

∂

∂y
, I

(
∂

∂y

)
= − ∂

∂x
, IN(ξ3) = ξ4, I

N(ξ4) = −ξ3

と定める．このとき，f がツイスター正則であることの必要十分条件は

Fxx − 2Gxy − Fyy = 0 および Gxx + 2Fxy −Gyy = 0

を満たすことである．

一般にNを横断束とするアファインはめ込みが全臍的であるとは，そのアファ
イン型作用素 Sについて S = ρ ⊗ idTM となる ρ ∈ Γ(N∗)が存在するこという.

ユークリッド空間への等長はめ込みの場合，全臍的曲面はツイスター正則となる
が，次の例はそれに対応しているものと考えられる．

例 8. (M,∇, I)を捩れのない接続∇と複素構造Iを持つ曲面とする．g : (M,∇) →
(R3, D3)をSpan{g}を横断束とするアファインはめ込みとする．さらに ι : (R3, D3) →
(R2n, D2n) (n ≥ 2)を全測地的埋め込みとし，f := ι ◦ gとおく．このとき，横断
束として

N = Span{f, ξ4, . . . ξ2n}
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と取り，N の複素構造を

IN(f) = ξ4, I
N(ξ4) = −f, . . . , IN(ξ2n−1) = ξ2n, I

N(ξ2n) = −ξ2n−1

と定める．f : (M,∇) → (R2n, D2n) はツイスターリフトを持つ全臍的なアファイ
ンはめ込みとなり，f がツイスター正則であることと∇のリッチ曲率Ric∇が I-

不変であることは同値である．

ツイスター正則な曲面に関して，次が得られた．

定理 9. f : (M,∇) → (M̃, ∇̃)をN を横断束とするツイスター正則なアファイ
ンはめ込みとする. ∇̃が射影平坦かつM がコンパクトな曲面ならば，定理 5の
射影不変量 (1)は 16πの整数倍である．

例えば，例 8のように与えられたコンパクトなツイスター正則な曲面に対して
は，射影不変量 (1)は 0となる．また，定理 9の応用として，次が得られる ([1],

[4])．なお，等長的にはめ込まれた曲面は，そのツイスターリフトが水平写像の
とき超極小であるとよばれ，そのツイスターリフトは正則となる．

系 10. 単位球面 S2n内の向き付けられたコンパクトな超極小曲面の面積は 2π

の整数倍である.

最後に，ツイスター正則なアファイン曲面の中で “最も単純”といってよいで
あろう曲面の一つの特徴付けを述べる．等長はめ込みの場合，4次元ユークリッ
ド空間内の曲面がツイスター正則かつ法接続が平坦ならばそれは球面か平面の
一部 (全臍的)となることが知られており，ゆえにその第一法空間の階数は 1ま
たは 0となる．一方，例 7において，例えば F (x, y) = x2，G(x, y) = xyとす
る．このグラフはめ込みはツイスター正則であり∇N は平坦であるが第一法空間
Span{α(X, Y ) | X, Y ∈ TM} の階数は 2となり，(当然であるが)等長はめ込み
の場合の状況とは異なる．∇N の平坦性より強い “f が Iおよび−Iの両方に関し
てツイスター正則になる”ということを課すと，等長はめ込みの場合と同様な次
が得られる．

定理 11. (M,∇, I)を捩れのない接続∇と複素構造 I をもった曲面で，∇の
リッチ曲率Ric∇は対称とする．f : (M,∇) → (R2n, D2n)をツイスターリフトを
持つ実解析的なアファインはめ込みとする. f が I と−I の両方に関してツイス
ター正則とすると,

(1) f は全測地的 (α = 0)，または
(2) R2nの 3次元のアファイン部分空間 V で f(M) ⊂ V を満たすものが存在し，
f : M → V は非退化な全臍的なアファインはめ込みとなる．

(注) 一般に，アファインはめ込みの場合，アファイン基本形式αとアファイン型
作用素 Sの間に関係はないので，α = 0が S = 0を意味するわけではない．
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