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1 序

2つのリーマン多様体間の写像が調和写像からどの程度ずれているかを表す量として, 張力
場の 2乗積分 (これを重エネルギー汎関数とよぶ) が挙げられる. この臨界点を重調和写像と
よぶ ([14]). 1986年, Giang [20]は重エネルギー汎関数に関する第一変分公式と第二変分公式
を導き, さらに球面の非調和 (非極小)な重調和部分多様体 (重調和等長はめこみの像)の例を
構成した。
1980年代後半, これとは別にB.-Y. Chenによりユークリッド空間内において重調和部分多

様体の概念が導入された. それらは, 位置ベクトルの各成分が重調和関数であるものとして定
義されるが, Giangの論文で外空間をユークリッド空間とした場合の重調和部分多様体の定義
と一致する. Chenは 3 次元ユークリッド空間の重調和曲面は極小曲面であることを証明し,

これをもとに「ユークリッド空間内の重調和部分多様体は極小部分多様体である」という予
想を提出した. この予想は未解決のままである.

Giangの論文は中国語で書かれていたため, 当時この内容はあまり広く知られていなかっ
たようである (現在は浦川肇先生による英訳 [20]が出版されている). 実際, 1990年代の重調
和部分多様体に関する論文は, Chen予想に対する部分的な解答がほとんどである. 2001年,

Caddeoらにより, 3 次元実空間形の非極小な重調和曲面が完全に決定された ([8])。これを皮
切りに, 重調和部分多様体の研究が広く知られるようになり, ここ 15年近くの間に多くの興味
深い論文が発表されてきた.

本稿では, 実, 複素, 佐々木空間形内の非極小な重調和部分多様体に関する分類結果をいく
つか紹介するとともに, 重調和部分多様体の拡張概念である quasi-biharmonic部分多様体と
tangentially biharmonic部分多様体に関する最近の結果についても紹介する.

2 重調和写像

定義 2.1. リーマン多様体間の写像 f : (M, g) → (N,h)に対してエネルギー汎関数は次式で
定義される.

E(f) =
1

2

∫
|df |2dvg.

Eの臨界点を調和写像という.

Eに対するオイラー・ラグランジュ方程式は次で与えられる.

τ(f) :=
∑

{∇f
eidf(ei)− df(∇eiei)} = 0,

ここで, ∇f は誘導接続, {ei}はM の正規直交基底, ∇はM の Levi-Civita接続である.
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写像 f が等長はめ込みのときは, f が調和写像であることとM がN の極小部分多様体であ
ることは同値である.

定義 2.2. リーマン多様体間の写像 f : (M, g) → (N,h)に対して重エネルギー汎関数は次式
で定義される.

E2(f) =
1

2

∫
|τ(f)|2dvg.

E2の臨界点を重調和写像とよぶ.

定理 2.1 ([20]). E2に対するオイラー・ラグランジュ方程式は次で与えられる.

τ2(f) := −∆fτ(f) + TracegR
N (τ(f), df)df = 0,

ここで, ∆f = −Traceg(∇f∇f −∇f
∇), RN (X,Y )Z = [∇N

X ,∇N
Y ]Z −∇N

[X,Y ]Z, ∇
N はN の

Levi-Civita接続である. この方程式を重調和方程式とよぶ.

写像 f が重調和な等長はめ込みのとき, M をN の重調和部分多様体とよぶ. 極小部分多様
体は重調和部分多様体である. 非極小な重調和部分多様体を proper重調和部分多様体とよぶ.

3 実空間形の重調和部分多様体

Nn(c) を定曲率 c の実空間形, ただし c ∈ {−1, 0, 1}, とする. つまり, Nn(1) = Sn(1),

Nn(0) = Rn, Nn(−1) = Hn(−1).

命題 3.1. f : Mm → Nn(c)を等長はめ込みとする. f が重調和⇐⇒ ∆fH = mcH. ここで
H は平均曲率ベクトル場である.

等長はめ込み f : M → Rnに対して f = (f1, . . . , fn)とおくと, f が重調和⇐⇒ ∆2fi = 0

(i = 1, . . . , n). ここで, ∆はM の関数に作用するラプラス作用素である.

命題 3.2 ([3]). ∆fH = mcH ⇐⇒∆⊥H + trace h(·, AH ·)−mcH = 0 (法方向),

4traceA∇⊥
(·)H

(·) +mgrad|H|2 = 0 (接方向).

ここで, ∆⊥は法接続∇⊥に関するラプラシアン, hは第二基本形式, AH はH方向の形作用素
である.

もしH が平行ならば, 上記の方程式の接方向は消えるため, 重調和方程式は

Tracegh(·, AH ·) = 0

となる. また, 超曲面のとき, H = αV (V は単位法ベクトル)とおくと命題 3.2の方程式は∆α− (mc− |AV |2)α = 0,

2AV (gradα) +mαgradα = 0

と書ける.

外空間がRnの場合は, 次の未解決予想がある.
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予想 1 (Chen). Rnの重調和部分多様体は極小部分多様体である.

同様に, Hn(−1)内にもproper重調和部分多様体は見つかっていない. これをもとにCaddeo,

Montaldo, Piuらは「断面曲率が非正の多様体内の重調和部分多様体は極小部分多様体であ
る」と予想した. しかし, この予想に関しては次の反例が見つかった.

定理 3.1 ([23]). R5
+ = {(x1, . . . , x4, z) ∈ R5 : z > 0},

g = (Az +B)−2t(
∑4

i=1 dx
2 + dz2), A > 0, B > 0, t ∈

(
0,

1

2

)
.

=⇒ (R5
+, g)の断面曲率は負. このとき,

ϕ(x1, . . . , x4) =
(
x1, . . . , x4,

4∑
i=1

aixi + c
)
,

4∑
i=1

a2i =
2t

1− 2t
, c > 0,

は proper重調和超曲面となる.

以下, Snの重調和部分多様体に関する重要な分類結果をいくつか紹介する.

定理 3.2 ([8]). S3(1)の proper重調和曲面は, S2
(

1√
2

)
の一部である.

定理 3.3 ([3]). Sm+1(1)の主曲率が 2個の proper重調和超曲面はSm1
(

1√
2

)
×Sm2

(
1√
2

)
, m1+

m2 = m, m1 ̸= m2の一部である.

定理 3.4 ([4]). Sm+1(1)の主曲率が 3個の compactな proper重調和超曲面は存在しない.

CMC (constant mean curavrure)重調和部分多様体の平均曲率 |H|には次のように上限が
ある.

定理 3.5 ([18]). Mmを Sn(1)の proper重調和部分多様体とする. もしCMCならば, |H| ≤ 1

が成り立つ. さらに |H| = 1 ⇐⇒ Mmは Sn−1
(

1√
2

)
⊂ Sn(1)の極小部分多様体である.

ι : Sn(1) → Rn+1を包含写像とする. 定理 3.5より, |H| = 1の proper重調和等長はめ込み
f :Mm → Sn(1)は次のように書き表せる.

ι ◦ f = f0 + f1,

ここで, f0
(
x,

1√
2

)
=
(
0,

1√
2

)
, f1

(
x,

1√
2

)
= (x, 0).

このとき, f1は∆f1 = 2mf1をみたす.

平均曲率が |H| < 1のときは, proper重調和等長はめ込みは次のように分解される.

定理 3.6 ([5]). f : Mm −→ Sn(1) を CMC proper 重調等長はめこみとする. このとき,

|H| < 1 ⇐⇒ ι ◦ f = f1 + f2. ここで

∆f1 = m(1− |H|)f1, ∆f2 = m(1 + |H|)f2,

⟨f1, f2⟩ = 0, |f1| = |f2| =
1√
2
.

定理 3.7 ([3]). Sn(1)の平行な平均曲率ベクトル場をもつ proper重調和曲面は, Sn−1
(

1√
2

)
⊂

Sn(1)の極小曲面である.
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本稿では, これ以降, 平均曲率ベクトル場が平行であるという条件を PMCと書くことにす
る. 定理 3.5より, Sn(1)の PMC重調和部分多様体の平均曲率 |H|は |H| ≤ 1をみたすが, 次
のように全ての値を取るわけではない.

定理 3.8 ([6]). Mm (m > 2)をSn(1)のPMC proper重調和部分多様体とする. もし |H| < 1な
らば, |H|≤ (m− 2)/mである. さらに, 等号成立⇐⇒ MmはMm−1

1 ×S1
(

1√
2

)
⊂ Sn−2

(
1√
2

)
×

S1
(

1√
2

)
⊂ Sn(1)の一部. ここでMm−1

1 は Sn−2
(

1√
2

)
の極小部分多様体である.

定理 3.9 ([6]). MmをSn(1)のPMC proper重調和部分多様体で∇AH = 0をみたすものとす
る. このとき, |H| < (m−2)/m ⇐⇒ m > 4で, MmはMm1

1 ×Mm2
2 ⊂ Sn1

(
1√
2

)
×Sn2

(
1√
2

)
⊂

Sn(1)の一部. ここでm1 +m2 = m, m1 ̸= m2, mi ≥ 2, n1 + n2 = n − 1, Mmi
i は Sni

(
1√
2

)
の極小部分多様体である.

球面の重調和部分多様体に関して以下の予想が提起されているが, いずれも未解決である.

予想 2. Sm+1(1)の proper重調和超曲面はSm
(

1√
2

)
,またはSm1

(
1√
2

)
×Sm2

(
1√
2

)
, m1+m2 =

m, m1 ̸= m2の一部である.

予想 3. S4(1)の proper重調和曲面は S3( 1√
2
)の極小曲面である.

4 佐々木空間形の重調和部分多様体

奇数次元多様体M は, 以下の条件をみたす 1-形式 η, ベクトル場 ξ, (1, 1)型テンソル ϕ, 計
量テンソル gを許容するとき, 接触リーマン多様体とよばれる.

η(ξ) = 1, ϕ2 = −I + η ⊗ ξ,

g(ϕX, ϕY ) = g(X,Y )− η(X)η(Y ),

dη(X,Y ) = g(X,ϕY ).

さらに, M ×R上の概複素構造 J(X, f d
dt) := (ϕX − fξ, η(X) d

dt)が積分可能（ここで f は
M ×R上の関数）なとき, M を佐々木多様体とよぶ. 正則断面曲率K(X ∧ϕX)が一定な佐々
木空多様体は佐々木空間形とよばれる.

S2n+1(1) ⊂ Cn+1を原点中心の単位球面とする. Cn+1の複素構造 J を JX = iXで定める.

zを位置ベクトル, g0を誘導計量とし, 以下のようにテンソル場を定める.

ξ0 := −Jz,
η0(X) := g0(ξ0, X),

ϕ0 := s ◦ J,

ここで s : TzC
n+1 → TzS

2n+1は直交射影である.

このとき (S2n+1, ϕ0, ξ0, η0, g0) は正則断面曲率 1 の佐々木空間形である. 佐々木多様体
(S2n+1, ϕ0, ξ0, η0, g0) を次のように変形する.

η = aη0, ξ =
1

a
ξ0, ϕ = ϕ0, ḡ = ag0 + a(a− 1)η0 ⊗ η0,

ここで aは正の数. このとき, (S2n+1, η, ξ, ϕ, g)は正則断面曲率 ϵ =
4

a
− 3 > −3の佐々木空間

形となる. これを S2n+1(ϵ)とかく.

佐々木空間形は丹野先生により分類されている. 特に, 次が成り立つ.
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定理 4.1 ([34]). 正則断面曲率> −3の佐々木空間形は S2n+1(ϵ)と同型である.

佐々木多様体の部分多様体の中で特に重要なものとしてルジャンドル部分多様体がある. 定
義は次の通り.

定義 4.1. Mnが佐々木多様体N2n+1のルジャンドル部分多様体⇐⇒
def

ξがMnに直交.

命題 4.1 ([16]). N2n+1(ϵ)を正則断面曲率 ϵの佐々木空間形とし, MnをN2n+1(ϵ)のルジャ
ンドル部分多様体とする. このときMnが重調和部分多様体⇐⇒∆⊥H + trace h(·, AH ·)− ϵ(n+ 3) + 3n− 3

4
H = 0,

4traceA∇⊥
(·)H

(·) + ngrad|H|2 = 0.

定理 4.2 ([26]). f : M2 → N5(ϵ)を佐々木空間形の proper重調和ルジャンドル曲面とする.

このとき, ϵ ≥ −11 + 32
√
2

41
, f は次の式で表される.

f(x, y1, y2) =

(√
µ2

µ2 + 1
e
− i

µ
x
,

√
1

µ2 + 1
eiµxy1,

√
1

µ2 + 1
eiµxy2

)
⊂ S5(ϵ) ⊂ C3,

ここで y21 + y22 = 1,

µ2 =


1 (ϵ = 1),

5 + 7ϵ±
√
41ϵ2 + 22ϵ− 47

4(3 + ϵ)
(ϵ ̸= 1).

系 4.1. S5(1)の proper重調和ルジャンドル曲面は次の式で表される.

f(x, y1, y2) =
1√
2
(eix, e−ixy1, e

−ixy2) ⊂ S5(1) ⊂ C3,

ここで y21 + y22 = 1.

注意 4.1. (i) 定理 4.2の z(x) :=
(√ µ2

µ2 + 1
e
− i

µ
x
,

√
1

µ2 + 1
eiµx

)
は S3(ϵ)のルジャンドル曲

線であり, µ2 = 1のときに限り, 測地線である. さらに, z(x)が S3(ϵ)の閉曲線⇐⇒

ϵ =
−6s2 + 5st− 3t2

2s2 − 7st+ t2
, (s, t) ∈ Z× Z.

(ii) 系 4.1の曲面は, 球面の PMCでない重調和部分多様体の最初の例である.

次のクラスは, B.-Y. Chenによって導入された複素空間形内のH-umbilicalラグランジュ部
分多様体 (定義 5.2を参照) のルジャンドル版である.

定義 4.2. Mnを佐々木多様体N2n+1のジャンドル部分多様体とする. MnがH-umbilical ⇐⇒
def

H ̸= 0で, 形作用素が以下をみたす.

(1) AH/|H|ϕH = λϕH, λは関数,

(2) AH/|H|はD(p) = {X ∈ TpM
n| ⟨X,ϕH⟩ = 0}上でただ一つの固有値 µ(p)をもつ,

(3) ⟨AϕXY, Z⟩ = 0, X, Y, Z ∈ D(p).
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佐々木空間形の全臍的ルジャンドル部分多様体は全測地的である. 佐々木空間形のルジャン
ドル部分多様体の形作用素 Aは AϕXY = AϕYX (X,Y ∈ TMn)をみたすことに注意すれば,

H-umbilicalは全測地的の次にシンプルな条件といえる.

定理 4.2の proper 重調和ルジャンドル曲面はH-umbilicalである. 一般次元佐々木空間形の
proper重調和H-umbilicalルジャンドル部分多様体は以下のように決定されている.

定理 4.3 ([31]). f : Mn → N2n+1(ϵ)を proper重調和 H-umbilicalルジャンドル部分多様体

とする. ただし n ≥ 3. このとき ϵ ≥ −3n2 − 2n+ 5 + 32
√
n

n2 + 6n+ 25
(> −3), f は次のように表さ

れる.

f(x, y1, . . . , yn) =

(√
µ2

µ2 + 1
e
− i

µ
x
,

√
1

µ2 + 1
eiµxy1, . . . ,

√
1

µ2 + 1
eiµxyn

)
⊂ S2n+1(ϵ) ⊂ Cn+1.

ここで y21 + · · ·+ y2n = 1,

µ2 =


1 (ϵ = 1),

(n+ 5)ϵ+ 3n− 1±
√
ϵ2(n2 + 6n+ 25) + ϵ(6n2 + 4n− 10) + 9n2 − 42n+ 1

2(3 + ϵ)n
(ϵ ̸= 1).

注意 4.2. (i) 定理 4.3の z(x) :=
(√ µ2

µ2 + 1
e
− i

µ
x
,

√
1

µ2 + 1
eiµx

)
は S3(ϵ)のルジャンドル曲

線であり, µ2 = 1のときに限り, 測地線である. さらに, z(x)が S3(ϵ)の閉曲線⇐⇒

ϵ =
−3ns2 + (3n− 1)st− 3t2

ns2 − (5 + n)st+ t2
, (s, t) ∈ Z× Z.

(ii) ϵ =
−3n2 − 2n+ 5 + 32

√
n

n2 + 6n+ 25
の場合は, z(x) が S3(ϵ)の閉曲線⇐⇒

n = s2, s ∈ Z.

佐々木多様体のルジャンドル部分多様体は, 全測地的でなければ, ∇⊥hの ξ方向の成分が必
ず残る. よって, 次の条件を考えることは自然である.

定義 4.3. 佐々木多様体のルジャンドル部分多様体が C-parallel ⇐⇒
def

∇⊥h ∥ ξ.

定理4.2のproper重調和ルジャンドル曲面はC-parallelである. 7次元佐々木空間形のproper

重調和C-parallelルジャンドル部分多様体はFetcu, Oniciucらによって分類されている ([16]).

その結果は, Baikoussis, BlairらによるC-parallelルジャンドル部分多様体の分類 [2]を応用し
ているが, 最近, その論文に間違いが見つかった. よって, Fetcuらの分類も間違いとなる. 次
が正しいと思われる.

定理 4.4. 7次元佐々木空間形の proper重調和C-parallelルジャンドル部分多様体は, 平坦か,

H-umbilicalである.

平坦な proper重調和 C-parallelルジャンドル部分多様体は, ϵ > −1/3のときに存在する.

ϵ = 1の場合の具体的表示は以下の通りである. ϵ ̸= 1の場合については [16]を参照されたい.
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定理 4.5 ([16]). S7(1)の平坦な 3次元 proper重調和C-parallelルジャンドル部分多様体は次
の式で表される.

f(u, v, w) =

(
1√
6
exp(−i

√
5u),

1√
6
exp
(
i
( 1√

5
u− 4

√
3√
10
v
))
,

1√
6
exp
(
i
( 1√

5
u+

√
3√
10
v − 3

√
2

2
w
))
,
1√
2
exp
(
i
( 1√

5
u+

√
3√
10
v +

√
2

2
w
)))

.

ルジャンドル部分多様体と似た概念として次の部分多様体がある.

定義 4.4. Mが佐々木多様体の反不変部分多様体⇐⇒
def

ξがMnに接していて, ϕ(TM) ⊂ T⊥M .

命題 4.2. Mn+1を佐々木空間形N2n+1(ϵ)の反不変部分多様体とする. このとき, Mn+1が重
調和部分多様体⇐⇒∆⊥H + trace h(·, AH ·)− ϵ(n+ 3) + 3n+ 1

4
H = 0,

4traceA∇⊥
(·)H

(·) + (n+ 1)grad|H|2 = 0.

3および 5次元佐々木空間形内の反不変 proper重調和部分多様体は以下のように決定され
ている.

定理 4.6 ([15]). f :M2 → N3(ϵ)を佐々木空間形の proper重調和反不変曲面とする. このと
き, ϵ > 1, f(M2)は次の一部である.

S1

(√
B

A+B

)
× S1

(√
A

A+B

)
⊂ S3

(
4

a
− 3

)
⊂ C2.

ここで, a ∈ (0, 1),

A,B =

√
3− 2a± 2

√
(a− 1)(a− 2)

a
.

定理 4.7 ([1]). f :M3 → N5(ϵ)を佐々木空間形の proper重調和反不変部分多様体とする. こ

のとき ϵ ≥ −11 + 32
√
2

41
, f(M3)は次の一部である.

S1

(√
µ2

µ2 + 1

)
× S1

(√
1

2(µ2 + 1)

)
× S1

(√
1

2(µ2 + 1)

)
⊂ S5(ϵ) ⊂ C3.

ここで

µ2 =


1 (ϵ = 1),

5 + 7ϵ±
√
41ϵ2 + 22ϵ− 47

4(3 + ϵ)
(ϵ ̸= 1).

系 4.2. S5(1)の 3次元 proper重調和反不変部分多様体は次の一部である.

S1

(
1√
2

)
× S1

(
1

2

)
× S1

(
1

2

)
⊂ S1

(
1√
2

)
× S3

(
1√
2

)
⊂ S5(1).

上の形からわかるように, 系 4.2の proper重調和部分多様体は, 定理 3.8の等号をみたすも
のである.
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5 複素空間形の重調和部分多様体

(M̃n(4ϵ), J)を正則断面曲率 4ϵの複素 n次元複素空間形, ただし ϵ ∈ {−1, 0, 1}, とする. つ
まり, M̃n(4) = CPn(4), M̃n(0) = Cn, M̃n(4) = CHn(−4).

ケーラー多様体の部分多様体の中で特に重要なものとしてラグランジュ部分多様体がある.

定義は以下の通り.

定義 5.1. Mnが (M̃n(4ϵ), J)のラグランジュ部分多様体⇐⇒
def

⟨X, JY ⟩ = 0, X,Y ∈ TM .

命題 5.1 ([17]). Mnを M̃n(4ϵ)のラグランジュ部分多様体とする. このとき, Mmが重調和
部分多様体⇐⇒ ∆⊥H + trace h(·, AH ·)− ϵ(n+ 3)H = 0,

4traceA∇⊥
(·)H

(·) + ngrad|H|2 = 0.

定理 5.1 ([25]). f : M2 → M̃2(4ϵ), ϵ ∈ {−1, 0, 1}を CMC proper重調和ラグランジュ曲面
とする. このとき ϵ = 1で, f(M2)は次の式で表される.

f(x, y1, y2) = π

(√
µ2

µ2 + 1
e
− i

µ
x
,

√
1

µ2 + 1
eiµxy1,

√
1

µ2 + 1
eiµxy2

)
,

ここで πはHopf fibration, µ2 =
7±

√
41

4
, y21 + y22 = 1.

注意 5.1. 定理 5.1の z(x) :=
(√ µ2

µ2 + 1
e
− i

µ
x
,

√
1

µ2 + 1
eiµx

)
は S3(1)の (測地線でない)ル

ジャンドル曲線である. この z(x)は閉曲線ではない.

複素空間形の全臍的ラグランジュ部分多様体は全測地的である. 複素空間形のラグランジュ
部分多様体の形作用素AはAJXY = AJYX (X,Y ∈ TMn)をみたすことに注意すれば, 次の
条件は全測地的の次にシンプルな条件といえる (定義 4.2を参照).

定義 5.2 ([11]). Mnが複素空間形の H-umbilicalラグランジュ部分多様体⇐⇒
def

H ̸= 0かつ、

形作用素が以下をみたす.

(1) AH/|H|JH = λJH, λは関数,

(2) AH/|H|はD(p) = {X ∈ TpM
n| ⟨X, JH⟩ = 0}上でただ一つの固有値 µ(p)をもつ,

(3) ⟨AJXY, Z⟩ = 0, X, Y, Z ∈ D(p).

もし, r ∈ Rに対して λ = rµが成り立つとき, Mnを比が rのH-umbilicalラグランジュ部
分多様体とよぶ.

定理 5.1 の重調和ラグランジュ曲面は H-umbilical である. 一般次元複素空間形の CMC

proper重調和 H-umbilical ラグランジュ部分多様体は次のように決定されている.

定理 5.2 ([27]). f : Mn → M̃n(4ϵ)を CMC proper重調和 H-umbilicalラグランジュ部分多
様体とする. ただし n ≥ 3, ϵ ∈ {−1, 0, 1}. このとき, ϵ = 1で f は次の式で表される.

π

(√
µ2

µ2 + 1
e
− i

µ
x
,

√
1

µ2 + 1
eiµxy1, . . . ,

√
1

µ2 + 1
eiµxyn

)
⊂ CPn(4).

ここで µ2 =
n+ 5±

√
n2 + 6n+ 25

2n
, y21 + . . .+ y2n = 1.
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注意 5.2. 定理 5.2の z(x) :=
(√ µ2

µ2 + 1
e
− i

µ
x
,

√
1

µ2 + 1
eiµx

)
は S3(1)の (測地線でない)ル

ジャンドル曲線である. この z(x)は, どんな n ∈ Zに対しても閉曲線にはならない.

6 不定値計量の場合

6.1 不定値計量をもつ実空間形内の場合

Rn
s を計量 g = −

∑s
i=1 dx

2
i +

∑n
j=s+1 dx

2
j をもつ擬ユークリッド空間とする. 次のように

おく.

Sn
s (c) = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1

s | −
∑s

i=1 x
2
i +

∑n+1
j=s+1 x

2
j = 1/c > 0},

Hn
s (c) = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1

s+1 | −
∑s+1

i=1 x
2
i +

∑n+1
j=s+2 x

2
j = 1/c < 0}.

定理 6.1 ([13]). R3
1の非退化重調和曲面は極小曲面 (H = 0)である.

外空間が非平坦の場合は, 正定値の場合の類似物とそうでないものが得られる.

定理 6.2 ([28]). M3
1 (c), c ∈ {−1, 1}の非退化 proper重調和曲面は以下のいずれかの一部.

(1) S2
1(2) ⊂ S3

1(1),

(2) H2(−2) ⊂ H3
1 (−1),

(3) ガウス曲率 2の B-scroll ⊂ S3
1(1).

ここで, B-scrollは次で定義される曲面である.

定義 6.1.

x(s, u) = γ(s) + uB(s) ⊂M3
1 (c) ⊂ R4

s,

ここで γ(s)はM3
1 (c), c ∈ {−1, 0, 1}のヌル曲線、つまり ⟨γ′, γ′⟩ = 0, γ′ ̸= 0.

{A,B,C} : γ(s)に沿うフレーム s.t.

⟨A,A⟩ = ⟨B,B⟩ = 0, ⟨A,B⟩ = 1,

γ′(s) = A(s),

A′(s) = k(s)C(s),

B′(s) = −cγ + λ(s)C(s),

C ′(s) = −λ(s)A(s)− k(s)B(s),

ここで, C = A×B (ここで× は TM3
1 上のベクトル積), k(s) ̸= 0.

6.2 不定値計量をもつ複素空間形内の場合

Cn
s を計量 gn,s(z, w) = Re(−

∑s
j=1 zjw̄j +

∑n
i=s+1 ziw̄i) をもつ複素擬ユークリッド空間と

する. S2n+1
2s (1) = {z ∈ Cn+1

s : gn+1,s(z, z) = 1}とおく.

M̃2
1 (4ϵ)を計量の符号が (−,−,+,+)の正則断面曲率 4ϵをもつ複素 2次元複素空間形, ただ

し ϵ ∈ {−1, 0, 1}, とする. つまり M̃2
1 (0) = C2

1, M̃
2
1 (4) = CP 2

1 (4), M̃
2
1 (−4) = CH2

1 (−4) ([7]).

次の結果は, 正定値の場合と類似である.

9



定理 6.3 ([25]). CP 2
1 (4)の CMC proper重調和ラグランジュ曲面は次のように表される.

f(x, y1, y2) = π

(√
1

µ2 + 1
eiµxy1,

√
1

µ2 + 1
eiµxy2,

√
µ2

µ2 + 1
e
− i

µ
x
)
.

ここで, π : S5
2(1) → CP 2

1 (4)はHopf fibration, µ2 =
7±

√
41

4
, −y21 + y22 = 1.

定理 6.3でCP 2
1 (4)の計量の符号を取り換えれば, 定理 6.3の f はCH2

1 (−4)のCMC proper

重調和ラグランジュ曲面となる.

外空間の計量が不定値のとき, 次のような特殊な部分多様体が存在する.

定義 6.2. 擬リーマン多様体の非退化部分多様体がmarginally trapped (または quasi-minimal)

⇐⇒
def

⟨H,H⟩ = 0かつH ̸= 0.

次に示すように, marginally trapped重調和ラグランジュ曲面を許容する複素空間形はC2
1

のみである.

定理 6.4 ([30]). f :M → M̃2
1 (4ϵ)をmarginally trapped重調和ラグランジュ曲面とする. こ

のとき ϵ = 0でM は以下のように表される.

f(x, y) = c1xe
if(y) + w(y) ⊂ C2

1,

ここで c1は光的ベクトル (つまり ⟨c1, c1⟩ = 0), f(y)は f ′(y) ̸= 0をみたす実関数, w(y)はC2
1

の曲線 s.t. ⟨
w′, w′⟩ = 0,⟨
iw′, c1e

if(y)
⟩
= 0,⟨

w′, c1e
if(y)

⟩
= −1.

6.3 Quasi-biharmonic 部分多様体

外空間の計量が不定値の場合は, 重調和部分多様体の一つの拡張として次が定義できる.

定義 6.3 ([30]). 擬リーマン部分多様体が quasi-biharmonic ⇐⇒
def

⟨τ2(f), τ2(f)⟩ = 0 かつ

τ2(f) ̸= 0. ここで f は等長はめこみ.

Marginally trapped重調和ラグランジュ曲面と異なり, marginally trapped quasi-biharmonic

ラグランジュ曲面は, C2
1以外の複素空間形にも存在する.

定理 6.5 ([30]). C2
1のmarginally trapped quasi-biharmonicラグランジュ曲面は以下のよう

に表される.

f(x, y) = z(x)eiy,

ここで z(x)はC2
1の曲線 s.t.

⟨z, z⟩ = 0,⟨
z′, z′

⟩
= 0,⟨

z, iz′
⟩
= 1, z′′ ̸= 0.
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定理 6.6 ([30]). M を M̃2
1 (4ϵ)のmarginally trappedラグランジュ曲面とする. このとき, M

が quasi-biharmonic ⇐⇒ M のGauss曲率G = ϵ.

ChenとDillenはCP 2
1 (4)のG = 1のmarginally trappedラグランジュ曲面を分類した ([12,

Theorem 5.1]). しかし, その分類には極小曲面が含まれていた. 彼らの分類を修正することに
より, 定理 6.6から次が得られる.

定理 6.7 ([30]). CP 2
1 (4)の quasi-biharmonic marginally trappedラグランジュ曲面は以下の

ように表される.

L(x, y) = π

(( 2

x+ y
+

√
2if(y)

)
z(y)− z′(y)

)
.

ここで f(y) ̸= 0は実関数, z(y)はC3
1の曲線 s.t.

⟨z, z⟩ = 0,
⟨
z′, z′

⟩
= 1,

⟨
iz, z′

⟩
= 0,

⟨
z′′, z′′

⟩
= 6f2,

z′′′ = 2
√
2ifz′′ + 2(f2 +

√
2if ′)z′ + (

√
2i(f ′′ + 2g) + 2ff ′)z,

ここで g(y)は実関数である.

例 6.1. f(y) = a = const., g(y) = 0と選べば, 定理 6.7のラグランジュ曲面は次のように与
えられる.

L(x, y) = π

(
1

a(x+ y)

(
ei

√
2ay(

√
2 + ia(x− y)), ei

√
2aya(x− y),

√
2 + ia(x+ y)

))
.

定理6.7でCP 2
1 (4)の計量の符号を取り換えれば,定理6.7のLはCH2

1 (−4)のquasi-biharmonic

marginally trappedラグランジュ曲面となる.

7 Tangentially biharmonic 部分多様体

重調和部分多様体の一つの拡張として次が定義できる.

定義 7.1 ([29]). 部分多様体 f(M)が tangentially biharmonic ⇐⇒
def

τ2(f)の接方向が各点で消

えている.

Tangentially biharmonicityと同値な条件が以下のようにして得られる ([22]).

GをM 上の計量の集合とする. 与えられた写像 f : (M, g) → (N,h)に対して次の汎関数を
考える.

F : G −→ R, F (g) = E2(f) =
1

2

∫
M

|τ(f)|2dvg.

F に対するオイラー・ラグランジュ方程式は次で与えられる.

S2(X,Y ) :=
1

2
|τ(f)|2 ⟨X,Y ⟩+⟨df,∇τ(f)⟩ ⟨X,Y ⟩−⟨df(X),∇Y τ(f)⟩−⟨df(Y ),∇Xτ(f)⟩ = 0.

テンソル S2の発散は以下をみたす.

(divS2)(Y ) :=
∑

(∇eiS2)(ei, Y ) = −⟨τ2(f), df(Y )⟩ .

よって, tangentially biharmonic ⇐⇒ divS2 = 0が成り立つ. Caddeoらはこの条件を bicon-

servativeとよんでいる ([9]).

11



7.1 Tangentially biharmonicラグランジュ部分多様体

R3の曲面M2の法束T⊥M2 = {(x, Vx) ∈ R3×R3|x ∈M2, Vx ∈ T⊥
x M

2}は, C3 = R3×R3

のラグランジュ部分多様体である. ここでR3 ×R3上の複素構造 J は J(X,Y ) = (−Y,X)と
定める. これらの部分多様体に対して, 次が成り立つ.

定理 7.1 ([29]). R3の曲面M2の法束がC3の tangentially biharmonicラグランジュ部分多
様体 ⇐⇒ M2は極小曲面か, 球面または円柱の一部.

2次元球面の法束はC3のH-umbilicalラグランジュ部分多様体であることに注意すれば, 一
般の複素空間形内の tangentially biharmonic H-umbilicalラグランジュ部分多様体の分類問題
が提起される. 以下はそれらの局所的な分類である.

定理 7.2 ([32]). CPn(4)の tangentially biharmonic H-umbilicalラグランジュ部分多様体は
局所的に以下のいずれかに合同である.

(1)

f(s, y1, . . . , yn) = π(z1(s), z2(s)y1, . . . , z2(s)yn), y21 + · · ·+ y2n = 1.

ここで, πは Hopf fibration, z = (z1, z2)は S3(1) ⊂ C2のルジャンドル曲線で次の式で表さ
れる.

z(s) =

(
iµ√
µ2 + 1

e
− i

µ
s
,

1√
µ2 + 1

eiµs
)
, µ ∈ R− {0}.

この場合, 比が r = 1− µ−2のH-umbilicalラグランジュ部分多様体である.

(2)

f(s, y1, . . . , yn) = π(z1(s), z2(s)y1, . . . , z2(s)yn), y21 + · · ·+ y2n = 1.

ここで, z = (z1, z2)は S3(1) ⊂ C2のルジャンドル曲線で次の式で表される.

z1(s) = −2iµ2 + µ′

√
cµ

3
2

exp

(∫ s

0
−iµds

)
,

z2(s) = − 2
√
cµ

exp

(∫ s

0
iµds

)
.

ここで cは正の定数, µ = µ(s)は次の非定数解 :

µ′2 = −4µ2(µ2 + 1) + cµ3.

この場合, r = 0.

(3)

f(s, y1, . . . , yn) = π(z1(s), z2(s)y1, . . . , z2(s)yn), y21 + · · ·+ y2n = 1.

ここで, n ̸= 7, z = (z1, z2)は S3(1) ⊂ C2のルジャンドル曲線で次の式で表される.

z1(s) =
i(1− n)µ2 − 3µ′

3
√
cµ

n+2
n−1

exp

(∫ s

0
i
4− n

3
µds

)
,

z2(s) =
(1− n)

3
√
cµ

3
n−1

exp

(∫ s

0
iµds

)
.
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ここで cは正の定数, µ = µ(s)は次の非定数解.

µ′2 = −(1− n)2

9
µ2(µ2 + 1) + cµ

2(n+2)
n−1 .

この場合, r = (7− n)/3.

(4)

f(s, y1, . . . , yn) = π(z1(s), z2(s)y1, . . . , z2(s)yn), y21 + · · ·+ y2n = 1.

ここで, z = (z1, z2)は S3(1) ⊂ C2のルジャンドル曲線で次の式で表される.

z1 =
iµ− k√
µ2 + k2 + 1

exp

(∫ s

0
(iλ− iµ)ds

)
,

z2 =
1√

µ2 + k2 + 1
exp

(∫ s

0
iµds

)
.

ここで k(s) = µ′(s)/(λ(s) − 2µ(s)), λ ̸= rµ (r ∈ R), さらに λ = λ(s)と µ = µ(s)は次の非
定数解. µ′′(λ− 2µ)− µ′(λ′ − 3µ′) + (λ− 2µ)2(−µ2 + λµ+ 1) = 0,

(3λ+ (n− 1)µ)(λ− 2µ)λ′ + (n− 1)λ(3λ+ (n− 5)µ)µ′ = 0.

F (s) ⊂ C∗ = C−{0}を弧長パラメータで表示された曲線とする. κ(s)を F (s)の曲率, θ(s)

を F (s)の偏角とする. Cnの tangentially biharmonic H-umbilical ラグランジュ部分多様体
は, 次のようにCの曲線で記述される.

定理 7.3 ([32]). Cnの tangentially biharmonic H-umbilical ラグランジュ部分多様体は局所
的に以下のいずれかに合同である.

(1) (a exp(is/a), u2, . . . , un), a > 0.

(2) S1(a)⊗ ι. この場合, r = 0.

(3) F ⊗ ι, ここで F は原点を通らない直線. この場合, r = 1.

(4) F ⊗ ι, ここで F (s)は次をみたす:

κ(s) =
7− n

3
θ′(s).

ただし, κ′(s) ̸= 0, θ′(s) ̸= 0, n ̸= 7. この場合, r = (7− n)/3.

(5) F ⊗ ι, ここで F は次をみたす:

κ′(3κ+ (n− 1)θ′) + (n− 1)(ln |F |)′κ(3κ+ (n− 5)θ′) = 0.

ただし, κ′(s) ̸= 0, θ′(s) ̸= 0, (κ/θ′)′(s) ̸= 0.

注意 7.1. 半径 aの球面 Sn(a)の法束は, (a+ is)⊗ ιで表される.

注意 7.2. F (s) ⊂ C∗に対して α(s) = |F (s)|2とおく. このとき,

(1) 4α− (α′)2 = 0となる点では, F ⊗ ιの第二基本形式は消える.

(2) 全ての点で 4α− (α′)2 ̸= 0となる F (s)は, 原点を通る直線の一部である.
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(3) 全ての点で 4α− (α′)2 ̸= 0となる曲線は次のように表せる.

F (s) =
√
α exp

(
i

∫ √
4α− (α′)2

2α
ds
)
.

この曲線の曲率と偏角は次で与えられる。

κ(s) =
2− α′′√
4α− (α′)2

, θ(s) =

∫ √
4α− (α′)2

2α
ds.

よって,

κ = rθ′ ⇐⇒ 2αα′′ − r(α′)2 + 4(r − 1)α = 0.

注意 7.3. 定理 7.3 (5)の微分方程式は, α(s)に関する 3階の常微分方程式に書き直すことが
できる.

H3
1 (−1)は擬リーマン計量を持つ佐々木空間形である ([33]). H3

1 (−1)のルジャンドル曲線は,

S3(1)の場合と同様に定義される. CPn(4)の tangentially biharmonic H-umbilicalラグラン
ジュ部分多様体は全てS3(1)のルジャンドル曲線で記述された. 一方, CHn(−4)の tangentially

biharmonic H-umbilicalラグランジュ部分多様体は, 以下のように, H3
1 (−1)のルジャンドル

曲線で記述できるものと, そうでないものがある.

定理 7.4 ([32]). CHn(−4)の tangentially biharmonic H-umbilical ラグランジュ部分多様体
は局所的に以下のいずれかに合同である.

(1)

f(s, u2, . . . , un) = π

(
eis

2

(
1− is+

1

2

n∑
j=2

u2j , s+
i

2

n∑
j=2

u2j , u2, . . . , nn

))
.

この場合, r = 2.

(2)

f(s, y1, . . . , yn) = π(z1(s), z2(s)y1, . . . , z2(s)yn), y21 + y22 + · · ·+ y2n = 1,

ここで, πは Hopf fibration, z = (z1, z2)はH3
1 (−1) ⊂ C2

1のルジャンドル曲線で次の式で表
される.

z(s) =

(
iµ√
µ2 − 1

e
i
µ
s
,

1√
µ2 − 1

eiµs
)
, µ2 − 1 > 0, µ ∈ R− {0}.

この場合, r = 1 + u−2.

(3)

f(s, y1, . . . , yn) = π(z1(s), z2(s)y1, . . . , z2(s)yn), y21 + y22 + · · ·+ y2n = 1.

ここで, z = (z1, z2)はH3
1 (−1) ⊂ C2

1のルジャンドル曲線で次の式で表される.

z1(s) = −2iµ2 + µ′

√
cµ

3
2

exp

(∫ s

0
−iµds

)
,

z2(s) = − 2
√
cµ

exp

(∫ s

0
iµds

)
.
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ここで cは正の定数, µ = µ(s)は次の非定数解.

µ′2 = −4µ2(µ2 − 1) + cµ3.

この場合, r = 0.

(4)

f(s, y1, . . . , yn) = π(z1(s), z2(s)y1, . . . , z2(s)yn), y21 + y22 + · · ·+ y2n = 1.

ここで, n ̸= 7, z = (z1, z2)はH3
1 (−1) ⊂ C2

1のルジャンドル曲線で次の式で表される.

z1(s) =
i(1− n)µ2 − 3µ′

3
√
cµ

n+2
n−1

exp

(∫ s

0
i
4− n

3
µds

)
,

z2(s) =
(1− n)

3
√
cµ

3
n−1

exp

(∫ s

0
iµds

)
.

ここで cは正の定数, µ = µ(s)は次の非定数解.

µ′2 = −(1− n)2

9
µ2(µ2 − 1) + cµ

2(n+2)
n−1 .

この場合, r = (7− n)/3.

(5)

f(s, y1, . . . , yn) = π(z1(s), z2(s)y1, . . . , z2(s)yn), y21 + y22 + · · ·+ y2n = 1.

ここで, z = (z1, z2)はH3
1 (−1) ⊂ C2

1のルジャンドル曲線で次の式で表される.

z1 =
iµ− k√
µ2 + k2 − 1

exp

(∫ s

0
(iλ− iµ)ds

)
,

z2 =
1√

µ2 + k2 − 1
exp

(∫ s

0
iµds

)
.

ここで k(s) = µ′(s)/(λ(s) − 2µ(s)), λ ̸= rµ (r ∈ R), さらに λ = λ(s)と µ = µ(s)は次の非
定数解. µ′′(λ− 2µ)− µ′(λ′ − 3µ′) + (λ− 2µ)2(−µ2 + λµ− 1) = 0,

(3λ+ (n− 1)µ)(λ− 2µ)λ′ + (n− 1)λ(3λ+ (n− 5)µ)µ′ = 0.

(6)

f(s, y1, . . . , yn) = π(z1(s)y1, . . . , z1(s)yn, z2(s)), y21 − y22 − · · · − y2n = 1.

ここで, z = (z1, z2)はH3
1 (−1) ⊂ C2

1のルジャンドル曲線で次の式で表される.

z(s) =

(
1√

1− µ2
eiµs,

iµ√
1− µ2

e
i
µ
s
)
, 1− µ2 > 0, µ ∈ R− {0}.

この場合, r = 1 + µ−2.
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(7)

f(s, y1, . . . , yn) = π(z1(s)y1, . . . , z1(s)yn, z2(s)), y21 − y22 − · · · − y2n = 1.

ここで, z = (z1, z2)はH3
1 (−1) ⊂ C2

1のルジャンドル曲線で次の式で表される.

z1(s) = − 2√
−cµ

exp

(∫ s

0
iµds

)
,

z2(s) = −2iµ2 + µ′
√
−cµ

3
2

exp

(∫ s

0
−iµds

)
.

ここで cは負の定数, µ = µ(s)は次の非定数解.

µ′2 = −4µ2(µ2 − 1) + cµ3.

(8)

f(s, y1, . . . , yn) = π(z1(s)y1, . . . , z1(s)yn, z2(s)), y21 − y22 − · · · − y2n = 1.

ここで, n ̸= 7, z = (z1, z2)はH3
1 (−1) ⊂ C2

1のルジャンドル曲線で次の式で表される.

z2(s) =
(1− n)

3
√
−cµ

3
n−1

exp

(∫ s

0
iµds

)
,

z1(s) =
i(1− n)µ2 − 3µ′

3
√
−cµ

n+2
n−1

exp

(∫ s

0
i
4− n

3
µds

)
.

ここで cは負の定数, µ = µ(s)は次の非定数解.

µ′2 = −(1− n)2

9
µ2(µ2 − 1) + cµ

2(n+2)
n−1 .

この場合, r = (7− n)/3.

(9)

f(s, y1, . . . , yn) = π(z1(s)y1, . . . , z1(s)yn, z2(s)), y21 − y22 − · · · − y2n = 1.

ここで z = (z1, z2)はH3
1 (−1) ⊂ C2

1のルジャンドル曲線で次の式で表される.

z1 =
iµ− k√

1− µ2 − k2
exp

(∫ s

0
(iλ− iµ)ds

)
,

z2 =
1√

1− µ2 − k2
exp

(∫ s

0
iµds

)
.

ここで, k(s) = µ′(s)/(λ(s) − 2µ(s)), 1 − µ2 − k2 > 0, λ ̸= rµ (r ∈ R), さらに λ = λ(s)と
µ = µ(s)は次の非定数解.µ′′(λ− 2µ)− µ′(λ′ − 3µ′) + (λ− 2µ)2(−µ2 + λµ− 1) = 0,

(3λ+ (n− 1)µ)(λ− 2µ)λ′ + (n− 1)λ(3λ+ (n− 5)µ)µ′ = 0.
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(10) f = π ◦ ψ,

ψ(s, u2, . . . , un) =

√
cosh 2s exp[itan−1(tanh s)]

2

(
1 +

n∑
j=2

u2j + sech 2s− i tanh 2s,

i
n∑

j=2

u2j + i sech 2s− i+ tanh 2s, u2, . . . , un

)
.

この場合, r = 0.

(11) n ̸= 7, f = π ◦ ψ,

ψ(s, u2, . . . , un) = cosh
3

n−1

(
n− 1

3
s

)
exp

[
6i

n− 1
tan−1

(
tanh

(n− 1

6
s
))]

×

(
1

2
+

1

2

n∑
j=1

u2j +
1

2
sech

6
n−1

(
n− 1

3
s

)
− i

∫ s

0
sech

n+5
n−1

(
n− 1

3
x

)
dx,

i

2

n∑
j=2

u2j +
i

2
sech

6
n−1

(
n− 1

3
s

)
− i

2
+

∫ s

0
cosh

n+5
n−1

(
n− 1

3
x

)
dx, u2, . . . , un

)
.

この場合, r = (7− n)/3.

(12) f = π ◦ ψ,

ψ(s, u2, . . . , un) = exp

[∫ s

0
(k + iµ)dt

](
1 +

1

2

n∑
j=2

u2j −
∫ s

0
(k + iµ)exp

(
−
∫ s

0
2kds

)
ds,

[−k(0) + iµ(0)]

[
1

2

n∑
j=2

u2j −
∫ s

0
(k + iµ) exp

(
−
∫ s

0
2kds

)
ds

]
, u2, . . . , un

)
.

ここで, k(s) = µ′(s)/(λ(s)− 2µ(s)), λ ̸= rµ (r ∈ R), さらに λ = λ(s)と µ = µ(s)は次の非
定数解. µ′2 = (λ− 2µ)2(1− µ2),

(3λ+ (n− 1)µ)(λ− 2µ)λ′ + (n− 1)λ(3λ+ (n− 5)µ)µ′ = 0.
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[4] A. Balmuş, S. Montaldo and C. Oniciuc, Biharmonic hypersurfaces in 4-dimensional

space forms, Math. Nachr. 283 (2010), 1696–1705.

17
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