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この講演の内容は田中真紀子さんとの共同研究の成果に基づいている。2011年
のこの研究集会で対称R空間の対蹠集合はあるよい性質 (定理 2.1)を持っている
ことを示した。これに対して、対称R空間ではない一般のRiemann対称空間の対
蹠集合がどのような性質を持っているのか、まだ全貌は明らかになっていない。こ
の講演では、いくつかの古典型コンパクトLie群の商群の対蹠集合について得られ
た結果を述べる。

1 対蹠集合
Riemann対称空間M の点 xにおける点対称を sxで表す。M の部分集合 Sは次
の条件を満たすとき、対蹠集合という。すべての x, y ∈ Sに対して sx(y) = yが成
り立つ。Mの対蹠集合の元の個数の上限を 2-numberといい#2Mで表す。#2M

は有限の値になることがわかる。2-numberを与える対蹠集合を大対蹠集合と呼ぶ。
これらの概念はChen-長野 [1]が導入した。
簡単な例を一つ挙げておく。1次ユニタリ群U(1)において {±z} (z ∈ U(1))は
大対蹠集合になる。特に単位元を含む大対蹠集合は部分群になる。

2 対称R空間の対蹠集合
Riemann対称対の線形イソトロピー作用の軌道が Riemann対称空間になると
き、これを対称R空間と呼ぶ。

定理 2.1 (田中-T.[2]) 対称R空間の対蹠集合に関して以下の (A)、(B)が成り立
つ。

(A) 任意の対蹠集合に対して、それを含む大対蹠集合が存在する。

(B) 二つの大対蹠集合は合同になる。

この定理より、対称R空間の場合には、大対蹠集合がわかれば対蹠集合の全貌
を把握できることになる。ところが、古典型コンパクト Lie群の商群の場合には、
この定理の性質が成り立たないものが多数存在していることがわかる。これにつ
いては次の節で述べる。
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3 コンパクトLie群
コンパクト Lie群には両側不変Riemann計量が存在し、これに関してコンパク
トRiemann対称空間になる。よって、コンパクト Lie群の対蹠集合について考え
ることができる。コンパクト Lie群の極大対蹠集合が単位元を含むとき、Z2のい
くつかの積に同型な部分群になることがわかる。多くの古典型コンパクトLie群は
対称R空間になるが、一般にそれらの商群は対称R空間ではない。
ここでは、U(n)/Zµ, SU(n)/Zµ, O(n)/{±1n}, SO(n)/{±1n}, Sp(n)/{±1n}の極
大対蹠部分群に関して得られた結果を述べる。これらのほとんどは対称R空間で
はない。

∆n =


±1

. . .

±1


 ⊂ O(n), ∆±

n = {g ∈ ∆n | det g = ±1}

とすると、∆nと∆+
n はそれぞれO(n), U(n), Sp(n)と SU(n), SO(n)の共役を除い

て一意的な大対蹠部分群である。これに対して商群U(n)/Zµと SU(n)/Zµの極大
対蹠部分群を記述するにはさらに記号を準備する必要がある。

D[4] =

{[
±1 0

0 ±1

]
,

[
0 ±1

±1 0

]}
⊂ O(2). D±[4] = {g ∈ D[4] | det g = ±1}

によって二面体群D[4]とその部分集合D±[4]を定める。自然数 nを 2の冪 2kと奇
数 lの積 2k · lに分解し、0 ≤ s ≤ kに対してD[4]の s個のテンソル積と∆n/2s の
テンソル積を

C(s, n) = D[4]⊗ · · · ⊗D[4]⊗∆n/2s ⊂ O(n)

によって定める。ここで、上記C(s, n)の定義に現れる行列のテンソル積とその関
連事項について述べておく。(p, q)型行列A = (aij)と一般の行列Bのテンソル積を

A⊗B =

a11B · · · a1qB
...

...

ap1B · · · apqB


によって定める。G1 ⊂ GL(Rn1), G2 ⊂ GL(Rn2) に対して

G1 ⊗G2 = {g1 ⊗ g2 | g1 ∈ G1, g2 ∈ G2}

によってG1 ⊗G2を定める。このとき、G1, G2がそれぞれ部分群ならば、G1 ⊗G2

はGL(Rn1n2)の部分群になることがわかる。

定理 3.1 (田中-T.[3]) µを自然数、Zµを U(n)の中心内の µ次巡回群、θを 1の
原始 2µ乗根とする。U(n)から U(n)/Zµへの自然な射影を πnで表す。このとき、
U(n)/Zµの極大対蹠部分群は次のいずれかに共役である。
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(1) nまたは µが奇数の場合、

πn({1, θ}C(0, n)) = πn({1, θ}∆n).

(2) nかつ µが偶数の場合、

πn({1, θ}C(s, n)) (0 ≤ s ≤ k).

ただし、(s, n) = (k − 1, 2k)の場合を除く。

注意 3.2 (2)の (s, n) = (k − 1, 2k)の場合は、∆2 ( D[4]という包含関係があるの
で、C(k − 1, 2k) ( C(k, 2k)が成り立ち、C(k − 1, 2k)は極大ではない。

定理 3.1の証明の概略 U(n)/Zµの極大対蹠部分群Aをとり、B = π−1
n (A)とお

く。Bが可換ならば、Aは πn({1, θ}∆n)と共役になる。Bが非可換ならば、nは
偶数になり、n = 2n′とおくと、BはD[4]⊗U(n′)の部分群と共役になる。この議
論を続けることにより定理を得る。

定理 3.3 (田中-T.[3]) µを nの約数、Zµを SU(n)の中心内の µ次巡回群、θを 1

の原始 2µ乗根とする。このとき、SU(n)/Zµの極大対蹠部分群は次のいずれかに
共役である。

(1) nまたは µが奇数の場合、
πn(∆

+
n )

(2) nかつ µが偶数の場合、

(a) k = 1のとき、

πn(∆
+
n ∪ θ∆−

n ), πn((D
+[4] ∪ θD−[4])⊗∆l).

ただし、n = µ = 2のときは π2(∆
+
2 ∪ θ∆−

2 )を除く。

(b) k ≥ 2のとき、µ = 2k
′ · l′, 1 ≤ k′ ≤ kであり、l′は lの約数とする。

(b1) k′ = kならば、

πn(∆
+
n ∪ θ∆−

n ), πn(C(s, n)) (1 ≤ s ≤ k).

ただし、(s, n) = (k − 1, 2k)の場合を除く。

(b2) 1 ≤ k′ < kならば、

πn({1, θ}∆+
n ), πn({1, θ}C(s, n)) (1 ≤ s ≤ k).

ただし、(s, n) = (k − 1, 2k)の場合を除き、n = 4の場合はさらに
π4({1, θ}∆+

4 )を除く。
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定理3.3の証明の概略 SU(n)/Zµの極大対蹠部分群Aをとり、Aを含むU(n)/Zµ

の極大対蹠部分群A′をとる。A′に定理 3.1の結果を適用し、SU(n)/Zµとの共通
部分を考えることにより定理を得る。

Sp(n)/{±1n}の極大対蹠部分群を記述するために次の記号を定める。四元数の
標準的な基底の±1倍の全体を

Q[8] = {±1,±i,±j,±k}

とおく。

定理 3.4 (田中-T.[3]) 自然数 nを 2の冪 2kと奇数 lの積 2k · lに分解する。

(I) O(n)/{±1n}の極大対蹠部分群は次のいずれかに共役である。

πn(C(s, n)) (0 ≤ s ≤ k).

ただし、(s, n) = (k − 1, 2k)の場合を除く。

(II) nが偶数のとき、SO(n)/{±1n}の極大対蹠部分群は次のいずれかに共役で
ある。

(1) k = 1の場合、
πn(∆

+
n ), πn(D

+[4]⊗∆l).

ただし、n = 2の場合は π2(∆
+
2 )を除く。

(2) k ≥ 2の場合、

πn(∆
+
n ), πn(C(s, n)) (1 ≤ s ≤ k).

ただし、(s, n) = (k−1, 2k)の場合を除き、n = 4の場合はさらにπ4(∆
+
4 )

を除く。

(III) Sp(n)/{±1n}の極大対蹠部分群は次のいずれかに共役である。

πn(Q[8] · C(s, n)) (0 ≤ s ≤ k).

ただし、(s, n) = (k − 1, 2k)の場合を除く。

なお、この講演で扱った商群の対蹠集合の元の個数の最大値である 2-numberは
Chen-長野 [1]が求めている。

上の定理において、極大対蹠部分群の共役類がただ一つの場合は対称R空間の
定理 2.1と同じ主張が成り立つことになる。

4



参考文献
[1] B.-Y. Chen and T. Nagano, A Riemannian geometric invariant and its appli-

cations to a problem of Borel and Serre, Trans. Amer. Math. Soc., 308 (1988),

273–297.

[2] M. S. Tanaka and H. Tasaki, Antipodal sets of symmetric R-spaces, Osaka J.

Math. 50 (2013), 161–169.

[3] M. S. Tanaka and H. Tasaki, Maximal antipodal subgroups of compact Lie

groups, in preparation.

5


