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概要

Marian Ioan Munteanu 氏, Ana Irina Nistor 氏との接触磁場に関する研究成果を報告
する.

1 磁場
真空中の静磁場H とその磁束密度B はB = µ0H という関係にある. 正定数 µ0 は真空の透磁
率とよばれる. このとき B は divB = 0をみたす.　電荷密度 B は擬ベクトル場とよばれる数学
的対象である. 擬ベクトル場は 2 次微分形式と捉えることが適切である. B = (B1, B2, B3) を 2

次微分形式と捉え直したものを

B = B1 dx
2 ∧ dx3 +B2 dx

3 ∧ dx1 +B3 dx
1 ∧ dx2, Bj = Bj

と表し, （電荷 q の）荷電粒子の運動方程式

mr̈(t) = qṙ(t)×B(r(t))

を書き換えてみる. div B = 0 は dB = 0 に他ならない. Euclid 空間 E3 の内積 (·|·) を使って
B(x,y) = (Lx|y) で線型変換 Lを定めると Lの標準基底に関する表現行列は

L =

 0 −B3 −B2

B3 0 −B1

B2 B1 0


であり

mr̈(t) = qLṙ(t)

と書き直せる. この書き換えをみると荷電粒子の運動方程式を多様体に一般化するには Riemann

計量と閉 2次微分形式が与えられていればよいことがわかる.

Riemann多様体 (M, g)に閉 2次微分形式 F を指定したもの (M, g, F )を考察することにしよ
う. F を (M, g)上の磁場（magnetic field）とよぶ. ∇F = 0のとき一様磁場（uniform magnetic

field）とよぶ（∇は Levi-Civita接続）.

F (X,Y ) = g(LX, Y ), X, Y ∈ X(M)
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で L ∈ Γ (End(TM))を定義し F の定める Lorentz力と名付ける. 常微分方程式

∇γ̇ γ̇ = qLγ̇

の解である曲線 γ(t)を磁場軌道（magnetic trajectory）とか magnetic geodesicとよぶ.

Riemann多様体 (M, g)の磁場磁場軌道の研究はどこまで遡れるかは（筆者には）特定できてい
ない（マックスウェルの方程式を微分形式を使って書き換えることは Kählerが行っていたそうで
ある）.

ソビエト連邦の時代, Arnoldは Riemann多様体の磁場軌道を 1961年の論文ですでに論じてい
る [3]. また 1980年代に周期軌道の存在を問う問題を提起している. 周期軌道についてはGinzburg

を始めとする多くの研究がある（[4, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 45]）.

磁場軌道の方程式 ∇γ̇ γ̇ = qLγ̇ の変分法的導出も説明しておこう.

磁場 F がポテンシャル A をもつとする. このとき Landau-Hall汎函数とよばれる作用積分

LH(γ) =

∫
1

2
||γ′(t)||2 dt+ q

∫
A(γ′(t)) dt

の Euler-Lagrange方程式が磁場軌道の方程式である.　 q = 0ならば Landau-Hall汎函数はエネ
ルギー汎函数であり, その停留点は測地線である.

2 偶数次元の場合
向きづけられた 2 次元 Riemann 多様体 (M, g) を考える. 面積要素 dA は閉形式である. 正値

C∞ 級函数を用いて磁場 F = k dAを与えよう. Arnoldは次の予想を提出している（1981）.� �
(M, g) を種数が 1 以上の閉曲面とする. このとき (M, g, F ) は少なくとも 3 つの閉軌道を
もつ.� �

Arnoldは種数 1のときこの予想は正しいことを示した（1984）. 種数が 2以上のときはこの予想
は正しくない. 実際 Ginzburgが反例を与えた. S2 上の磁場について Ginzburgは以下の結果を得
ている.

g を S2 の任意の Riemann計量とする.

• 充分小さな c > 0に対し Ec = {(x; v) ∈ TM | gx(v, v) = c} は 2つの単純閉軌道を含む.

• g が標準計量 g0 に, k が充分, 正定数に近ければどの等エネルギー面 Ec も閉軌道を含む.

• c > 0が充分大きければ Ec は閉軌道を含む.

Schneiderは次の結果を得ている.

定理 2.1 ([40]) 次のどれかがみたされていれば (S2, g, k dA)に C2 級の閉軌道が存在する.

• 4 inf k ≥ (inj g)−1(2π + supK−
g · vol(S2, g)).
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• Kg > 0, 2 inf k ≥ sup
√

Kg.

• supKg < 4 infKg

Rosenbergと Smithは次の新たな予想を与えた（2010）.� �
S2 に磁場 F = k dAを与えたとき自己交叉しない閉軌道（embedded closed trajectory）が
存在する.� �
一方, 砂田 [44]は種数 2以上の閉 Riemann面 H2/Γ に dAから誘導される磁場を考察している.

向きづけられた 2次元 Riemann多様体 (M2, g) に面積要素を与えたもの (M2, g, dA)は複素 1

次元 Kähler多様体と思うことができる. すなわち Kähler多様体 (M, g, J)の Kähler形式 Ω を磁
場として採用するのである（Kähler磁場）.

足立 [1]は Kähler多様体（とくに複素空間形）の Kähler磁場の研究を始めた（Kalinin[38]も
参照）.　複素空間形および複素空間形内の実超曲面の磁場に関する多くの研究成果がある（足立・
前田・宇田川 [2], 足立・包 [6]等を参照）.

また等質 Kähler多様体（Kähler C-space）の Kähler磁場および等質佐々木多様体の接触磁場
については井川による一連の研究 [21]–[28]と [5]がある.

3 接触構造
ここで佐々木多様体と接触磁場の定義を述べておこう.

(2n+ 1)次元多様体M 上の 1次微分形式 η が (dη)n ∧ η ̸= 0をみたすとき接触形式とよぶ. 接
触形式を備えた (2n+ 1)次元多様体 (M,η)を（強い意味での）接触多様体とよぶ*1. 接触多様体
(M,η) 上で

η(ξ) = 1, dη(ξ, ·) = 0

をみたすベクトル場 ξ が唯一定まる. これを Reeb ベクトル場とよぶ. さらに以下をみたす
endomorphism場 ϕとリーマン計量 g が存在する.

ϕ2 = −I + η ⊗ ξ, g(ϕX, ϕY ) = g(X,Y )− η(X)η(Y ),

g(X,ϕY ) = dη(X,Y ).

接触多様体M にこれらのテンソル場 (ϕ, ξ, g)を併せたもの (M,η, ξ, ϕ, g)を接触Riemann多様
体とよぶ. より一般に (2n+ 1)次元多様体M 上のテンソル場の組 (ϕ, ξ, η, g)が条件

ϕ2 = −I + η ⊗ ξ, η(ξ) = 1,

g(ϕX, ϕY ) = g(X,Y )− η(X)η(Y )

*1 接触リーマン幾何では大域的に定義された接触形式を接触構造とよび, η = 0 で定まる超平面場を接触分布とよぶ.

接触幾何・接触トポロジーでは積分不可能な超平面場を接触構造とよび, 大域的な接触形式の存在は仮定しない. 本
稿で扱う接触多様体は大域的な接触形式をもつものばかりなのでこの定義を採用した.
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をみたすとき (M,ϕ, ξ, η, g)を概接触Riemann多様体（almost contact Riemannian manifold）
とよぶ.

3次元の場合, 次が知られている.

命題 3.1 ([7]) 任意の 3次元リーマン多様体 (M3, g)に対し (M,ϕ, ξ, η, g)が概接触リーマン多様
体となる (ϕ, ξ, η)が存在する.

概接触 Riemann多様体に対し佐々木・畠山の捩率テンソル場 N が Nϕ + 2dη⊗ ξ で定義される
（Nϕ は ϕの Nijenhuis捩率）. N = 0の概接触 Riemann多様体は正規概接触 Riemann多様体と
よばれる. とくに正規接触 Riemann多様体は佐々木多様体（Sasakian manifold）とよばれる.

命題 3.2 概接触 Riemann 多様体 M = (M ;ϕ, ξ, η, g) が佐々木多様体であるための必要十分条
件は

(∇Xϕ)Y = g(X,Y )ξ − η(Y )X

をみたすこと.

奇数次元球面 S2n+1 は佐々木多様体の典型例である. 複素空間形をまねて佐々木空間形（Sasakian

space form）が定義される. ξ と直交する単位接ベクトル X に対し断面曲率 K(X ∧ ϕX)を正則
断面曲率とよぶ. 正則断面曲率が一定な完備佐々木多様体を佐々木空間形とよぶ.

概接触 Riemann多様体M の基本 2次微分形式 Φが

Φ(X,Y ) = g(X,ϕY )

で定義される. Φは一般には閉形式ではない. M が接触リーマン多様体（とくに佐々木多様体）の
とき Φは完全形式であるから Φを磁場として採用できる.

Blairは正規概接触 Riemann多様体で dΦ = 0をみたすものを準佐々木多様体（quasi-Sasakian

manifold）と名付けた.

また ∇ϕ = 0である概接触 Riemann多様体は coKähler多様体とか cosymplectic多様体と
よばれる. coKähler多様体は準佐々木多様体であり Φを一様磁場として採用できる.

基本 2次微分形式が閉でない例を挙げておこう.

命題 3.3 概接触 Riemann多様体M = (M ;ϕ, ξ, η, g)が

(∇Xϕ)Y = g(ϕX, Y )ξ − η(Y )ϕX

をみたすとき剱持多様体（Kenmotsu manifold）という.

剱持多様体の典型例は奇数次元双曲空間である. 剱持多様体は正規であるが dΦ ̸= 0である.

概接触 Riemann多様体M において Φが閉形式であるとき F = qΦをM の接触磁場（q ∈ R）
とよぶことにする. Lorentz力は L = −qϕである.
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4 奇数次元の場合
元々の 3次元に戻ってみよう. 向きづけられた 3次元 Riemann多様体 (M, g) において Hodge

の star作用素により 2次微分形式は発散のないベクトル場と同一視される. 磁場 F に対応するベ
クトル場を V とすると F = ιV dvg.

定義 4.1 Killingベクトル場 V に対応する磁場を Killing磁場という.

3次元の向きづけられたリーマン多様体 (M3, g,dvg) において Killing磁場は Kirchhoff弾性棒と
関連することが知られている.

V を磁場 F と対応するベクトル場とする（div V = 0）. V の双対 1次微分形式を ω とすると

g(LX,LY ) = g(V, V ){g(X,Y )− ω(X)ω(Y )}

L2X = −g(V, V )X + ω(X)V.

が成立する. とくに g(V, V ) = 1 であれば (L, V, ω)は g と整合的な概接触構造でありその基本 2

次微分形式は −F である.

この事実から |V | = 1 である磁場は g と整合的な概接触構造と思うことができる. したがっ
て（最初から）基本 2 次微分形式が閉である 3 次元概接触多様体で磁場を考えてもよい. とくに
(M,ϕ, ξ, η, g)が 3次元接触リーマン多様体の場合は −F = dη であるから −η がポテンシャルで
ある.　 3次元佐々木多様体の接触磁場は Killing磁場であることに注意.

ここで接触幾何におけるWeinstein予想を紹介する [48].� �
コンパクト接触多様体M が H1(M ;R) = {0}をみたせば Reebベクトル場は閉軌道をもつ.� �

Taubes は 3 次元の場合に H1(M ;R) に関する条件は不要であることを示しWeinstein 予想を解
決した.

定理 4.1 ([46]) コンパクトな 3次元有向接触多様体*2の Reebベクトル場は閉軌道をもつ.

Weinstein予想をまねて� �
3次元 compact接触 Riemann多様体の接触磁場は閉軌道をもつか.� �

を提案する. 3 次元コンパクト佐々木多様体の典型例は Berger 球（標準球面 S3 を含む）であ
る. 正則断面曲率が一定値 c > −3 の佐々木構造を備えた 3 次元 Berger 球を M3(c) で表す.

（M3(1) = S3 に注意）. M3(c)の Reebベクトル場の生成する相流はM3(c)上の S1 作用を定め軌
道空間M3(c)/S1 は S2(c+ 3)である.

*2 3次元有向の仮定の下では大域的な接触形式が存在する.
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註 4.1 (Thurston幾何) Thurston 幾何のモデル空間 [47] の場合, それぞれの Riemann 計量に
標準的に同伴する概接触 Riemann構造は以下の性質をもっている.

• E3, S2 × R. H2 × Rは cosymplectic多様体.

• S3, Nil3. S̃L2Rは佐々木多様体（佐々木空間形）.

• H3 は剱持多様体.

• Sol3 は佐々木でない接触 Riemann多様体で, CR対称空間.

• Sol3 以外すべて正規.

3次元の単連結な佐々木空間形M3(c)は以下で与えられる.

• c > 1のとき, SU2 に特殊な左不変接触 Riemann構造を与えたもの（Berger球）.

• c = 1のとき, S3.
• −3 < c < 1のとき, SU2 に特殊な左不変接触 Riemann構造を与えたもの.

• c = −3のとき, Heisenberg群 Nil3.

• c < −3のとき, S̃L2R に特殊な左不変接触 Riemann構造を与えたもの.

Thurston幾何におけるモデル空間 S3, Nil3, S̃L2R は共通した性質「佐々木空間形」をもつ.

一般次元の佐々木多様体の場合の分類を述べる前にひとつ定義を行う.

定義 4.2 ([9]) 概接触 Riemann 多様体 M 内の弧長径数表示された曲線 γ(s) に対し cosθ(s) =

η(γ̇(s))で θ(s)を定め γ(s)の接触角（contact angle）という.　接触角が一定のとき γ(s)を傾斜
曲線（slant curve）とよぶ.

定理 4.2 ([11]) 佐々木多様体における弧長径数表示された接触磁場曲線はすべて傾斜曲線で次の
どれかと合同である.

• Reeb流（したがって測地線）,

• 第 1曲率が κ1 =
√

q2 − 1, 接触角が θ = cos−1(1/q)の円（ただし |q| > 1）.

• 第 1曲率 κ1 = |q|, 第 2曲率 κ2 = 1で接触分布の積分曲線.

• 第 1曲率 κ1 = |q| sin θ, 第 2曲率 κ2 = |q cos θ − 1| （θ ̸= π/2）の螺旋.

とくに佐々木空間形の場合, 部分多様体論において codimension reduction theoremとよばれる定
理が成立する [11, 39]. したがって佐々木空間形の接触磁場は 3次元の場合に帰着する. 佐々木空
間形を複素空間形の等質実超曲面として実現して部分多様体論の手法でこの定理を示すこともでき
る [6].

註 4.2 (傾斜曲線) 3次元佐々木多様体においては傾斜曲線がいろいろな場面で登場する.

• 接触磁場曲線は傾斜曲線で (κ2 − 1)/κ1 = cot θ をみたす [8].
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• 3次元佐々木空間形M3(c)内の（測地線でない）重調和曲線（biharmonic curve）は slant

helixで κ2
1 + κ2

2 = 1 + (c − 1) sin2 θ をみたす. 3次元佐々木空間形内の重調和曲線は [10]

で分類されている.

3次元 Berger球内の接触磁場の周期軌道はMunteanu氏との共同研究 [31]で分類した.

まず次の事実を述べよう.

定理 4.3 γ(s)をM3(c)の接触磁場曲線とすると π(γ(s))は S2(c+ 3)の曲率が (κ2
1 + κ2

2 − 1)/κ1

の円. したがって S2(c+ 3)の Kähler磁場曲線.

c+ 3 = r−2 とおく. また π(γ(s))の半径を Rとすると

κ =

√
r2 −R2

rR
,

π(γ(s))の周長を L, 囲む面積を Aとすると

L = 2πR, A = 2πr(r −
√

r2 −R2).

γ(s)は π(γ(s)) 上の Hopf輪環面 T に含まれる. T は R2/Γ ,

Γ = Z(8r2π, 0)⊕ Z(A/(2r2), L)

と表される. ここで σ := cot θとおくと次の主結果が得られる.

定理 4.4 ([31]) γ(s)が周期的であるための条件は

Rσ +
1

2

√
1− R2

r2
− 1

2
∈ Qα.

系 4.1 ([8, 24]) S3 の接触磁場曲線 γ(s)が周期的であるための条件は
q√

q2 − 4q cos θ + 4
∈ Q.

L-極小曲線（ルジャンドル極小曲線, L-minimal curve）との関係にも言及しておこう. まず S3

の閉 L-極小曲線は次のように分類されている.

定理 4.5 ([36],[43]) S3 の閉 L-極小曲線は

1√
m+ n

(√
n exp(i

√
m/ns), i

√
m exp(i

√
n/ms)

)
⊂ S3 ⊂ C2, 0 ≤ s ≤ 2π

√
mn

と径数表示される. ただし (m,n)は互いに粗な自然数の組. これらは (m,n)型 torus knotである.

これら Legendreノットは接触磁場曲線であり |q| = |n −m|/
√
mnをみたす. なお梶ヶ谷 [37]は

これらの Legendreノットの不安定性を示している.

本稿では佐々木多様体のみを取り扱った. cosymplectic 多様体の接触磁場曲線については [12]

を参照. また 3次元準佐々木多様体の場合は [35]参照.
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[12] S. L. Druţǎ-Romaniuc, J. Inoguchi, M.-I. Munteanu, A. I. Nistor, Magnetic curves in

cosymplectic manifolds, Rep. Math. Phys. 78(2016), no. 1, 33–48.

[13] V. L. Ginzburg, A charge in a magnetic field: Arnold’s problems 1981-9, 1982-24, 1984-

4, 1994-14, 1994-35, 1996-17, and 1996-18, in Arnold’s problems, V.I. Arnold (Editor),

SpringerVerlag and Phasis, 2004, pp. 395–401.

[14] V. L. Ginzburg, New generalizations of Poincaré’s geometric theorem, Funktsional. Anal.
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[20] N. Gouda, The theorem of E. Hopf under uniform magnetic fields, J. Math. Soc. Japan

50(1998), no. 3, 767–779.

[21] O. Ikawa, Hamiltonian dynamics of a charged particle, Hokkaido Math. J. 32 (2003)

661–671.

[22] O. Ikawa, Motion of charged particles in Käler C-spaces, Yokohama Math. J. 50(2003)
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