
無限ネットワークの可解理想境界

加須栄篤（金沢大学）

はじめに

本講演では、無限グラフ上の p-ディリクレ有限 p-調和関数とコンパクト化・理想境界について

議論する。前半では、双曲空間に埋め込まれたグラフと双曲境界について、後半では、ロイデ

ンタイプのコンパクト化とディリクレ問題について数年前の研究で得られた成果を述べ、その

あとネットワーク《重み付きグラフ》への展開に関する最新の研究について簡単に触れる。

1 双曲空間に埋め込まれたグラフと双曲境界

1.1 まず状況設定から行う。考える対象は　無限グラフ G = (V,E)である。 V は頂点集合 (可

算無限と仮定する）E は辺の集合を表す。頂点 x, y ∈ V に対して {x, y} ∈ E のとき x ∼ yと

表す．xと yは隣接するという。任意の２点 x, yをとると，それらを繋ぐ道があるとき、グラ

フは連結であるという．以下連結グラフを考える。各辺の長さを 1とすることによって，道の長

さが定まり、２点 x, yを繋ぐ最短な道の長さによって距離が定まる。これをグラフ距離といい、

この距離によってグラフを距離空間と考える。頂点 xに隣接する頂点の集合 {y ∈ V | x ∼ y}
は、頂点 xを中心とした半径１の距離球と同じであるが、この集合の元の個数を頂点 xの次数

deg(x)という。以下各頂点の次数は有限であると仮定する、すなわち、次数局所有界な連結グ

ラフを考える。

次に指数 p ∈ (1,∞)を固定する。V 上の関数 f に対して f の p-ディリクレ和を

Dp(f) =
1

2

∑
x∼y

|f(y)− f(x)|p.

によって定める。L1,p(G) := {f |Dp(f) <∞}は、ノルムDp(f)
1/p+|f(o)|に関してバナッハ空間

である．(ただしo ∈ V は固定点を表す。) L1,p
0 (G) := {f | f の台は有限個の頂点からなる }

D
1/p
p +δo

によって L1,p(G)の閉部分空間を定義する。関数 f の p-ラプラシアンを

Lpf(x) :=
∑
y∼x

|f(x)− f(y)|p−2(f(x)− f(y)), x ∈ V
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と定める。 Lpf = 0,≥ 0,≤ 0を満たすとき, f はそれぞれ p-調和、p-優調和、p-劣調和である

という．L1,p(G)の閉部分集合

HL1,p(G) := {f ∈ L1,p(G) | Lpf = 0}

に興味がある。p = 2のときには線形部分空間であり、ヒルベルト空間になるが、p ̸= 2のとき

はそれは当てはまらない。ただし p-調和関数のスカラー倍も p-調和である。

定義・定理 Gが p-非放物的である ⇔ 定数ではない正値 p-優調和関数が存在する⇔任意の
x ∈ V に対して

cap(p)(x) := inf{Dp(u) | u(x) = 1, u ∈ L1,p
0 (G)} > 0

なお、 p = 2 のとき、(2-)非放物的でることと、ランダムウォークが非再帰的であること

は同値であることがよく知られている。

1 < p < qに対して, Gが q-非放物的ならば p-非放物的であることが成り立つ。これから

sup{p | Gは p−非放物的である }を Gの放物指数とよぶ。この数が具体的に求められる例を

後で紹介する。

1.2 ここで 2つの概念 quasi monomorphism ([1])と quasi isometry (Gromov), rough isometry

([10])を説明する。

定義 距離空間 (X, dX)から (Y, dY )への写像 ϕ : X → Y が quasi monomorphismである

とは，次の２つの条件を満たす時を言う。

(i) ある正の数 a, bがあって、任意の x, x′ ∈ X に対して dY (ϕ(x), ϕ(x
′)) ≤ adX(x, x′) + b

が成り立つ。

(ii) 任意の r > 0に対して, ある正の整数 kが見つかって、任意の y ∈ Y を中心とする半径

rのボールBY (y, r)の逆像 ϕ−1(BY (y, r)) が k個のX の半径 rのボールで覆われる。

定義 距離空間 (X, dX)から (Y, dY )への写像 ϕ : X → Y が quasi isometry (あるいは rough

isometry)であるとは，次の２つの条件を満たす時を言う。

(i) ある a ≥ 1と b > 0が存在して、任意の x, x′ ∈ X に対して

a−1dX(x, x′)− b ≤ dY (ϕ(x), ϕ(x
′)) ≤ adX(x, x′) + b が成り立つ。

(ii) ある正の数 cが見つかって、任意の y ∈ Y に対して, dY (y, ϕ(x)) ≤ cを満たす x ∈ X

が存在する。

明らかに quasi isometryは quasi monomorphismである。また、quasi monomorphismの

合成は quasi monomorphismとなる.

以下この節では、次数有界なグラフG = (V,E) とリッチ曲率が下から有界かつ単位球体の

体積が一様に下から正の数で抑えられる完備リーマン多様体M = (M, gM )を合わせて考えて

みる。有界幾何の世界である。
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M の極大 ε-分離集合 V を取り，{x, y} ∈ E ⇔ dM (x, y) ≤ 3ε によって辺集合 E を定め

ることによって次数有界なグラフG = (V,E)が得られる。M の ε-ネットという.　このとき,

G = (V, dG)とM = (M,dM )は quasi isometryである。また次数有界なグラフG = (V,E)か

ら、qusi isometryの中でリッチ曲率が下から有界、かつ単位球体の体積が一様に下から正の数

で抑えられる完備リーマン多様体が得られる。たとえばZ3からジャングルジム (の表面）が得

られる。

以下、有界幾何の世界で quasi isometryで不変な性質をいくつか列挙する。

(i) ( [10], [14], [9], [8])　 G1 と G2 が quasi isometryのとき，G1 が p-放物的ならば G2

も p-放物的である。Gを上記リーマン多様体に替えてもこれが成り立つ。すなわち p-放物性は

quasi isometryで不変である。　

(ii) ([10], [13]) λ(p)(G) := inf{Dp(f)/
∑

x∈V |f(x)|p | f ∈ L1,p
0 (G)}とおく。このとき、次

の条件はみな同値である。

(ii-a) Gにおいて強等周不等式が成り立つ（Cheeger定数 h(G) > 0)

(ii-b) すべての p > 1に対して，λ(p)(G) > 0

(ii-c) ある p > 1に対して，λ(p)(G) > 0

また、これらが成り立つとき、Gはべての p > 1に対して p-非放物的である。すなわち放

物指数は無限大である。

このように強等周不等式の成立や λ(p)(G)の正値性は 有界幾何の世界で quasi isometryで

不変な性質である。

(iii) ([6])

(iii-a) G1とG2が quasi isometryのとき，HL1,p(G1) ∼= HL1,p(G2)となる。

(iii-b) GとM が quasi isometryのときHL1,p(G) ∼= HL1,p(M)となる。

例 (1) ユークリッド空間 Rnは, 1 < p < nのとき、またそのときに限り p-非放物的である。

特に放物指数は nである。どの指数でもHL1,p(Rn) = Rとなる。

(2) 双曲空間形Hnにおいては強等周不等式が成り立ち、したがって λ(p)(Hn) > 0である。

また、1 < p ≤ n − 1のとき、またその時に限りHL1,p(Hn) = Rがなりたつ。n − 1 < pの

HL1,p(Hn)については、下で述べる定理１を参照。

(3) 直積Hm ×Rnにおいては、すべての 1 < p < +∞に対して、λ(p)(Hm ×Rn) > 0で

あり、HL1,p(Hm ×Rn) = Rとなる。
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(4) ワープト積Rn ×cosh r R, g = gE + (cosh r)2dt2の場合は、すべての 1 < p < +∞ に

対して、λ(p)(Hm ×Rn) > 0 であるが、一方HL1,p(Rn ×cosh r R) ̸= Rである。曖昧な表現

であるが、n ≥ 2のとき、理想境界として有限区間を付け加え、そこでのディリクレ境界値問

題に対してHL1,p(Rn ×cosh r R)の関数が解となる。n = 1の場合は、R×cosh r R = H2であ

り、上述の理想境界は有限区間ではなく円周である。([2]参照）。

二乗可積分な調和 1形式の非存在について部分多様体の幾何でも研究されている。例えば、

極小超曲面の安定性との関連がある。有限全曲率をもつ部分多様体も取り上げられている。最

新の文献では [3] [5]がある。しかし p ̸= 2 の研究はあるのだろうか？

定理 1. ([7]) 次数有界なグラフ G = (V,E) から双曲空間形への quasi monomorphism ϕ :

G→ Hnが存在し，p > n− 1 に対して, Gは p-非放物的とする。このとき，G上定数ではな

い p‐ディリクレ有限 p‐調和関数が存在する。実際極限集合 Λ(ϕ) = ϕ(V ) ∩ ∂∞Hnのある完

全部分集合 Σが存在して，Σ上のリプシッツ関数 ηを境界値とする p‐ディリクレ有限 p‐調

和関数 hが一意的に存在する:

　　　　 limϕ(x)→ξ h(x) = η(ξ), ξ ∈ Σ

注意 (i) λ(p)(G) > 0ならば,　 Σ = Λ(ϕ)であることが判る。

(ii) ホロ球面 Rn−1 ⊂ Hn を考える。 包含写像 ϕ : Zn−1(⊂ Rn−1) ⊂ Hn, は明らかに

quasi monomorphismである。この場合 Λ(ϕ) = {一点 }である。一方ナッシュの埋め込み定
理から、有界幾何の世界のリーマン多様体はユークリッド空間に埋め込める。この埋め込みは

quasi monomorphismの 1番目の条件を満たす。リプシッツ定数１の埋め込みである。しかし

2番目の条件を満たすとは限らない。実際大きな指数でHL1,2(M)が自明ではない場合は決し

て 2番目の条件を満たさないことが、定理１から判る。例えば双曲空間を大きな次元のユーク

リッド空間に等長に埋め込だとき、quasi monomorphismには決してならず、埋め込みの様子

は”複雑である”ことになる。

定理１に関連した例を提示しよう。

例 3 次元双曲空間 H3 = ({(x, y, z) | z > 0}, (dx2 + dy2 + dz2)/z2) の中の回転面 S =

{(τ(z) cos θ, τ(z) sin θ, z) | 0 < z < a, 0 ≤ θ ≤ 2π}を考える。

τ(z) = Azα +B, A > 0, B > 0, 0 < α < 1

のようにプロフィール関数 τ を選ぶと、包含写像 ϕ : S ⊂ H3は quasi monomorphismである

ことが確かめられ、明らかに Λ(ϕ) = {B(cos θ, sin θ) | 0 ≤ θ ≤ 2π}である。
(i) 1 < p < (2− α)/(1− α)ならば、リーマン曲面 Sは p-非放物的である。

(ii) 1 < 2 − α < p < (2 − α)/(1 − α)ならば、HL1,p(S) ̸= Rとなり、実際定理１の条件

2 < p < (2−α)/(1−α)は改良されている。（定理１は、条件 p > n− 1の部分は改良される余

地がある。）
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B

非放物的

１ 2− α 2−α
1−α2

2 ロイデンタイプのコンパクト化とディリクレ問題

この節では、空間 L1,p(G)に結びついたコンパクト化に関するポテンシャル論を紹介する。

BL1,p(G)（Bは有界性を表している）の部分集合 Γが与えられている。この時、コンパク

トハウスドルフ空間KΓで、つぎに性質を満たすものが同相を除いて一意的に存在する。

(i) V はKΓの稠密開集合である。

(ii) Γの元はすべてKΓ上の連続関数に拡張し，かつ拡張された連続関数たちは境界 ∂KΓ =

KΓ \ V の 2点を分離する。

Γ = BL1,p(G)のとき，R(p)(G)と表して，ロイデン p-コンパクト化という。このとき、次

のことに注意する。恒等写像 i : V → V は、上への連続写像 πΓ : R(p)(G) → KΓに拡張される。

ここでロイデン境界の重要な部分である調和境界を導入する。

∆(p)(G) := {x ∈ ∂R(p)(G) | u(x) = 0, ∀u ∈ L1,p
0 (G)}

なお、Gは p-非放物的であることと、∆(p)(G) ̸= ∅は同値であることが知られている。
KΓの境界部分 ∂KΓの中の調和境界にあたる部分∆Γ := πΓ(∆

(p)(G)) ⊂ ∂KΓが重要である。

命題 2. ξ ∈ ∆Γ ⇐⇒ ∃{xn} ⊂ V , xn → ξ in KΓ, lim infn→∞ cap(p)(xn) > 0

ここで ∂KΓ 上のディリクレ問題を解くためのペロンの方法を紹介する。

V 上の関数 gが与えられている。

定義 境界 ∂KΓ 上の拡張された連続関数 ϕに対して、
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infV u > −∞,

Lpu+ g ≥ 0,

lim infy∈V→ξ u(y) ≥ ϕ(ξ) for all ξ ∈ ∂KΓ.

を満たす V 上の関数 uの集合を Fϕと記し、

Hgϕ(x) = inf{u(x) | u ∈ Fϕ}, x ∈ V.

によって Hgϕを定める。

次に

supV v < +∞,

Lpv + g ≤ 0,

lim supy∈V→ξ v(y) ≤ ϕ(ξ) for all ξ ∈ ∂KΓ

を満たす関数 vの集合を Fϕと記し、

Hgϕ(x) = sup{v(x) | v ∈ Fϕ}, x ∈ V.

によって Hgϕを定める。

もし Hgϕ = Hgϕならば、Hgϕ = Hgϕとおき、Hgϕが有限の値をとるならば, ϕは (方程式

Lru+ g = 0に関して)可解であるという。Hgϕをペロン解という。

定理 3. グラフ G = (V,E)は p-非放物的とする。V 上の関数 gに対して，Lpv + g = 0を満

たす v ∈ L1,p(G)が存在すると仮定する。この時、境界 ∂KΓ上の任意の連続関数 ϕは可解であ

る。さらに すべての連続関数 ϕ, ψ ∈ C(∂KΓ)に対して、

|Hgϕ(x)−Hgψ(x)| ≤ sup
∆Γ

|ϕ− ψ| ∀x ∈ V

が成り立つ。

上の定理では『V 上の関数 gに対して，Lpv + g = 0を満たす v ∈ L1,p(G)が存在する』と

仮定されている。この仮定について考えてみる。

例 g = 0ならば, v = 0が一つの解である。

例 次数有界なグラフの場合、（g = 1として）Lpv + 1 = 0を満たす v ∈ L1,p(G)は見つから

ない。

これを説明するために

µp(x) := deg(x)−p/(p−1), x ∈ V

とおく。
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命題 4. (1) v ∈ L1,p(G)に対して、∑
x∈V

|Lpv(x)|p/(p−1)µp(x) < +∞

となる。

(2) λ(p)(G) > 0のとき， ∑
x∈V

|g(x)|p/(p−1)µp(x) < +∞

を満たす関数 gに対して，Lpv + g = 0を満たす v ∈ L1,p(G)が存在する。

注意 この命題で主張している事実は、リーマン多様体ではどの程度のことが分かっているの

であろうか？　有界幾何の世界で考えて、quasi-isometryで不変な性質かどうかまだ検討され

ていない（と思う）。

さて、コンパクト化を考える際、以下の 2つの性質を考える。

[I] Γ はBL1,p(G)において稠密である。

[II] Γの中の関数列 {fn}で、一様位相で稠密なものが取れる: Γ ⊂ {fn}
C0

定理 5. [I]を仮定する。

(1) L1,p(G)の関数 uはすべて quasi continuous function ũ としてKΓ上に拡張する。

(2) （比較原理）u, v ∈ L1,p(G)に対して，

ũ ≤ ṽ quasi everywhere on ∂KΓ

Lpu ≤ Lpv in V

ならば　 u ≤ v in V が成り立つ。

無限遠方に発散する道　 c : Z+ → V （c(i) ∼ c(i + 1), i = 0, 1, 2, . . .）の集合 P∞を考え

る。道の集合P には、極値的長さ (extremal length)E(p)(P)が決まり、E(p)(P) = +∞となる
ような道の集合Pは『無視できる』と考える。例えば、Px,∞ = {c ∈ P∞ | c(0) = x}とすると、

E(p)(Px∞) =
1

cap(p)(x)

と表すことができるので、Px,∞は『無視できない』集合である。

定理 6. G = (V,E)) p-非放物的グラフで、関数族 Γに対して [II]を仮定する。

(i) KΓ は距離付け可能である。

(ii) ほとんどの道 c ∈ P∞ に対して, c(i)は i → ∞とすると，∆Γ(= πΓ(∆
(p)(G)))の点

c(∞)に収束する。
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(iii) gは V 上の関数で、Lpv+ g = 0を満たす v ∈ L1,p(G)が存在すると仮定する。このと

き、任意の連続関数 ϕ : ∂KΓ → Rに対して

lim
i→∞

Hgϕ(c(i)) = ϕ(c(∞))

がほとんどすべての道 c ∈ P∞に対して成り立つ.

注意 この定理で主張している事実 (ii)や (iii)は、リーマン多様体でも成り立つのであろうか？

　

上記の２つの性質 [I], [II]を満たすコンパクト化を紹介してこの節を終えるする。

定義‐p-倉持コンパクト化‐ V の部分集合 U に対して

V(U) = {u ∈ L1,p(G) | u(x) = 0 ∀x ∈ U}

とおく。このとき、任意の f ∈ L1,p(G) に対して、次のような関数 fU が一意的に存在するこ

とが分かる。

fU (x) = f(x) x ∈ U ;

Dp(fU ) ≤ Dp(f + v) ∀v ∈ V(U)

そこで

K(U) := {fU | f ∈ L1,p(G)}

とおくと、U ⊂W ならば、K(U) ⊂ K(W )であることに注意して、次のような関数族を定める。

ΓK = ∪{K(U) | 有限部分集合 U ⊂ V }

この関数族に関するコンパクト化を p-倉持コンパクト化と呼ぶ。上記の２つの性質 [I], [II]を

満たすコンパクト化である。

注意 もしグラフがツリーのとき、倉持コンパクト化、エンドコンパクト化、さらに p = 2の

ときにはマルチンコンパクト化は位相的には一致している。

3 重み付きグラフ-ネットワーク-の導入

De Michele - Soardi [4]において, ”nonlinear networks in the framework of modular sequence

spaces” が導入され、[15]や [16]において少し研究がなされた。この設定を概略のみ紹介する。

局所有限連結グラフG = (V,E)を考える。各有向辺 [x, y] ∈ Eo (x, y ∈ V )に電位差 v([x, y])

と [x, y]を流れる電流 I([x, y])との間に関係

v([x, y]) = r[x,y](I([x, y]))
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があるとする。ここで r[x,y](t)は、R上の連続、単調増大な奇関数で、t→ ∞のとき無限に発
散することが仮定されている。レジスタンス関数という。さらにこの関数たちは、ある種の一

様性が要請されている【省略】。次に r[x,y](t)の逆関数,　コンダクタンス関数 r−1
[x,y](t)を用い

て関数のエネルギーが次のように定義する。

W ∗(du) =
∑

{x,y}∈E

∫ |u(x)−u(y)|

0
r−1
{x,y}(t) dt.

L(G, r)でもってW ∗(du)が有限となるV 上の関数全体を表す。適当なノルムでバナッハ空間にな

ることが知られている。与えられた関数 g : V → Rから、汎関数u→W ∗(du)+
∑

x∈V g(x)u(x)

を考えると、その局所最小性を与える関数は非線形ポアソン方程式:

Lru+ g = 0,

を満たす。ここに

Lru(x) =
∑

{x,y}∈E

r−1
{x,y}(u(x)− u(y)), x ∈ V,

例として、指数を辺ごとに変化させるものがある。p : E → [a, b] (1 < a < b < +∞)と

c : E → (0,+∞) を与え、各辺 e = {x, y}に対して、抵抗関数が r−1
e (t) = c(e)sign (t) |t|p(e)−1

によって与えられたネットワークである。p の動く範囲を有界区間に限定しているので、要請

されている一様性が満たされている。

第 2節で述べたようなポテンシャル論がこのような広い枠組みのネットワークでも成り立

つ。[11], [12] 参照。
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