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1 序.

Calabiは [2]において，コンパクトな種数 0の曲面から S2nへの充満な極小は
め込みは，S2nのツイスター空間への水平写像から得られること示した (このよう
な極小曲面は超極小曲面とよばれている)．また，Bryantは [4]において，S4の
ツイスター空間への写像を用いて，任意の向き付けられた曲面が S4への超極小
はめ込みを許容することを示した．このように，球面内の極小曲面の研究にはツ
イスター空間への写像は重要な役割をもつ．また，Friedrichは [7]において，[4]

の結果をふまえ，一般の向き付けられた 4次元リーマン多様体内の向き付けられ
た曲面に対して，ツイスターリフトとよばれる写像 (切断) を考え，超極小曲面よ
り一般な概念となるツイスター正則な曲面とよばれるものを定義し，その後，こ
のような曲面は多くの研究が行われている．
一方，最近筆者は、[8]と [9]において，ツイスターリフトが調和切断となる曲

面について研究を行った．外空間が自己双対アインシュタイン多様体の場合は，
ツイスター正則な曲面のツイスターリフトは調和切断となっている．つまり，こ
の場合，ツイスターリフトが調和切断となる曲面は，ツイスター正則な曲面の一
般化と考えることもできる．また，[5]や [12]においても，このような曲面は研究
されている．
本稿では講演内容に基づき，外空間が超ケーラー多様体の場合に，ツイスター

リフトが調和切断となる曲面について得られた結果を報告する ([10])．

2 ツイスター空間とツイスターリフト.

この節では，ツイスター空間とツイスターリフトの定義等を述べる．(M̃, g̃)を
向き付けられた4次元リーマン多様体とし，M̃上の反自己双対な2次微分形式のベ
クトル束をΛ2

−(M̃)とする．その単位球面束Zは M̃のツイスター空間とよばれる．
Λ2

−(M̃) ∼= Q ⊂ EndTM̃ と同一視すると，Z(∼= U(Q))の各x ∈ M̃ のファイバーは
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TxM̃の向きと計量を保つ複素構造の全体となる (以下，一般に，U(E)はリーマン
ベクトル束E の単位球面束を表すこととする)．ツイスター空間Z = U(Q)には，
この同一視のもと，以下のように概複素構造 JZが定義される．M̃のLevi-Civita

接続から誘導されるQ(∼= Λ2
−(M̃))の接続の接続写像Kと射影 p : Z → M̃ から，

Zの接束 TZの分解

TZ = T hZ ⊕ T vZ

が得られる．ここで，T hZ = kerK, T vZ = ker p∗ である．JZ を，各 φ ∈ Z
において，X ∈ T h

φZ に対して，JZ(X) = (φ(p∗(X)))h
φ，X ∈ T v

φZ に対して，
JZ(X) = Jv(X) と定義する．ここで，Y hは Y ∈ TM̃ の水平リフトで，Jvは各
fiber(∼= S2)の標準的な複素構造である．よく知られている様に，JZ が積分可能
であることと M̃ が自己双対であることは必要十分である ([1])．

(M̃, g̃)を向き付けられた 4次元リーマン多様体とし，(M, g)を向き付けられた
曲面とする．f : (M, g) → (M̃, g̃) を等長はめ込みとする．各 x ∈ M において，
M̃ の向きに適合したTf(x)M̃の正規直交基底 e1, e2, e3, e4で，e1, e2はMの向きに
適合し，かつ e3, e4 ∈ T⊥

x Mであるものを取り，ω1, ω2, ω3, ω4 をその双対基底とす
る．Λ2

−(M̃)の f による引き戻し束 f#Λ2
−(M̃)の単位球面束の切断 J̃ を

J̃(x) = ω1 ∧ ω2 − ω3 ∧ ω4

と定める．この J̃ ∈ Γ(U(f#Λ2
−(M̃))) をM のツイスターリフトという．ツイス

ターリフト J̃ が水平写像，すなわち，∇̃J̃ = 0 であるとき，曲面Mは超極小とよ
ばれる. ここで，∇̃は M̃ のレビ・チビタ接続から f#(Λ2

−(M̃)) に誘導される接続
を表す．逆に，向き付けられた曲面からツイスター空間への水平写像ϕ : M → Z
を構成することにより，極小はめ込み p ◦ ϕ : M → M̃ を得ることができる (正確
には，p ◦ ϕがはめ込みになるように ϕを構成する必要がある)．具体例をあげる
と ([4], [7]),

例 2.1. S4のツイスター空間は 3次元複素射影空間CP 3であることに注意し，
各非負整数 lにつき，

ϕ : S2 → CP 3

を S2 ∼= C ∪ {∞}のもとで，

ϕ(z) = [1 : (1 − l

2
)zl : z :

l

2
zl−1]

と定義する．このとき，p ◦ ϕは S4内の超極小はめ込みとなる.
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このような観点からも，曲面の研究 (特に，極小曲面の場合)にはツイスター空間
は重要である．また，JをMの複素構造したとき，(f#◦J̃)∗◦J = JZ◦(f#◦J̃)∗を満
たすならば，曲面はツイスター正則とよばれる．ここで，f# : f#Λ2

−(M̃) → Λ2
−(M̃)

は束写像を表す．なお，極小かつツイスター正則であること超極小であることは
同値である．J⊥を上で述べたような e3, e4に対して，J⊥(e3) = −e4, J⊥(e4) = e3

と定める．αを曲面の第二基本形式とし，βをX，Y ∈ TM に対して

β(X, Y ) = α(X, JY ) − J⊥α(X, Y ) + J⊥α(JX, JY ) + α(JX, Y )

と定める．このとき，曲面M がツイスター正則であることと β = 0 を満たすこ
とは同値である．

(注) 上で述べたように，Λ2
−(M̃) ∼= Q ⊂ EndTM̃ と同一視するとZ ∼= U(Q)の各

x ∈ M̃ のファイバーは TxM̃ の向きと計量を保つ複素構造の全体であった．この
同一視のもとでは，M のツイスターリフトは J̃ ∈ Γ(U(f#Q))

J̃(ζ) =

{
J(ζ) (ζ ∈ TM のとき)

J⊥(ζ) (ζ ∈ T⊥M のとき)
(1)

と表せる．この見方をすると，Mの次元や余次元が高い場合にも，部分多様体か
らツイスター空間への写像 (リフト)が定義できる場合があることがわかる．つま
り，(M, g, J)を (概)エルミート多様体とし，法束T⊥Mに (法接続に関して平行と
は限らない)複素構造 J⊥が存在するとき，(1)式でツイスター空間への写像を定
義できる．このような写像を [12]では，許容されたツイスターリフト (admissible

twistor lift)とよんでいる．ただし，現在のところ，M が曲面でありかつ余次元
が 2の場合以外のときの研究はあまりないようである．

3 ツイスターリフトが調和切断となる曲面.

まず，調和切断 (harmonic section)の定義を述べておく．(N, h)をコンパクト
な n次元リーマン多様体，Eを hEをファイバー計量とする (N, h)上のリーマン
ベクトル束とする．∇Eを hEと適合した接続とする．K : TE → Eを∇Eによっ
て決まる接続写像とする．E上の標準計量とよばれる計量Gを, Eの接ベクトル
ηに対して，

G(η, η) = h(p∗(η), p∗(η)) + hE(K(η), K(η))

で定義する．ここで，p : E → Mは射影を表す．U(E) := {u ∈ E | hE(u, u) = 1}
とし，U(E)にGの誘導計量を与える. U(E)の切断全体の集合をΓ(U(E))と表す.

ξ ∈ Γ(U(E))の上記の計量に関するエネルギーを E(ξ)と表す．切断 ξ ∈ Γ(U(E))

が任意の滑らかな変分 ξt ∈ Γ(U(E)) (ξ0 = ξ)に対して

d

dt
E(ξt)

∣∣∣
t=0

= 0
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を満たすとき ξ ∈ Γ(U(E))は調和切断 (harmonic section)と呼ばれる．切断 ξ ∈
Γ(U(E))のエネルギーは

E(ξ) =
n

2
Vol(M) +

1

2

∫
M

‖∇Eξ‖2dvh

と表せる．したがって，平行な切断は E|Γ(U(E)) の最小値を与え，特に調和切断と
なる．
次に，記号をいくつか用意しておく．δβを，X ∈ TM に対して，

(δβ)(X) = −
2∑

i=1

(∇′
ui

β)(ui, X)

と定める．ここで，u1, u2はMの正規直交枠，∇′βは βの共変微分を表す. また，
Hを曲面の平均曲率ベクトル場，∇⊥を法接続とする．上で述べ通り，平行な切
断は調和切断となるので，超極小曲面のツイスターリフトは調和切断となる．[9]

において次を示した．

定理 3.1. 自己双対アインシュタイン多様体内のコンパクトな曲面M について，
次の 3条件は互いに同値である：
(1) M のツイスターリフト J̃ が調和切断,

(2) 任意のX ∈ TM に対して∇⊥
JXH = J⊥∇⊥

XHが成立,

(3) δβ = 0が成立．

したがって，特に，M̃ が自己双対アインシュタイン多様体のとき，∇⊥H = 0

を満たす曲面やツイスター正則な曲面のツイスターリフトは調和切断である．一
般に，ξ ∈ Γ(U(E))が調和切断であることの必要十分条件は，


̄∇E

ξ = ‖∇E J̃‖2ξ

が成立することである ([13])．ここで，
̄∇E
は∇Eの疎ラプラシアンである．M

がコンパクトではないときも，ξ ∈ Γ(U(E))が上記の式を満たすならば，調和切
断とよぶ．R2の 2つの平面曲線 γ1, γ2の積曲面 (⊂ R4) を考える．この積曲面に
つき，ツイスターリフトが調和切断であることの必要十分条件は γiの曲率関数 κi

が定数 c, diを用いて，κi(s) = cs + di (i = 1, 2)と表せることである ([8]). c �= 0

のとき，この曲面は平均曲率ベクトル場が平行でなく，ツイスター正則でもない．

4 主結果.

M̃ を標準的な向きとは逆の向きを与えた超ケーラー多様体とし，χ(T⊥M)を
法束のオイラー数とする．次の定理が得られた．
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定理 4.1. M を M̃ 内の向き付けられた連結かつコンパクトな曲面とする. M の
種数が 0かつツイスターリフト J̃ が調和切断ならば，
(1) χ(T⊥M) ≥ 4のとき，M は超極小ではない極小曲面．
(2) χ(T⊥M) = 2のとき，M は超極小曲面．
(3) χ(T⊥M) ≤ 0のとき，M は超極小曲面ではないツイスター正則な曲面.

(注) M̃ が超ケーラー多様体のとき，χ(T⊥M)は偶数である．

これより，次が成立することが分かる．

系 4.2. MをR4内の向き付けられた連結かつコンパクトな曲面とする. Mの種
数が 0かつツイスターリフト J̃が調和切断ならば，Mはツイスター正則な曲面で
ある.

さらに，次の系が得られる ([3]や [11]等)．

系 4.3. MをR4内の向き付けられた連結かつコンパクトな曲面とする．このと
き，M の種数が 0で平均曲率ベクトル場が法接続に関して平行ならば，M は全
臍的である．

したがって，今回得られた結果はHopfによる “R3内のコンパクトで種数 0の
平均曲率一定曲面は全臍的である” の一般化ともみれる．
最後に，Lagrangian曲面の場合への応用を述べる．(M̃, g̃, φ)をKähler多様体，

Ωを M̃のKähler形式とする．Mを M̃内のLagrangian曲面とする．MのMaslov

形式とよばれる 1-形式 ωをX ∈ Γ(TM)に対して，

ω(X) =
1

π
Ω(X, φH)

と定める．φHが共形ベクトル場であるとき，Maslov形式ωは共形的であるとい
う ([6])．はめ込みw : S2 → C2(∼= R4)を

w(x, y, z) =
1

1 + z2
(x(1 +

√−1z), y(1 +
√−1z)).

で定義する．このwはWhitney球面またはWhitneyはめ込みとよばれる．系 4.2

を用いて，[6]で示されている次の事実も証明できる．

系 4.4. MをC2(∼= R4)内の，向き付けられた連結かつコンパクトな種数 0のLa-

grangian曲面とする．このとき，MのMaslov形式が共形的ならば，MはWhitney

球面である．
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