
重複度付き対称三対と二重佐武図形

馬場 蔵人 （東京理科大学）∗

概 要

本研究は井川 治氏（京都工芸繊維大学）との共同研究である．
コンパクト対称対に対して佐武図形や重複度付き制限ルート系の概念が定義され，

コンパクト型リーマン対称空間上のイソトロピー作用の軌道の性質などを調べるのに
これらの概念を用いた手法が確立され，多くの結果がこれまで得られてきた．コンパ
クト型リーマン対称空間上にはイソトロピー作用の自然な一般化としてHermann作
用とよばれる幾何学的に良い性質を備えた等長作用が定義される．この作用は超極性
をもつことが知られており，標準形理論において重要な例を与えている．Hermann作
用の軌道の性質を調べる手法として重複度付き制限ルート系の概念を拡張した重複度
付き対称三対の概念が井川治氏によって導入され，Hermann作用の軌道の全測地性
や austere性などが明らかにされた．重複度付き対称三対のより深い理解はHermann
作用の軌道幾何の発展やそれに関連する研究をする過程で有用であると期待される．
本研究では，コンパクト対称三対の分類結果をもとに具体的な重複度付き対称三

対を決定し，重複度付き対称三対を用いたコンパクト対称三対に関する同型定理を導
く．この手法はコンパクト対称三対に対する二重佐武図形の概念に基づき，コンパク
ト対称三対が古典型か例外型に依らず包括的にコンパクト対称三対を扱うことがで
きる．
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1 二重佐武図形を用いたコンパクト対称三対の分類
単純コンパクトリー環 guとその上の２つの対合 θ1, θ2の３つ組 (gu, θ1, θ2) でコンパク
ト対称三対を表す．この節では，特に断りがない限り θ1と θ2 の可換性は仮定しない．松
木敏彦氏 ([6]) は次の同値関係∼に関する同型類を分類した．

定義 1.1. ２つのコンパクト対称三対 (gu, θ1, θ2)と (gu, θ
′
1, θ

′
2) が同型であるとは，φ ∈

Aut(gu)と τ ∈ Int(gu)で次の条件を満たすものが存在する：

θ′
1 = φθ1φ

−1, θ′
2 = τφθ1φ

−1τ−1.

このとき，(gu, θ1, θ2) ∼ (gu, θ
′
1, θ

′
2) とかく．
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この節では，松木敏彦氏の分類定理を二重佐武図形を用いて別証明を与えることを目的と
する．その際，荒木捷朗氏 ([1]) による佐武図形を用いたコンパクト対称対の分類結果は
既知とする．
コンパクト対称三対 (gu, θ1, θ2) の二重佐武図形を定義する準備として，次の補題を与
える．（後述の標準形の定義 2.1も参照のこと．）

補題 1.2. (gu, θ1, θ2) と同型なコンパクト対称三対 (gu, θ̃1, θ̃2)と guの極大可換部分リー環
tで次の条件を満たすものが存在する：

(1) 各 i = 1, 2に対して，t ∩ m̃i ⊂ m̃i は極大可換部分空間である．ただし，m̃i は θ̃iの
(−1)固有空間とする．特に，tは θ̃i不変である．

(2) ∆を tに関する guのルート系とし，(∆, σ1, σ2) := (∆,−θ1|t,−θ2|t) は (σ1, σ2)基本系
Πを許容する．すなわち，Πから定まる線形順序>は各 i = 1, 2に対してα ∈ ∆−∆(i)

0

が α > 0ならば σi(α) > 0となる．ただし，∆(i)
0 = {α ∈ ∆ | α|t∩mi

= 0} とする．

以下では，(gu, θ1, θ2) と guの極大可換部分リー環 t は補題 1.2の条件 (1)と (2) を満た
すものと仮定する．

定義 1.3. Π ⊂ ∆を (∆, σ1, σ2)の (σ1, σ2) 基本系とする．(gu, θ1, θ2)のΠに付随する二重
佐武図形を，Πに付随する (gu, θ1)の佐武図形 S1 と (gu, θ2)の佐武図形 S2の組 (S1, S2)で
定義し，Πを (S1, S2)の基とよぶ．二重佐武図形の定義は (σ1, σ2) 基本系のとりかたに依
らずに決まることが示される．

定義 1.4. ２つの二重佐武図形 (S1, S2)と (S ′
1, S

′
2)の基をそれぞれΠとΠ′で表す．(S1, S2)

と (S ′
1, S

′
2)が同型であるとは，Dynkin図形の同型写像 ψ : Π → Π′で ψが S1から S ′

1への
佐武図形の同型写像かつS2からS ′

2への佐武図形の同型写像となるものが存在するときを
いう．このとき，(S1, S2) ∼ (S ′

1, S
′
2) とかく．

このとき，[1, Theorem 2.14]の証明を模倣することで次の定理が示される．

定理 1.5 ([2]). ２つのコンパクト対称三対が同型であることとそれらの二重佐武図形が同
型であることは同値である．

定理 1.5によってコンパクト対称三対の分類は二重佐武図形の分類に帰着され，後者の
分類はコンパクト対称対の佐武図形の分類結果を用いた簡単な考察で実行できる．ここで
は２つの例を紹介する．

例 1. 次で定める空間T1を二重佐武図形を用いて決定する：

T1 = {(so(8), θ1, θ2) | θ1と θ2の固定部分環はともに so(2) ⊕ so(6)に同型 }/∼.

T1と次で定める空間 DS1との間に一対一対応が存在する：

DS1 = {(S1, S2) | S1と S2は (so(8), so(2) ⊕ so(6))の佐武図形に同型 } /∼.

このとき，DS1の完全代表系として

DS1 = (
α1
◦

α2
◦

α3
•

α4
•
,
α1
◦

α2
◦

α3
•

α4
•

), DS2 = (
α1
◦

α2
◦

α3
•

α4
•
,
α1
•

α2
◦

α3
•

α4
◦

)
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をとることができる．さらに，DS1 と DS2 に対応するコンパクト対称三対はそれぞれ
(so(8),Ad(I2,6),Ad(I2,6))と (so(8),Ad(I2,6),Ad(J4)) で与えられることが確かめられる．

T1 = {[(so(8),Ad(I2,6),Ad(I2,6))], [(so(8),Ad(I2,6),Ad(J4))]}.

ただし，自然数 kについて Ikで k次の単位行列を表したとき，I2,6, J4 ∈ GL(8,R)を

I2,6 =
(
I2 O

O −I6

)
, J4 =

(
O I4

−I4 O

)

で定める．直接計算によって (so(8),Ad(I2,6),Ad(J4))は可換であることがわかる．

例 2. 次で定める空間T2を二重佐武図形を用いて決定する：

T2 = {(so(8), θ1, θ2) | θ1と θ2の固定部分環はともに so(3) ⊕ so(5)に同型 }/∼.

T2と次で定める空間 DS2との間に一対一対応が存在する：

DS2 = {(S1, S2) | S1と S2は (so(8), so(3) ⊕ so(5))の佐武図形に同型 } /∼

このとき，DS2の完全代表系として

DS ′
1 = (

α1
◦

α2
◦

α3
◦

α4
◦

WW

��

,
α1
◦

α2
◦

α3
◦

α4
◦

WW

��

), DS ′
2 = (

α1
◦

α2
◦

α3
◦

α4
◦

WW

��

,
α1
◦

α2
◦

α3
◦

α4
◦

��

//

)

をとることができる．さらに，DS ′
1 と DS ′

2 に対応するコンパクト対称三対はそれぞれ
(so(8),Ad(I3,5),Ad(I3,5))と (so(8),Ad(I3,5), κAd(I3,5)κ−1) で与えられることが確かめら
れる．ただし，I3,5 ∈ GL(8,R)は

I3,5 =
(
I3 0
0 −I5

)

で定義され，κは so(8)の位数 3の外部自己同型写像とする．したがって，

T2 = {[(so(8),Ad(I3,5),Ad(I3,5))], [(so(8),Ad(I3,5), κAd(I3,5)κ−1)]}.

特に，θ1 = Ad(I3,5), θ2 = κAd(I3,5)κ−1 とすると，θ1θ2(α3) = α1 ̸= α4 = θ2θ1(α3)となり，
(so(8),Ad(I3,5), κAd(I3,5)κ−1) は非可換である．

2 コンパクト対称三対の標準形
コンパクト対称三対の同型類 [(gu, θ1, θ2)]に対して，その階数 rank[(gu, θ1, θ2)]と位数

ord[(gu, θ1, θ2)]を次で定義する：

rank[(gu, θ1, θ2)] = dimR(m1 ∩ m2内の極大可換部分空間),
ord[(gu, θ1, θ2)] = min {ord(θ′

1θ
′
2) | (gu, θ

′
1, θ

′
2) ∈ [(gu, θ1, θ2)]} .
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ただし，ord(θ′
1θ

′
2) は (θ′

1θ
′
2)kが gu上の恒等変換となる最小の自然数 kで定義する．また，

rank[(gu, θ1, θ2)] がwell-definedであることはm1 ∩m2内の極大可換部分空間の Int(k1 ∩ k2)
共役性とHermannの定理からわかり，階数の幾何学的意味はHermann作用の余等質性を
表す量となる．また，位数は低いほどコンパクト対称三対の構造はシンプルになる．特
に，ord[(gu, θ1, θ2)] = 1 の場合に対応するHermann作用は本質的にコンパクト型対称空
間上イソトロピー作用に他ならない．
この節では，コンパクト対称三対の同型類 [(gu, θ1, θ2)] の中から「良い」代表元がとれ
ることを説明する．この「良い」代表元を [(gu, θ1, θ2)]の標準形とよび，次で定義する．

定義 2.1 (コンパクト対称三対の標準形). コンパクト対称三対 (gu, θ̃1, θ̃2) ∈ [(gu, θ1, θ2)]
が標準形であるとは，次の条件 (C1)と (C2)を満たす guの極大可換部分リー環 t が存在
するときをいう：

(C1) (gu, θ̃1, θ̃2) と tは補題 1.2の条件 (1)と (2)を満たす．

(C2) 次の関係式が成り立つ：ord[(gu, θ1, θ2)]
(⋆1)= ord(θ̃1θ̃2)

(⋆2)= ord(σ1σ2),

rank[(gu, θ1, θ2)]
(⋆3)= dimR(t ∩ (m̃1 ∩ m̃2)).

特に，t ∩ (m̃1 ∩ m̃2) ⊂ m̃1 ∩ m̃2は極大可換部分空間である．

このとき，tを (gu, θ̃1, θ̃2) の標準的な極大可換部分リー環とよぶ．

定理 2.2 ([2]). コンパクト対称三対 (gu, θ1, θ2) の同型類に対して標準形 (gu, θ̃1, θ̃2) が存在
する．

注意 2.3. 定理 2.2の条件 (C2)によりコンパクト対称三対の同型類 [(gu, θ1, θ2)]の階数と
位数は二重佐武図形を用いて求まることがわかる．コンパクト対称三対の分類結果を基に
これらの値を具体的に求めると表 1 (p. 7) が得られる．ただし，θ1と θ2が互いに guの内
部自己同型写像で移り合う場合は明らかなので省略する．ここで，θ1と θ2がこのような
関係にあるとき θ1 ∼ θ2と表すことにする．

定理 2.2の証明方針. θ1 ̸∼ θ2の場合を考えれば十分である．補題 1.2より条件 (C1)を満た
す [(gu, θ1, θ2)] の代表元 (gu, θ̃

′
1, θ̃

′
2)と guの極大可換部分リー環 t′がとれることはわかって

いるとしてよい．このとき，必要に応じて条件 (C1)が成り立ったまま (gu, θ̃
′
1, θ̃

′
2)と t′をと

りなおすことによって定理 2.2の証明を与える：(gu, θ̃
′
1, θ̃

′
2)は (gu, θ̃

′
1, θ̃

′
2) = (gu, θ1, τ0θ2τ

−1
0 )

(τ0 ∈ Int(gu)) として一般性を失わない．このとき，次の手順によって定理 2.2の証明を
与える：

(Step 1) H ∈ tで (gu, θ1, e
ad(H)τ0θ2τ

−1
0 e−ad(H)) =: (gu, θ̃1, θ̃2) が (⋆2)を満たすものを与え

る．特に，(gu, θ̃1, θ̃2)が可換であるかを判定する．

(Step 2) (gu, θ̃1, θ̃2)が可換であるかで場合分け：

• (gu, θ̃1, θ̃2)が可換のときは，仮定から (⋆1)を満たすことがわかる．[7]の結
果より標準的な極大可換部分リー環 tの存在も示せ (⋆3)がわかる．
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• (gu, θ1, θ2)が非可換のときは，分類結果を基に (gu, θ̃1, θ̃2)と t := t′が (⋆1)
と (⋆3)を満たすことを case-by-caseで示す．

注意 2.4. [(gu, θ1, θ2)]の標準形は次の意味で一意性は成り立たない：(gu, θ̃1, θ̃2)と (gu, θ̃
′
1, θ̃

′
2)

を [(gu, θ1, θ2)]の標準形としたとき，強い意味での同型≡に関して (gu, θ̃1, θ̃2) ≡ (gu, θ̃
′
1, θ̃

′
2)

が成り立つとは限らない．ただし，同値関係≡ 次で定義される．

定義 2.5. ２つのコンパクト対称三対 (gu, θ1, θ2)と (gu, θ
′
1, θ

′
2)が強い意味での同型である

とは，φ ∈ Aut(gu)で次の条件を満たすものが存在する：

θ′
1 = φθ1φ

−1, θ′
2 = φθ2φ

−1.

このとき，(gu, θ1, θ2) ≡ (gu, θ
′
1, θ

′
2) とかく．

明らかに，(gu, θ1, θ2) ≡ (gu, θ
′
1, θ

′
2) ならば (gu, θ1, θ2) ∼ (gu, θ

′
1, θ

′
2) である．この逆は一

般に成り立つとは限らないが，次節で説明する重複度付き対称三対を用いると詳しい考察
が可能となる．

3 可換なコンパクト対称三対の重複度付き対称三対
この節では，可換なコンパクト対称三対と重複度付き対称三対の関係について説明す
る．抽象的な重複度付き対称三対の一般論については [4]，その分類については [4], [2]を
参照のこと．

(gu, θ1, θ2)を可換なコンパクト対称三対とする．θ1と θ2の可換性から guの (θ1, θ2)によ
る同時固有空間分解を得る：

gu = k1 ⊕ m1 = k2 ⊕ m2

= (k1 ∩ k2) ⊕ (m1 ∩ m2) ⊕ (k1 ∩ m2) ⊕ (m1 ∩ k2).

guの複素化を gCu で表し，θ1, θ2を gCu 上に複素線形に拡張したものも同じ記号 θ1, θ2で表
すことにする．m1 ∩ m2内の極大可換部分空間 aを一つ固定する．各 α ∈ aに対して，部
分空間 gu(a, α) ⊂ gCu を次で定める：

gu(a, α) = {X ∈ gCu | [H,X] =
√

−1⟨α,H⟩X (H ∈ a)}.

ただし，⟨, ⟩は a上の不変内積を表す．このとき，

Σ̃ := {α ∈ a − {0} | gu(a, α) ̸= {0}}

は a上の既約ルート系になることが示される ([6],[4])．各α ∈ Σ̃に対して，gu(a, α)は θ1θ2

不変であるから gu(a, α)の θ1θ2分解 gu(a, α) = gu(a, α)θ1θ2 ⊕ gu(a, α)−θ1θ2 を得る．部分集
合Σ,W ⊂ Σ̃を次で定める：

Σ = {α ∈ Σ̃ | gu(a, α)θ1θ2 ̸= {0}}, W = {α ∈ Σ̃ | gu(a, α)−θ1θ2 ̸= {0}}.
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写像m,n : Σ̃ → R≥0を次で定める：任意の α ∈ Σ̃に対して，

m(α) = dimC gu(a, α)θ1θ2 , n(α) = dimC gu(a, α)−θ1θ2 .

このとき，θ1 ̸∼ θ2ならば (Σ̃,Σ,W ;m,n)は抽象的な重複度付き対称三対の公理を満たす
ことが井川治氏 ([4]) によって示された．(Σ̃,Σ,W ;m,n)を aに関する (gu, θ1, θ2) の重複
度付き対称三対とよぶ．なお，(Σ̃,Σ,W ;m,n)の構成法より (gu, θ1, θ2)と (gu, θ2, θ1)は同
じ重複度付き対称三対を定める．このとき，次の定理を得る．

定理 3.1 ([2]). (gu, θ1, θ2), (gu, θ
′
1, θ

′
2)を２つの可換なコンパクト対称三対でθ1 ̸∼ θ2, θ

′
1 ̸∼ θ′

2
とする．これらに付随する重複度付き対称三対をそれぞれ (Σ̃,Σ,W ;m,n), (Σ̃′,Σ′,W ′;m′, n′)
で表す．このとき，(gu, θ1, θ2) ∼ (gu, θ

′
1, θ

′
2) または (gu, θ2, θ1) ∼ (gu, θ

′
1, θ

′
2) となるための

必要十分条件は，(Σ̃,Σ,W ;m,n) ∼ (Σ̃′,Σ′,W ′;m′, n′)となることである．

注意 3.2. (1) 定理 3.1の主張にある重複度付き対称三対に対する関係∼は対称三対に関
する同値関係 [4, Definition 2.6] の自然な拡張として定義される．

(2) 定理 3.1によって可換化可能なコンパクト対称三対と重複度付き対称三対は generic
には 2:1に対応することがわかる．また，(gu, θ1, θ2) ∼ (gu, θ2, θ1) が成り立つかどうかは
分類結果から導くことができ，そのようなものは [(so(4m), u(2m), u(2m)′)]に限る．

定理 3.1は [4, Theorem 4.33]の精密化に相当する．必要性の証明もその証明を模倣す
ることで与えられる．十分性の証明は可換化可能なコンパクト対称三対の分類結果を基
に具体的な重複度付き対称三対を求めることで与えられる．実際に表 2 に具体的な重複
度付き対称三対を示しておいた．（この表の中の (Σ̃,Σ,W )の表記は [4, Theorem 2.19]に
従っている．）この表を完成させるにあたり，次で定義される (θ1, θ2)に関する構造定数
{si,α | i = 1, 2, α ∈ ∆} ⊂ C を利用する：Xα = −X−α を満たすChevalley基底 {Xα}α∈∆

を１つ固定したものとで，

θi(Xα) = si,αXθi(α) (i = 1, 2, α ∈ ∆).

また，Σ = {α ∈ Σ̃ | m(α) > 0},W = {α ∈ Σ̃ | n(α) > 0}となるので，重複度m,nが求
まれば十分であり，これらを求める公式として次の補題が与えられる．

補題 3.3. 部分集合∆0,∆12,∆× ⊂ ∆を次で定める：∆0 = {α ∈ ∆ | α|a = 0},

∆12 = {α ∈ ∆ − ∆0 | θ1θ2(α) = α}, ∆× = {α ∈ ∆ − ∆0 | θ1θ2(α) ̸= α}.

このとき，λ ∈ Σ̃の重複度m(λ), n(λ)に対して次が成り立つ：

(∗) :


m(λ) = #{α | α ∈ ∆12, s1,α = s2,α, α|a = λ} + 1

2
#{β | β ∈ ∆×, β|a = λ},

n(λ) = #{α | α ∈ ∆12, s1,α = −s2,α, α|a = λ} + 1
2

#{β | β ∈ ∆×, β|a = λ},

補題 3.3の計算公式 (∗)の中で本質的な困難は s1,α = ±s2,αの符号の決定にあり，その計
算過程でS. Klein ([5])による構造定数の計算テクニックは有用である．一方，∆12,∆× ⊂ ∆
は二重佐武図形から簡単に読み取ることができる．
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注意 3.4. (1) 具体的な重複度付き対称三対 (Σ̃,Σ,W ;m,n) の計算結果は松木敏彦氏 ([6,
Section 4])からも読み取れるが，我々の結果は (Σ̃,Σ,W ;m,n)と「同値」な他の代表元も
すべて明示的に与えることができる．

(2) 重複度付き対称三対はコンパクト対称三対に対応する重複度付き制限ルート系とし
て考えているが，このときのコンパクト対称三対 (gu, θ1, θ2) は ord[(gu, θ1, θ2)] = 2となる
標準形をモデルに対して定義されたと捉えることができる．そこで，ord[(gu, θ1, θ2)] ̸= 2
となるコンパクト対称三対の標準形をモデルにしたときの重複度付き対称三対（もどき）
について考察の対象を広げるのは自然である．実際，ord[(gu, θ1, θ2)] = 1は本質的に重
複度付き制限ルート系の概念として捉えることができ，その分類結果は一般化された双
対性を用いた半単純擬リーマン対称対の分類に役に立つことがわかっている ([3])．また，
ord[(gu, θ1, θ2)] ≥ 3 となるものについても二重佐武図形を用いた計算方法によって重複度
付き対称三対（もどき）が松木敏彦氏 ([6, Section 4])の結果と一致することが確かめられ
る．さらにその結果と重複度付き対称三対（もどき）に関する同型を適切に定義すること
によって，定理 3.1に相当する結果も導くことができる．

最後に，次の同型定理を説明する．

定理 3.5 ([2]). (gu, θ1, θ2), (gu, θ
′
1, θ

′
2) を２つの可換なコンパクト対称三対とし，それぞれ

に付随する重複度付き対称三対を (Σ̃,Σ,W ;m,n), (Σ̃′,Σ′,W ′;m′, n′) で表す．このとき，
(gu, θ1, θ2) ≡ (gu, θ

′
1, θ

′
2) または (gu, θ2, θ1) ≡ (gu, θ

′
1, θ

′
2) となるための必要十分条件は，

(Σ̃,Σ,W ;m,n) ≡ (Σ̃′,Σ′,W ′;m′, n′)となることである．

定理 3.5によって重複度付き対称三対の分類結果からコンパクト対称三対の≡に関する
分類結果を得た．ここでは，(gu, θ1, θ2) ∼ (gu, θ

′
1, θ

′
2) であるが (gu, θ1, θ2) ̸≡ (gu, θ

′
1, θ

′
2) と

なる例を紹介する．

例 3. ２つのコンパクト対称三対 (gu, θ1, θ2) = (so(4p),Ad(I2p,2p),Ad(Jp,p))と (gu, θ
′
1, θ

′
2) =

(so(4p),Ad(I2p,2p),Ad(J2p)) について考察する．ただし，I2p,2p, Jp,p, J2p ∈ GL(4p,R)を

I2p,2p =
(
I2p O

O −I2p

)
, Jp,p =


O Ip

−Ip O

O Ip

−Ip O

 , J2p =
(
O I2p

−I2p O

)

で定める．このとき，θ1θ2 = θ2θ1, θ
′
1θ

′
2 = θ′

2θ
′
1となり，k1 = k′

1 = so(2p) ⊕ so(2p)および
k2, k

′
2 ≃ u(2p) が確かめられる．さらに，(gu, θ1, θ2) と (g′

u, θ
′
1, θ

′
2)に対応する重複度付き対

称三対 (Σ̃,Σ,W ;m,n), (Σ̃′,Σ′,W ′;m′, n′) はそれぞれ

(Σ̃,Σ,W ;m,n) = (I-Cp;m,n) = (Cp, Cp, Dp;m,n),
(Σ̃′,Σ′,W ′;m′, n′) = (I’-Cp;m′, n′) = (Cp, Dp, Cp;m′, n′)

となることが示される．したがって，重複度付き対称三対の分類結果より (Σ̃,Σ,W ;m,n) ∼
(Σ̃′,Σ′,W ′;m′, n′)であるが (Σ̃,Σ,W ;m,n) ̸≡ (Σ̃′,Σ′,W ′;m′, n′)となるので，(gu, θ1, θ2) ∼
(gu, θ

′
1, θ

′
2) および (gu, θ1, θ2) ̸≡ (gu, θ

′
1, θ

′
2) が導かれる．ここで，重複度付き対称三対の型

の違いは以下で与える gθ1θ2
u と g

θ′
1θ′

2
u および，k1 ∩ k2と k′

1 ∩ k′
2 のリー環としての構造の違

いに現れることに注意する：g
θ1θ2
u ≃ u(2p),

k1 ∩ k2 ≃ u(p) ⊕ u(p),

g
θ′

1θ′
2

u ≃ so(2p) ⊕ so(2p),
k′

1 ∩ k′
2 ≃ so(2p).
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表 1: コンパクト対称三対 (gu, θ1, θ2)の階数と位数：θ1 ̸∼ θ2

(gu, θ1, θ2) Rank Order Remark

(su(2m), so(2m), sp(m)) m− 1 2

(su(n), so(n), s(u(a) ⊕ u(b))) a 2 n ≥ 2a

(su(2m), sp(m), s(u(a) ⊕ u(b)))

a (a: even),
a− 1 (a: odd)

4 (a: odd, m > a),
2 (otherwise)

m ≥ a

(su(n), s(u(a) ⊕ u(b)), s(u(c) ⊕ u(d))) a 2 a < c ≤ d < b

(so(n), so(a) ⊕ so(b), so(c) ⊕ so(d)) a 2 a < c ≤ d < b

(so(8), so(a) ⊕ so(b), κ̃(so(c) ⊕ so(d)))


0 ((a, c) = (1, {1, 2, 3})),
1 ((a, c) = (2, {2, 3})),
2 ((a, c) = (3, 3))



2 ((a, c) = (2, 2)),
3 ((a, c) = (1, 1), (3, 3)),
4 ((a, c) = (1, 2), (2, 3)),
6 ((a, c) = (1, 3))

(so(2m), so(a) ⊕ so(b), u(m))

a (a: even),
a− 1 (a: odd)

4 (a: odd, m > a),
2 (otherwise)

m ≥ a

(so(4m), u(2m), u(2m)′) m− 1 2

(sp(n), u(n), sp(a) ⊕ sp(b)) a 2 n ≥ 2a

(sp(n), sp(a) ⊕ sp(b), sp(c) ⊕ sp(d)) a 2 a < c ≤ d < b

(e6, sp(4), su(6) ⊕ su(2)) 4 2

(e6, sp(4), so(10) ⊕ so(2)) 2 2

(e6, sp(4), f4) 2 2

(e6, su(6) ⊕ su(2), so(10) ⊕ so(2)) 2 2

(e6, su(6) ⊕ su(2), f4) 1 2

(e6, so(10) ⊕ so(2), f4) 1 2

(e7, su(8), so(12) ⊕ su(2)) 4 2

(e7, su(8), e6 ⊕ so(2)) 3 2

(e7, so(12) ⊕ su(2), e6 ⊕ so(2)) 2 2

(e8, so(16), e7 ⊕ su(2)) 4 2

(f4, su(2) ⊕ sp(3), so(9)) 1 2
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表 2: 可換化可能なコンパクト対称三対 (gu, θ1, θ2)の重複度付き対称三対：θ1 ̸∼ θ2

(gu, θ1, θ2) (Σ̃, Σ, W ) m, n Remark

(su(2m), so(2m), sp(m)) (III-Am−1) 2, 2

(su(n), so(n), s(u(a) ⊕ u(b)))

(I-Ca)
{

1, 1 (short)
1, 0 (long)

n = 2a

(II-BCa)

n − 2a, n − 2a (shortest)
1, 1 (middle)
0, 1 (longest)

n > 2a

(su(2m), sp(m), s(u(a) ⊕ u(b)))

(III-Ca/2)
{

4, 4 (short)
3, 1 (long)

{
a : even,

m = a

(III-BC(a−1)/2)

4, 4 (shortest)
4, 4 (middle)
1, 3 (longest)

{
a : odd,

m = a

(III-BCa/2)

4(m − a), 4(m − a) (shortest)
4, 4 (middle)
3, 1 (longest)

{
a : even,

m > a

(su(n), s(u(a) ⊕ u(b)), s(u(c) ⊕ u(d))) (I-BCa-Aa
1)

2(d − a), 2(c − a) (shortest)
2, 0 (middle)
1, 0 (longest)

a < c ≤ d < b

(so(n), so(a) ⊕ so(b), so(c) ⊕ so(d)) (I-Ba)
{

d − a, c − a (short)
1, 0 (long)

a < c ≤ d < b

(so(2m), so(a) ⊕ so(b), u(m))

(I-Ca/2)
{

2, 2 (short)
1, 0 (long)

{
a : even,

m = a

(II-BC(a−1)/2)

2, 2 (shortest)
2, 2 (middle)
0, 1 (longest)

{
a : odd,

m = a

(I-BCa/2-Ba/2)

2(m − a), 2(m − a) (shortest)
2, 2 (middle)
1, 0 (longest)

{
a : even,

m > a

(so(4m), u(2m), u(2m)′) (I-BCm−1-Am−1
1 )

4, 4 (shortest)
4, 0 (middle)
1, 0 (longest)

(sp(n), u(n), sp(a) ⊕ sp(b))

(III-Ca)
{

2, 2 (short)
2, 1 (long)

n = 2a

(III-BCa)

2(n − 2a), 2(n − 2a) (shortest)
2, 2 (middle)
1, 2 (longest)

n > 2a

(sp(n), sp(a) ⊕ sp(b), sp(c) ⊕ sp(d)) (I-BCc-Ac
1)

4(d − a), 4(c − a) (shortest)
4, 0 (middle)
3, 0 (longest)

a < c ≤ d < b
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表 2: (continued)

(gu, θ1, θ2) (Σ̃, Σ, W ) m, n

(e6, sp(4), su(6) ⊕ su(2)) (I-F4)
{

1, 1 (short)
1, 0 (long)

(e6, sp(4), so(10) ⊕ so(2)) (II-BC2)


4, 4 (shortest)
3, 3 (middle)
0, 1 (longest)

(e6, sp(4), f4) (III-A2) 4, 4

(e6, su(6) ⊕ su(2), so(10) ⊕ so(2)) (I-BC2-B2)


4, 4 (shortest)
4, 2 (middle)
1, 0 (longest)

(e6, su(6) ⊕ su(2), f4) (III-BC1)
{

8, 8 (short)
3, 5 (long)

(e6, so(10) ⊕ so(2), f4) (III-BC1)
{

8, 8 (short)
7, 1 (long)

(e7, su(8), so(12) ⊕ su(2)) (I-F4)
{

2, 2 (short)
1, 0 (long)

(e7, su(8), e6 ⊕ so(2)) (I-C3)
{

4, 4 (short)
1, 0 (long)

(e7, so(12) ⊕ su(2), e6 ⊕ so(2)) (I-BC2-B2)


8, 8 (shortest)
6, 2 (middle)
1, 0 (longest)

(e8, so(16), e7 ⊕ su(2)) (I-F4)
{

4, 4 (short)
1, 0 (long)

(f4, su(2) ⊕ sp(3), so(9)) (III-BC1)
{

4, 4 (short)
3, 4 (long)
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