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1 導入

平均曲率流は，Riemann多様体に与えられた部分多様体の標準的な変形を与える．その
変形は部分多様体の体積をもっとも効率よく減らすことで知られ，平均曲率流は極小部分
多様体を探すための基礎的手段とみなされる．特にアンビエント空間がKähler-Einstein多
様体のとき，平均曲率流はLagrange性を保って推移することが知られており，このことは
Lagrange平均曲率流が，極小 Lagrange部分多様体（特に特殊 Lagrange部分多様体）を見
つけるための手段となることを意味している．
平均曲率流がどのような条件のもとに極小部分多様体に収束するか，特にCalabi-Yau多

様体内の Lagrange平均曲率流がいつ特殊 Lagrange部分多様体に収束するか，という主要
な問題を巡り，具体例の構成や特異点の研究が行われている．
平均曲率流は偏微分方程式によって規定されるため，一般にこれを解いて具体例を構成

することは困難である．Yamamoto [6]は，それまでに知られていたいくつかの例が，運
動量写像とトーラス対称性によって説明されることを指摘し，トーリック概Calabi-Yau多
様体における変形 Lagrange平均曲率流の構成法を示した．Konno [3]は，これを運動量写
像と可換 Lie群の “直交対称性”を用いた手法に拡張し，非平坦 hyperKähler多様体である
ALE空間において Lagrange平均曲率流の具体例を構成することに成功している．これは
非平坦なCalabi-Yau多様体における Lagrange平均曲率流の最初の構成例とみなされてい
る．ここで述べた “直交対称性”とは，ある Lie群Hの作用が，ある特殊 Lagrange部分多
様体Lに対して直交するように作用しているような状況を指している．このようなきれい
な対称性がある場合に，Lに直交する Lagrange部分多様体 L′で，H不変なものが構成で
き，ひいてはH不変な Lagrange平均曲率流が構成される，というのがKonnoの理論の概
要である．特に，KonnoはCnにおいて，自己相似解およびトランスレーティング・ソリ
トンと呼ばれる，平均曲率流のよいクラスの具体例を構成し，ALE空間における具体例が
生成する特異点に，Cnにおいて構成した自己相似解が現れることを示した．
本研究では，Konnoの構成法を (1)可換性を仮定しない，(2)直交作用の条件を緩める (広

義の直交作用)，の二点において拡張し，Cnにおける具体例として，平均曲率流の自己相
似解およびトランスレーティング・ソリトンを構成した．これらはCastro, Lerma [1]，Lee,
Wang [4]，Konno [3]らによる具体例の一般化になっている．
さらに，アンビエント空間をCalabi-Yau多様体とするこれまでの理論を，一般のRiemann

多様体における理論にまで拡張し，（直交とは限らない）一般の Lie群の対称性を用いて平
均曲率流の偏微分方程式を常微分方程式に帰着させる一般論を確立した．Konnoや筆者に
よる直交対称性を用いた Lagrange平均曲率流の構成理論は，この一般論のもとに，より
見通しのよい解釈が得られるようになったと考えている．以下ではまずこの一般論を示し



（第 3節），次にその解釈のもとに，一般化された直交対称性による Lagrange平均曲率流
の構成法を示し（第 6節），最後にCnにおいて構成した具体例をご紹介したい（第 7節）．

2 準備

はじめに Calabi-Yau多様体内の向きづけられた Lagrange部分多様体に定義される La-
grange角度の定義と，その性質について述べる．

定義 2.1. Calabi-Yau多様体とは，組 (M2n, I, ω,Ω)であって，次の条件を満たすものを
いう:

(i) (M, I, ω)は Iを複素構造，ωをKähler形式とするKähler多様体である，

(ii) Ωは Iに関する正則体積形式である，

(iii)
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Ω ∧ Ω.

定義 2.2. LをCalabi-Yau多様体 (M, I, ω,Ω)の向きづけられた Lagrange部分多様体とす
るとき，次式で定義される関数 θ : L → R/2πZをLagrange角度という:

ι∗Ω = e
√
−1θvolι∗g.

ここに ι : L → M は埋め込み，gは (M, I, ω)のKähler計量である．

定義 2.3. Calabi-Yau多様体 (M, I, ω,Ω)のLagrange部分多様体Lについて，そのLagrange
角度 θがL上一定であるとき，Lをフェイズ θの特殊Lagrange部分多様体であるという．

命題 2.4. (M, I, ω,Ω)をCalabi-Yau多様体，ϕ : L → M を向きづけられた Lagrangeはめ
込み，θを ϕの Lagrange角度とする．Lの点 pにおける平均曲率ベクトルH(p)は次式で
表される:

H(p) = Iϕ(p)

(
ϕ∗p(gradϕ∗gθ)p

)
∈ T⊥

ϕ(p)ϕ(L).

ここに gradϕ∗gθは誘導計量 ϕ∗gに関する関数 θの勾配ベクトル場を表す．

次に群作用と運動量写像について述べる．
H を多様体M に作用する Lie群とする．Hの元 hによる移動を Lh : M → M で表す．

またM の点 pに対し，pを含む軌道および pにおける固定部分群をそれぞれH · p，Hpと
表す．hをHの Lie環とし，ξ ∈ hが生成するM 上の基本ベクトル場を ξ#で表す：

ξ#p =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tξ)p (p ∈ M).

ここに exp(tξ)は ξに付随するH の 1パラメーター部分群を表す．H は余随伴作用によっ
て双対 Lie環 h∗に作用する：

Ad∗
h : h∗ → h∗; c 7→ Ad∗

hc.

ここにAd∗
hは

⟨Ad∗
hc, ξ⟩ = ⟨c,Adhξ⟩ (ξ ∈ h)



で定められ，⟨·, ·⟩は hと h∗の間のペアリングである．余随伴作用に対する h∗の不動点集合

Z(h∗) = {c ∈ h∗ | Ad∗
hc = c, h ∈ H}

を双対 Lie環 h∗の中心と呼ぶ．もしHが可換群ならばZ(h∗) = h∗となる．

定義 2.5. Hをシンプレクティック多様体 (M,ω)に作用する Lie群とする．運動量写像µ :
M → h∗とは，H同変でかつ

−i(ξ#)ω = d⟨µ(·), ξ⟩, (ξ ∈ h)

を満たすものをいう．ここに iは内部積を表す．

シンプレクティック多様体と Lie群の組 (M,ω,H)が運動量写像を持つとき，H作用は
Hamilton作用と呼ばれる．Hamilton作用はシンプレクティック形式ωを保つ．p ∈ µ−1(c)，
c ∈ h∗に対し，pを含む軌道H · pがアイソトロピックになる，すなわち ω |H·p≡ 0となる
ための必要十分条件は，cが h∗の中心Z(h∗)に含まれることである．

3 Lie群の対称性による平均曲率流の構成

この節では不変なはめ込みに関する基礎的な事実について述べ，一般のRiemann多様体
において Lie群の対称性によって平均曲率流を構成する方法を示す．

M を多様体，H をM に作用する Lie群，K を H の閉部分群とする．M の部分集合
{p ∈ M | Hp = K}をMK で表す．同様にM の任意の部分多様体 N に対し NK を定め
る．M の部分多様体 V で V ⊂ MK を満たすものに対し，写像 ϕV を ϕV : (H/K) × V →
M ; (hK, p) 7→ hpで定める．条件 V ⊂ MK により，この写像はwell-definedである．

ThK(H/K) =

{
d

dt

∣∣∣∣
t=0

h exp(tξ)K

∣∣∣∣ ξ ∈ h

}
.

と表されることに注意して，次の補題を得る．

補題 3.1. 任意の (hK, p) ∈ (H/K)× V， ξ ∈ h，v ∈ TpV に対し，

(ϕV )∗(hK,p)

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

h exp(tξ)K, v

)
= (Lh)∗p(ξ

#
p + v)

が成り立つ．

補題 3.1を用いて，写像 ϕV がはめ込みとなるための必要十分条件を与える次の命題を
得る：

命題 3.2. 写像 ϕV がはめ込みとなるための必要十分条件は，

ξ#p /∈ TpV \{0} (p ∈ V, ξ ∈ h)

が成立することである．

次に平均曲率流を変形の観点から定義する．



定義 3.3. 写像 ϕ : Σ → M を多様体 Σから多様体M へのはめ込みとする．滑らかな写
像 f : Σ × [0, T ) → M ; (p, t) 7→ ft(p)であって，f0 = ϕなるものが，各時刻 tについて
ft(·) : Σ → M もまたはめ込みであるとき，f を ϕの変形と呼ぶ．特に ϕが包含写像である
とき，f を単にΣの変形と呼ぶ．

もし ϕの変形 f : Σ → Mが存在すれば，各時刻 tで集合 ft(Σ)ははめ込まれた部分多様
体である．

定義 3.4. (M, g)をRiemann多様体，Σを多様体，ϕ : Σ → M をはめ込みとする．ϕの平
均曲率流F = (Ft)t∈[0,T )とは，ϕの変形であって，次の偏微分方程式

∂

∂t
F (p, t) = Ht(p) (p ∈ Σ, t ∈ [0, T ))

の滑らかな解になっているものをいう．ここにHt(p)は点 p ∈ Σにおける Ftの平均曲率ベ
クトルを表す．

Kähler-Einstein多様体内の平均曲率流は，Lagrange性を保つことが知られている．す
なわち，初期曲面 L0を Lagrange部分多様体とする Kähler-Einstein多様体内の平均曲率
流は，それが滑らかに推移する限りにおいて，発展曲面 Ltも Lagrange部分多様体であり
続ける．このようにして，Käher-Einstein多様体内にLagrange平均曲率流の概念が定めら
れる．

定義 3.5. Mを多様体，HをMに作用するLie群，KをHの閉部分群，V0をV0 ⊂ MKを満
たすMの部分多様体，f : V0× [0, T ) → MKをV0のMK内の変形とする．各時刻 t ∈ [0, T )
につき，はめ込まれた部分多様体 Vt := ft(V0)に対して写像 ϕVt : (H/K)× Vt → M がまた
はめ込みであるとき，ϕV0の変形 F が次で定まる：

F : (H/K)× V0 × [0, T ) → M (hK, p, t) 7→ hft(p) =: Ft(hK, p).

F をH作用による変形 f の拡大と呼ぶ．

定義 3.6. (M, g)をRiemann多様体，HをM に作用する Lie群，KをHの閉部分群，V0

を V0 ⊂ MK を満たすM の部分多様体とする．写像 ϕV がはめ込みであり，かつ

H(hK, p) = (Lh)∗pH(K, p) (h ∈ UK , p ∈ V ), (∗)

を満たすととき，V は性質(∗)を持つという．ここにHはϕV の平均曲率ベクトル場を表す．

定義 3.7. (M, g)をRiemann多様体，HをM に作用する Lie群，KをHの閉部分群，V0

を V0 ⊂ MKを満たすMの部分多様体で性質 (∗)を持つものとする．f : V0 × [0, T ) → MK

を V0のMK内の変形とする．f が拡大F を持ち，かつ各時刻 tに対しはめ込まれた部分多
様体 Vt := ft(V0)もまた性質 (∗)を持つとき，変形 f は V0の性質 (∗)を保つ，という．

定理 3.8. (M, g)をRiemann多様体，HをM に作用する Lie群，KをHの閉部分群，V0

を V0 ⊂ MK を満たすM の部分多様体で性質 (∗)を持つものとする．V0のMK 内の変形
f : V0 × [0, T ) → MK で拡大 F を持ち，次の条件を満たすものが存在すると仮定する：

(i) 任意の t ∈ [0, T )，p ∈ V0に対し，

∂

∂t
Ft(K, p) = Ht(K, p) (restricted MCF condition)

が成り立つ，



(ii) 変形 f は V0の性質 (∗)を保つ．

ここに，各時刻 t ∈ [0, T )に対し，Htははめ込み Ft : (H/K)× V0 → M の平均曲率ベクト
ルを表す．このとき写像族 (Ft)t∈[0,T )は ϕV0の平均曲率流を与える．

条件 (i)の式は，Vt上に制限されたFtの平均曲率流の偏微分方程式を表すものであるか
ら，この意味で「制限された平均曲率流 (mean curvature flow)の条件」“restricted MCF
condition”と呼んでいる．restricted MCF conditionは元の条件式よりもいくらか限定され
たものであるとはいえ，一般には偏微分方程式のままである．次の系はこれを常微分方程
式に落とす一つの方法を与える．

系 3.9. (M, g)をRiemann多様体，HをM に作用する Lie群，KをHの閉部分群，V0を
V0 ⊂ MKを満たすMの部分多様体で性質 (∗)を持つものとする．以下の条件を満たすMK

に沿うベクトル場Aが与えられたと仮定する：

(i.a) Aは V0のMK内の変形 f : V0 × [0, T ) → MKを生成し，f は拡大 F を持つ，すな
わち次がなりたつ：

∂

∂t
Ft(K, p) = Aft(p) (p ∈ V0, t ∈ [0, T )),

(i.b)
Ht(K, p) = Aft(p) (p ∈ V0, t ∈ [0, T )),

(ii) 変形 f は V0の性質 (∗)を保つ．

このとき写像族 (Ft)t∈[0,T )は ϕV0の平均曲率流を与える．

注意 3.10. 部分多様体 V0 ⊂ MKに対し，もし条件 (i.b)を満たすベクトル場Aが得られた
とすると，条件 (i.a)は常微分方程式である．条件 (i.b)は平均曲率流によって生じる平均曲
率ベクトルの分布が，あらかじめベクトル場の形で分かっている，という状況を意味する．
例えば自己交差を持つ部分多様体や，ダンベル曲面のように各時刻では自己交差を持たず
とも，過去の自分自身と現在の自分自身が自己交差を持つような部分多様体は，条件 (i.b)
を満たさないことが分かる．

4 運動量写像によるLagrangeはめ込みの構成

この節では次節以降の準備として，シンプレクティック多様体において運動量写像を用
いて Lagrangeはめ込みを構成する方法を示す．

命題 4.1. (M,ω)をシンプレクティック多様体，H をM に作用する Lie群で運動量写像
µ : M → h∗を持つもの，KをHの閉部分群，VcをM の部分多様体で Vc ⊂ MKを満たす
ものとする．もし，条件

(i) 写像 ϕVcははめ込みである，

(ii) Vcはアイソトロピックである，

(iii) ある c ∈ Z(h∗)が存在して，Vc ⊂ µ−1(c)が成立する (moment map condition),



が成り立つならば，写像 ϕVc はアイソトロピックなはめ込みである．逆に，はめ込み ϕVc

がアイソトロピックであり，かつ ϕVcの像 ϕVcが連結ならば，上の条件 (i),(ii),(iii)が成り
立つ．

系 4.2. 命題 4.1の条件に加え，さらに

dimH/K + dimVc = n

が成り立つならば，写像 ϕVcは Lagrangeはめ込みである．

5 対称性を持つLagrange角度

この節では写像 ϕV が向きづけられたCalabi-Yau多様体M への Lagrangeはめ込みであ
るとき，ある条件下でそのLagrange角度がLie群の作用に関する対称性を持つことを示す．

M を多様体，HをM に作用する Lie群，hをHの Lie環，KをHの閉部分群，kをK
の Lie環，pをMKの点とする．このとき，Lie群および等質空間の一般論より，次の二つ
の写像は線型同型写像である：

h/k → TK(H/K); [ξ] 7→ d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tξ)K,

h/k → Tp(H · p); [ξ] 7→ ξ#p .

よって，写像 h/k → Tp(H · p); [ξ] 7→ [ξ]#p := ξ#p によって記号 [ξ]#p を，写像 h/k →
TK(H/K); [ξ] 7→ d

dt

∣∣
t=0

exp(t[ξ])K := d
dt

∣∣
t=0

exp(tξ)K によって記号 d
dt

∣∣
t=0

exp(t[ξ])K を，
それぞれwell-definedに定めることができる．

命題 5.1. (M, g)をRiemann多様体，HをMに作用するLie群，KをHの閉部分群，pを
MK の点，bを h∗の元で k ⊂ Ker bを満たすものとする．このとき，

⟨b, [η]⟩ = gp
(
[β(p)]#p , η

#
p

)
によって写像 [β(·)] : MK → h/k; p 7→ [β(p)] が定まる．

定義 5.2. 命題 5.1の条件下，MK に沿うベクトル場 [β(·)]#· をコベクトル bが gに関し生
成するベクトル場と呼ぶ．さらに，M 上に概複素構造 Iが存在するとき，MKに沿うベク
トル場 I[β(·)]#· をコベクトル bが (g, I)に関し生成するベクトル場と呼ぶ．

命題 5.3. (M, I, ω, g)をKähler多様体，HをMに作用するLie群で運動量写像µ : M → h∗

を持つもの，KをHの閉部分群，pをMKの点，bを hの元で k ⊂ Ker bを満たすものとす
る．このとき，任意の p ∈ MK に対し，

(dµ)pIp[β(p)]
#
p = −b

が成り立つ．

系 5.4. 命題 5.3の条件下，µ(p) = c0とする．I[β(·)]#が生成する初期条件 γ(0) = pの積
分曲線 γp : [0, T ) → MK が存在すると仮定する．このとき，

µ(γp(t)) = ct, ct := c0 − tb

が成り立つ．



次の命題は Lie群作用によるCalabi-Yau構造の変換公式を与える．

命題 5.5. (M, I, ω,Ω)を連結なCalabi-Yau多様体，Hを ωと Iを保ってM に作用する連
結 Lie群とする．このとき，ある aH ∈ h∗が存在し，任意の h ∈ Hに対し，

L∗
hΩ = e

√
−1⟨aH ,η1+···+ηl⟩Ω

が成り立つ．ここに，η1, · · · , ηlは h = exp η1 · · · exp ηlを満たす hの元である．

命題 5.6. (M, I, ω,Ω)を 2n次元連結Calabi-Yau多様体，Hをωと Iを保ってMに作用す
る連結 Lie群で運動量写像 µ : M → h∗を持つもの，KをH の閉部分群でH/Kが向きづ
け可能であるもの，Vcを向きづけ可能なM の部分多様体で Vc ⊂ MKを満たし，さらに次
の条件を満たすものとする：

(i) 写像 ϕVcははめ込みである，

(ii) Vcはアイソトロピックである，

(iii) ある c ∈ Z(h∗)が存在して Vc ⊂ µ−1(c)が成り立つ， (moment map condition),

(iv) dim(H/K) + dimVc = n.

このとき，写像 ϕVc は向きづけ可能な Lagrangeはめ込みであり，θcを ϕVc の Lagrange角
度とすると，

θc(hK, p) = θc(K, p) + ⟨aH , η1, · · · , ηl⟩ (hK ∈ H/K, p ∈ Vc)

が成り立つ．ここに aH は命題 5.5で定まる h∗の元，h = exp η1 · · · exp ηlである．

系 5.7. 命題 5.6の条件下，K作用はCalabi-Yau構造Ωを保つ：

L∗
kΩ = Ω (k ∈ K).

系 5.7により，k ⊂ Ker aHであるから，h∗の元である aHを (h/k)∗の元とみなすことが
できる．よってコベクトル aHが (g, I)に関し生成するMKに沿うベクトル場 I[αH(·)]#が
定まる．命題 2.4より，次の命題を得る．

命題 5.8. 命題 5.6の条件下，任意の (hK, p) ∈ (H/K)× Vcに対し，

Hc(hK, p) = (Lh)∗pIp

{
[αH(p)]

#
p +

(
gradϕVc

∗gθc(K, · )
)
p

}
が成り立つ．ここにHcははめ込み ϕVcの平均曲率ベクトル場を表す．特に Vcは性質 (∗)を
持つ．



6 Lagrange平均曲率流の構成

この節では，系 3.9を応用して，Lie群の直交対称性を用い，Calabi-Yau多様体において
Lagrange平均曲率流を構成する方法を示す．

命題 6.1. (M, I, ω,Ω)を 2n次元連結Calabi-Yau多様体，Hをωと Iを保ってMに作用す
る連結 Lie群で運動量写像 µ : M → h∗を持つもの，KをH の閉部分群でH/Kが向きづ
け可能であるもの，LをM の向きづけられた Lagrange部分多様体，θをLの Lagrange角
度，VcをM の部分多様体で Vc ⊂ LK を満たすものとする．次の条件を仮定する：

(i) 任意の p ∈ Vc，ξ ∈ hに対し次が成り立つ：

(i.a) ξ#p ∈ T⊥
p L⊕ TpVc,

(i.b) ξ#p /∈ TpVc\{0} (generalized perpendicular condition),

(ii) ある c ∈ Z(h∗)が存在して Vc ⊂ µ−1(c)が成り立つ，(moment map condition), and

(iii) dim(H/K) + dimVc = n.

このとき，Vcには標準的 na 向きが定まり，写像 ϕVcは向きづけ可能な Lagrangeはめ込み
となる．さらに，ϕVcの Lagrange角度を θcとおくと，次が成り立つ：

θc(hK, p) = θ(p)− π

2
dim(H/K) + ⟨aH , η1, · · · , ηl⟩, (6,1)

ここに aH は命題 5.5で定まる h∗の元，h = exp η1 · · · exp ηlである．

定理 6.2. (M, I, ω,Ω)を 2n次元連結Calabi-Yau多様体，Hをωと Iを保ってMに作用す
る連結 Lie群で運動量写像 µ : M → h∗を持つもの，KをH の閉部分群でH/Kが向きづ
け可能であるもの，LをM の向きづけられた Lagrange部分多様体，θをLの Lagrange角
度，Vc0をM の部分多様体で Vc0 ⊂ LK を満たすものとする．次の条件を仮定する：

(i) 任意の p ∈ Vc0，ξ ∈ hに対し次が成り立つ：

(i.a) ξ#p ∈ T⊥
p L⊕ TpVc0 ,

(i.b) ξ#p /∈ TpVc0\{0} (generalized perpendicular condition),

(ii) ある c0 ∈ Z(h∗)が存在して Vc0 ⊂ µ−1(c0)が成り立つ，(moment map condition),
and

(iii) dim(H/K) + dimVc0 = n.

MKに沿うベクトル場 I[αH(·)]#· が Vc0のLK内の変形 f : Vc0 × [0, T ) → LKを生成し，さ
らに f が拡大 F を持つと仮定する：

∂

∂t
Ft(K, p) = Ift(p)[αH(ft(p))]

#
ft(p)

(p ∈ Vc0 , t ∈ [0, T )).

このとき各時刻 t ∈ [0, T )につき，はめ込まれた部分多様体ft(Vc0)は，系 5.4によりft(Vc0) ⊂
µ−1(ct) (ct := c0 − taH)を満たす．そこで Vct := ft(Vc0)とおく．各時刻 t ∈ [0, T )に対し，
次の条件を仮定する：



(iv) ct ∈ Z(h∗),

(v) Vct上で generalized perpendicular conditionが成立する．

命題 6.1により，ϕVct
は向きづけ可能な Lagrangeはめ込みである．ϕVct

の Lagrange角度
を θctとおく．各 t ∈ [0, T )に対し次を仮定する：

(vi) θctは Vct上一定である．

このとき，写像族 (Ft)t∈[0,T )は ϕVc0
の Lagrange平均曲率流である．ここに，Htははめ込

み Ftの平均曲率ベクトル場を表す．

(vi)の条件に関し，例えばLが特殊 Lagrange部分多様体であれば，(6,1)式より条件が
(vi)が満たされることが分かる．

7 具体例

この節では，定理 6.2を用い，Cnにおいて，非可換群の狭義の直交対称性を用いて La-
grange平均曲率流の自己相似解が構成される例を示す．
標準的なCalabi-Yau構造を備えたCalabi-Yau多様体 (C4, I, ω,Ω, g)を考える．ここに

I, ω,Ω, gはそれぞれC4の標準的な複素構造，Kähler形式，Calabi-Yau構造，Kähler計量
である．C4の特殊 Lagrange部分多様体 Lとして

L :=

(


x1

x2

x3

x4

 ,0) ∈ R4 × R4

∣∣∣∣∣∣∣∣ xi ∈ R (i = 1, 2, 3, 4)

 ∼= R4

をとる．非可換群H としてH := U(1) × SO(3)とし，U(1) × SO(3)の C4への作用を次
で定める．λ1, λ2 ∈ Zを重みとし，(e

√
−1θ, h) ∈ U(1)× SO(3)，z = t(z1, z2, z3, z4) ∈ C4に

対し，

(e
√
−1θ, h) · z :=


1

h




e
√
−1λ1θ

e
√
−1λ2θ

1
1




z1
z2
z3
z4

 .

Hの閉部分群Kを

K :=




1

1

h


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
h ∈ SO(2)


∼= SO(2)

とおくと，上で定めたH作用に関し，

LK =

(


x1

x2

0
0

 ,0) ∈ R4 × R4

∣∣∣∣∣∣∣∣ x2 ̸= 0





が成立する．このLK上でH作用が真にLに直交していることが直接に確かめられる．よっ
て，V ⊂ LK なるM の任意の部分多様体 V に関し狭義の直交条件が成立する．
次に運動量写像について考える．H の Lie環 h∗は h∗ = u(1)∗ ⊕ so(3)∗であり，その中

心は Z(h∗) = u(1)∗で与えられる．H 作用に関する運動量写像は直接的に求めることがで
きる．いまの場合Z(h∗) = u(1)∗への値が分かれば十分である．η1を u(1)∗の標準的な基底
とし，µ(z)の η1成分を µ1(z)で表すこととすると，

µ1(z) = −1

2
(λ1|z1|2 + λ2|z2|2)

が直接的に求められる．そこで

Vc := LK ∩ µ−1(cη1) =

(


x1

x2

0
0

 ,0) ∈ LK

∣∣∣∣∣∣∣∣ − 1

2
(λ1|z1|2 + λ2|z2|2) = c


によって部分多様体 Vcを定める．

I[αH(·)]#· も直接に求めることができる：

Iz[αH(z)]
#
z = − λ1 + λ2

λ2
1x

2
1 + λ2

2x
2
2


λ1x1

λ2x2

0
0

 ∈ TzL
K

(
z ∈ LK

)
.

この表示から，このベクトル場が VcのLK内の変形を生成することが確かめられる．以上
から次の命題を得る：

命題 7.1. c0 ̸= 0を任意に選び固定する．このとき，写像ϕVc0
:
((

U(1)×SO(3)
)
/SO(2)

)
×

Vc0 → C4 は Lagrange平均曲率流 (Ft)を生成する．さらに，kc0 =
λ1+λ2

c0
とおくと，kc0 < 0

のとき ϕVc0
は平均曲率流の自己縮小解，kc0 > 0のとき ϕVc0

は平均曲率流の自己拡大解を
与える．

特に重み λ1, λ2が λ1 + λ2 = 0を満たすときは，I[αH(·)]#が零ベクトル場となる．これ
はLagrangeはめ込みϕVc0

の平均曲率ベクトルが至るところ零であることを示している．す
なわちλ1+λ2 = 0なる重みのH作用はLagrange平均曲率流の定常解である特殊Lagrange
はめ込みを生成する．（筆者はこれを利用して非平坦 Calabi-Yau多様体である球面の余接
束 T∗Snにおいて，非可換群の狭義直交作用，および可換群の広義直交作用によって特殊
Lagrangeはめ込みの具体例を構成した [5]．この特殊 Lagrangeはめ込みの構成法は Joyce
の方法 [2]の拡張となっている．）
筆者は上記の例を含め，Cnにおいて Lagrange平均曲率流の具体例として

· 非可換群の狭義直交作用，自己相似解，
· 非可換群の狭義直交作用，トランスレーティング・ソリトン，
· 可換群の広義直交作用，自己相似解，
· 可換群の広義直交作用，トランスレーティング・ソリトン，

を構成した．これらは Lee-Wang [4]の自己相似解，Castro-Lerma [1]のトランスレーティ
ング・ソリトン，Konno [3]の自己相似解およびトランスレーティング・ソリトンの一般化
になっている．
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