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本講演の内容は田中真紀子さん保倉理美さんとの共同研究に基づいている。コ
ンパクト Lie群とコンパクト対称空間の極大対蹠集合の分類を求める手順を解説
する。講演ではさらにその手順の実行例をいくつか挙げたい。

1 極地と対蹠集合
MをコンパクトRiemann対称空間とし、x ∈ Mにおける点対称を sxで表す。部
分集合 S ⊂ M が対蹠集合であるとは、任意の x, y ∈ Sについて sx(y) = yが成り
立つことである。#2M = max{|A| | A : 対蹠集合 }によって#2M を定め、#2M

をM の 2-numberと呼ぶ。2-numberを与える対蹠集合を大対蹠集合という。大
対蹠集合は包含関係に関して極大になるが、極大対蹠集合が大対蹠集合になると
は限らない。集合Xと写像 f : X → Xに対して

F (f,X) = {x ∈ X | f(x) = x}

によって、f の X における不動点集合 F (f,X)を定める。M の点 oにおける点
対称 soの不動点集合 F (so,M)の連結成分を極地と呼ぶ。極地は全測地的部分多
様体になることがわかる。一点のみの極地を極と呼ぶ。極における点対称は soに
一致することもわかる。特に極地はコンパクト対称空間になる。これらの概念は
Chen-Naganoが導入したものである。
対蹠集合および極地の例を挙げる。Rn+1の原点中心で半径 rのn次元球面Sn(r)

の点 xに対して、F (sx, S
n(r)) = {±x}となることがわかる。K = R,C,H とす

る。係数体Kの n次元射影空間 P n(K)の点 xに対して、F (sx, P
n(K)) = {x} ∪

P n−1(K)が成り立つ。コンパクトRiemann対称空間M1,M2とそれらの点 x1, x2

に対して、F (s(x1,x2),M1 ×M2) = F (sx1 ,M1)× F (sx2 ,M2) が成り立つ。これらは
点対称の定め方より容易にわかる。
M の極以外の極地が一つだけのとき、すなわち

F (so,M) = {o, o1, . . . , oa} ∪M+
1
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が成り立つとき、各 iについて so = soiが成り立ち、M の極大対蹠集合 (MAS)と
M+

1 のMASは {o, o1, . . . , oa} ∪A ↔ Aによって一対一に対応する。この対応は合
同類も対応する。この手法を適用できる例を挙げておこう。M̃ = Sn1(r1)×Sn2(r2)

はコンパクト対称空間であり、M = (Sn1(r1) × Sn2(r2))/{±1}もコンパクト対称
空間である。M̃ → M ; (x, y) 7→ [x, y]を自然な射影とすると、被覆変換と点対称
は可換になり、F (s[x,y],M) = {[x,±y]} ∪ (Sn1−1(r1) × Sn2−1(r2))/{±1}が成り立
つ。極以外の極地は一つだけであり、上の手法を適用できる。これを繰り返すこと
により、Rn1+1の直交基底 x1, . . . , xn1+1とRn2+1の直交基底 y1, . . . , yn2+1が存在し
て、{[x1,±y1], . . . , [xk,±yk]}はM のMASになる。ただし、k = min{n1, n2}+ 1

である。さらにこのMASは合同を除いて一意的である。一般の場合は事情はもっ
と複雑になる。まずコンパクトLie群の場合を考え、一般のコンパクト対称空間は
コンパクト Lie群に埋め込むことで、コンパクト Lie群のMASの分類結果を使っ
てコンパクト対称空間のMASの分類を考える。
コンパクトLie群には両側不変Riemann計量が存在し、両側不変Riemann計量
に関してコンパクトLie群はコンパクトRiemann対称空間になる。コンパクトLie

群Gの点対称は
sx(y) = xy－ 1x (x, y ∈ G)

と表せる。このように点対称を代数的に表現できる。コンパクトLie群をRiemann

対称空間とみなすことにより、その代数構造を幾何学的観点から調べることがで
きる。Gの単位元を含む極大対蹠集合Aをとると、AはGのAbel部分群になる
ことがわかる。このことより、Gの極大対蹠集合の分類は極大対蹠部分群の分類
に帰着する。なお、有限 Abel群の基本定理より A ∼= Z2 × · · · × Z2 が成り立つ。
Gの単位元の点対称の不動点集合は

F (se, G) = {x ∈ G | x2 = e} = {e, o1, . . . , oa} ∪
b∪

j=1

M+
j

と表せるとする。M+
j は xj ∈ M+

j によって {gxjg
−1 | g ∈ G0}と表せ、Gの極地

になる。ここでG0はGの単位連結成分である。AはGの極大対蹠部分群であり、
各 iについて se = soi なので、{e, o1, . . . , oa} ⊂ Aが成り立つ。Aの極大性よりあ
る jが存在してA ∩M+

j ̸= ∅が成り立つ。Aを共役なものに取り換えることによ
り xj ∈ A∩M+

j が成り立つようにできる。AはAbel群なのでAはG内の xjの中
心化部分群 Zxj

(G)に含まれる。したがって、Aは Zxj
(G)の極大対蹠部分群であ

る。すなわち各Zxj
(G)の極大対蹠部分群はGの極大対蹠部分群の候補になる。こ

れより、Gの極大対蹠部分群の共役類を分類するためには、各Zxj
(G)の極大対蹠

部分群の共役類を分類することが基本になる。この方針に基づいて次元に関する
帰納法によってコンパクト Lie群の極大対蹠部分群の共役類を分類が可能になる。
上記の設定において各M+

j は誘導計量に関してコンパクトRiemann対称空間に
なる。極ではない極地がただ一つのときは、Gの極大対蹠部分群の分類とM+

1 の
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極大対蹠集合の分類は完全に一対一に対応する。極ではない極地が二つ以上ある
場合はこれほど単純ではないが、次のように考えることができる。Gの極大対蹠
部分群の分類結果が Ã1, . . . , Ãbであるとする。AをM+

j の極大対蹠集合とする。
M+

j ⊂ F (se, G)であることから、{e}∪AはGの対蹠集合になる。そこで、{e}∪A

を含むGの極大対蹠集合 Ãをとる。すると、ÃはGの極大対蹠部分群になり、あ
る iに対して Ãは Ãiに共役になる。AのM+

j における極大性よりA = Ã∩M+
j と

なり、Ã∩M+
j は Ãi ∩M+

j とM+
j において合同になることがわかる。したがって、

M+
j の極大対蹠集合は Ã1 ∩M+

j , . . . , Ãb ∩M+
j のいずれかにM+

j において合同にな
る。これらは極大対蹠集合の候補になり、実際に極大対蹠集合になるかどうか確
認することにより、M+

j の極大対蹠集合の合同類の分類が可能になる。
以上の方針により、コンパクトLie群およびその極地として実現されるコンパク
トRiemann対称空間の極大対蹠集合の分類のいくつか例を講演では解説したい。

3


