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1. 序
実2次元の空間形M(c) = S2(c > 0),R(c = 0),H2(c < 0)内の単純閉曲線γに対し, γの
長さを l(γ), γが囲む面積をA(γ)と書けば, 等周不等式

l(γ)2 ≥ 4πA(γ)− cA(γ)2

が成り立つ (cf. [14])． さらに, 等号成立はM(c)内の測地円 γ0の場合に限ることが知
られている. 特にこの不等式から, 測地円 γ0は, A(γ) = A(γ0)を満たす全ての単純閉
曲線 γの中で最小の長さを持つことが分かる. この素朴だが興味深い事実のシンプレ
クティック幾何学的な一般化として, Y.-G.Ohおよび小野肇は, Cn上の標準的なトーラ
ス作用 T n ↷ Cnによるラグランジュトーラス軌道およびその商として得られるCP n

内のトーラス軌道はすべて, ハミルトン体積最小, すなわち各ハミルトンイソトピー類
内で体積最小であろうと予想した ([12], [13]). 事実, これらはすべてハミルトン安定,

すなわちハミルトン変形のもとで体積汎関数の極小値を取ることが示されていたのだ
が, この予想が次元が3以上のほとんど全てのトーラス軌道について正しくないことは,

Chekanovによるラグランジュトーラスのハミルトンイソトピーに関する重要な結果 [2]

を用いて, Viterbo[15]および入江博-小野 [5]によって指摘されている (詳しくは 3章を
参照)．しかしながら, いくつかのトーラス軌道, 特にCliffordトーラスについてこの予
想は未だopen problemである．
一方で以上の単純閉曲線に関する観察が双曲平面H2内の測地円に対しても妥当であ

ることは等周不等式の示す通りであるが, これまでのところこの双曲計量に関する一般
化についてはあまり (全く?)結果がなかった. 経験的に言えば, (古典的な意味での)極
小ラグランジュ部分多様体の安定性は外側の空間Mの曲率に依存する. 例えば, Mの
Ricci曲率が負の場合, 極小ラグランジュ部分多様体は常に (strictに)安定であることが
知られており, これはMのRicci曲率が正の場合, 例えばM = CP nにおける安定極小
ラグランジュ部分多様体の非存在に比べ対照的である．この経験的事実をハミルトン
安定性に対して類推することは安直な考えなのだが, この弱い意味での安定性の概念に
対し, 外側の空間の曲率による, 性質あるいは技術的利点の違い (があるのかないのか)

を知ることには意味があるだろう．
双曲計量に関する一般化として自然な一つの設定は, 複素双曲空間CHn ≃ G/K =

SU(1, n)/S(U(1)×U(n))内のコンパクトラグランジュ部分多様体 (特にトーラス)を考
えること1であるが, ここで, CHnのシンプレクティック幾何がCnのそれと全く同じで
あるという事実はもう一つの着目すべき点である. すなわち, CHnとCnの間には, シ
ンプレクティック微分同相写像Φが存在し, Φを通してCn内のラグランジュ部分多様
体はCHn内のそれと思うことができる (逆もまたそうである). さらに興味深いことに,
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この写像ΦはK-同変に取ることができて, KはCHn ≃ G/Kの極大コンパクト連結部
分群であるから, (等長変換による違いを除き)CHn内の任意のコンパクト等質ラグラン
ジュ部分多様体はCn内のそれと対応を持つ. 実際はこのコンパクト等質ラグランジュ
部分多様体の対応は 1:1であるのだが, これらは全て (CHnでもCnにおいても)ハミル
トン極小, すなわちハミルトン変形のもとでの体積汎関数の臨界点を取っていることが
分かる. この意味でCHnにおいても調べるべき例は豊富にある.

論文 [8]では以上の動機のもと, CHn内のトーラス軌道に対してハミルトン安定性を
調べ, 幾つかの結果を得たので, この場を借りて報告させて頂きたい.

1.1. ハミルトン体積最小性とハミルトン安定ラグランジュ部分多様体

この節ではハミルトン体積最小性やハミルトン安定性の概念とその判定法などについ
て簡単に復習する．動機や具体例, 他の文脈への関連など詳しくは, Ohによる論文 [11],

[12]やその一般化について解説した [9]とその中のリファレンスを参照して頂きたい.

(M,ω)を実 2n次元シンプレクティック多様体とする. ここで, ωはシンプレクティッ
ク形式である． 実n次元多様体Lの埋め込みϕ : L → Mがラグランジュであるとは,

ϕ∗ω = 0となることを言う. 今, 適当なリーマン計量 gがM上に与えられたとし, この
計量に関するラグランジュ部分多様体の体積最小性問題 (または体積変分問題)を考え
よう．一般にある計量に関する体積最小性は非常に強い性質であるため, 我々は少し弱
く, しかしシンプレクティック幾何的対象であるラグランジュ部分多様体にとって自然
な設定で体積最小性問題を考えることにする．以下, 埋め込む多様体Lはコンパクトで
あると仮定する．
(M,ω)上の微分同相Φがハミルトン微分同相であるとは, 時間依存するコンパクト

サポートを持つハミルトン関数ht ∈ C∞
c ([0, 1]×M)によるハミルトンベクトル場Xht

の生成する初期値Φ0 = IdMのフロー {Φt}0≤t≤1に関して, Φ1 = Φとなるものとする.

(M,ω)のラグランジュ部分多様体Lが計量 gに関してハミルトン体積最小であるとは,

(M,ω)上の任意のハミルトン微分同相Φに対して, Volg(L) ≤ Volg(Φ(L))の成り立つこ
とと定義する. ここで, Volgはgによって決まる体積要素に関する体積である. (強い意
味での)体積最小性は持たないが, ハミルトン体積最小性を持つ部分多様体の例は少数
ながら知られており, 例えば, 全測地的なRP n ⊂ CP n (Oh-Kleiner), S1×S1 ⊂ S2×S2

(入江-小野-酒井), S2n−1 ⊂ Q2n−1 (入江-酒井-田崎)などがある (より詳しくは, 例えば
[5]とその中のリファレンスを参照).

本稿における最終的な目標は「与えられたラグランジュ部分多様体がハミルトン体
積最小であるか」という問いに答えることであるが, それを調べるためにまず無限小レ
ベルでの体積汎関数の変分を考えておこう．すなわち, 我々は次の体積変分問題を考え
る: ϕ = ϕ0の無限小変形ϕt : (−ϵ, ϵ)× L → Mがハミルトン変形であるとは, L上の関
数の族ut ∈ C∞(L)が存在して, 変分ベクトル場Vt = dϕ/dtがVt = J∇utを満たすこと
を言う. 埋め込みϕが計量gに関してハミルトン極小であるとは, ϕの任意のハミルトン
変形に対し d/dt|t=0Volg(ϕt(L)) = 0となることと定義する．また, ハミルトン極小なϕ

がハミルトン安定であるとは, 任意のハミルトン変形に対し d2/dt2|t=0Volg(ϕt(L)) ≥ 0

を満たすこととする．さらに, 第二変分において等号を成立させる変分ベクトル場のな
すベクトル空間が, gに関するキリング場 (の制限)によって張られるとき, Lはrigidで
あると言う. ハミルトン安定性や極小性はハミルトン体積最小性を持つための必要条
件であるが, これらの性質は, 原理的には, 体積変分を実際に計算してみることにより



判定することができる.

例えば, (M,ω, J)が (概)ケーラー構造であり, gが両立する (概)ケーラー計量の場合
には, ハミルトン極小性に対するEuler-Lagrange方程式は, ϕ : L → Mの平均曲率ベク
トルHを用いてdivMJH = 0とかける．例えば, 任意のケーラー多様体M内のコンパ
クト等質ラグランジュ部分多様体, すなわち, Mの正則等長変換群のある連結コンパク
トリー部分群の軌道として実現されるラグランジュ部分多様体は必ずハミルトン極小
になる．一方, ハミルトン極小ラグランジュ部分多様体に対する第二変分は, Mがケー
ラー多様体であるという仮定のもと,

d2

dt2

∣∣∣
t=0

Volg(ϕt(L)) =

∫
L

|∆u|2 − ρ(∇u, J∇u)− 2g(B(∇u,∇u), H) + JH(u)2dvg (1)

と計算される (cf. [9], [12])．ここで, ρはケーラー多様体 (M,ω, J)のRicci形式, BとH

はそれぞれϕ : L → Mの第二基本形式と平均曲率ベクトルである．またu ∈ C∞(L)は
V0 = J∇uとなる関数である．特に, Mがケーラー・アインシュタイン (i.e. ある定数C

に関して ρ = Cω)かつLが極小 (i.e. H = 0)の場合は, ハミルトン安定性はC∞(L)に
作用するラプラシアン∆の第一固有値λ1の満たす不等式λ1(∆) ≥ Cと同値になる. ラ
プラシアンの固有値による判定法は大変便利であるが, 本稿で扱いたい対象は基本的に
非極小の場合であることに注意しておく．

1.2. Cn内のハミルトン安定ラグランジュ部分多様体

ここでは, Cn内のハミルトン安定コンパクトラグランジュ部分多様体の例について述
べる. Cn内にはコンパクトかつ極小な部分多様体は存在しないが, ハミルトン極小の
意味では興味深い例が存在する．

例 1 (トーラス軌道). 実n-次元トーラスT nの標準的なトーラス作用T n ↷ Cn, T n ·z =

(e
√
−1θ1z1, . . . , e

√
−1θnzn)を考える．この作用による主軌道は,直積トーラスT (r1, . . . , rn) =

S1(r1)× · · · × Sn(rn)に他ならず, 全てラグランジュかつハミルトン極小である．さら
に, これらは全てハミルトン安定かつ rigidになる (Y-G.Oh [12]).

例 2 (平行ラグランジュ部分多様体). ケーラー多様体内のラグランジュ部分多様体L

はその第二基本形式が平行 (i.e. ∇⊥B = 0)となるとき, 平行ラグランジュ部分多様体
と呼ばれる. 複素空間形内の平行ラグランジュ部分多様体は内藤-竹内によって分類さ
れており, 例えばCnの場合は, U(n)-型の既約対称R-空間の標準埋め込みとそれらの直
積によって得られる (cf. [1]). Amarzaya-大仁田 [1] によればCn(およびCP n)内の任意
の平行ラグランジュ部分多様体はハミルトン安定かつ rigidである.

これらの例は応用上も重要で, 例えば次の結果が知られている:

定理 3 (Joyce-Lee-Schoen [6]). (M,ω)を任意のコンパクトシンプレクティック多様体,

gをωに両立する計量とする．また, Cn内の rigidなハミルトン極小コンパクトラグラ
ンジュ部分多様体Lを一つ取る．このとき, (M,ω, g)内にLと微分同相なハミルトン
極小ラグランジュ部分多様体L′が存在する．さらに, LがCn内でハミルトン安定であ
るなら, L′もM内でハミルトン安定になるように取ることができる．

もちろんこれは存在定理であって, 具体的な構成法を与えているわけではない.



2. CP nおよびCHn内のトーラス軌道のハミルトン安定性
この節では, 複素射影空間CP nおよび複素双曲空間CHn内の特にトーラス軌道のハミ
ルトン安定性について述べる.

2.1. CP nの場合

CP n ≃ SU(n+ 1)/S(U(1)× U(n)) = G/Kを正則断面曲率4を持つ複素射影空間とす
る．この場合, Kの極大トーラス T nが正則等長的にCP nに作用しており, T n-作用の
主軌道は全てラグランジュかつハミルトン極小となる．次の結果は小野 [13]によって
始め示された:

定理 4 ([13]). CP n内の任意のラグランジュT n-軌道はハミルトン安定である．

この事実は, 次の命題の直接的な帰結である (この証明は筆者による):

命題 5. L̂をCn+1内のラグランジュ部分多様体であって, Hopf-作用S1 ↷ Cn+1に関し
て不変であるものとする. またHopf-作用による商をL = L̂/S1とかくとLはCP n内の
ラグランジュ部分多様体である．その上で, 次が成り立つ:

(1) L̂ → Cn+1がハミルトン極小であるための必要十分条件は, L → CP nもまたそう
なることである．

(2) L̂ → Cn+1がハミルトン極小と仮定する． このとき, L̂ → Cn+1がハミルトン安
定であれば, L → CP nもまたそうである．

証明. (1)はY. Dong の定理 [3]の特別な場合である2. (2)を示す．LがS1-不変なので,

適当にスケール変換して単位球面S2n+1(1)に含まれていると仮定して良い. 標準的な
射影をπ : S2n+1(1) → CP n(4)とかく. またπのLへの制限も同じπで書くことにする．
L上の任意の関数 u ∈ C∞(L)を一つ取る．uは L̂上のS1-不変関数 û ∈ C∞(L̂)に持

ち上がるが, この ûの生成するハミルトン変形に関する L̂ → Cn+1の第二変分公式

d2

dt2

∣∣∣
t=0

Volĝ(ϕ̂t(L̂)) =

∫
L̂

|∆̂û|2 − 2g(B̂(∇̂u, ∇̂u), Ĥ) + JĤ(û)2dvL̂ (2)

を考えよう. ここでˆをつけた量は全て L̂ → Cn+1のものである．
まず, πがRiemann沈め込みであるから, Fubiniの定理を用いて∫

L̂

f̂dvL̂ =

∫
L

(∫
Fx

f̂ |Fx(y)dvFx(y)
)
dvL(x)

が任意の f̂ ∈ C∞(L̂)に対して成り立つ．ここで, x ∈ Lに対しFx = π−1(x)であり,誘導
計量で体積要素を定めている．今, 被積分関数 f̂がS1-不変であると仮定し, f ∈ C∞(L)

を f̂ = f ◦ πとなるように定めれば, S1 ↷ S2n+1(1)の各軌道 (すなわち各Fx)が等長的
であることを用いて, ∫

L̂

f̂dvL̂ = Volg(F )

∫
L

fdvL (3)

2一般のケーラー商にも拡張できるが, 一般の場合ケーラー商空間の上の計量としてはHsiang-Lawson
計量を考えておく必要がある (cf. [3]).



を得る.

(2)に戻って, (2)の被積分関数は ûも L̂もS1-不変であるからS1-不変であることに注
意する．一方, πがRiemann沈め込みだから

|∆̂û|2(p) = |∆u|(x), ∇̂u = (∇̂u)E, |(∇̂u)E|2(p) = |∇u|2(x)

が任意のx ∈ Lとp ∈ π−1(x)で成り立つ．ここで, (∇̂u)EはReeb場 (S1-方向)に直交す
る成分を表す. 埋め込み L̂ → S2n+1(1)の第二基本形式と平均曲率ベクトルをそれぞれ
B′, H ′とかく. 再びHopf作用S1 ↷ S2n+1(1)の各軌道が等長的であることを用いると

π∗H
′ = H

が成り立つことが分かる (右辺は L → CP n(4)の平均曲率ベクトル, cf. [7])3．他方,

S2n+1(1)が全臍的であることと πがRiemann沈め込みであることを用いると, 簡単な
計算により

g(B̂(∇̂u, ∇̂u), Ĥ) = g(B′((∇̂u)E, (∇̂u)E, H
′) + (n+ 1)|(∇̂u)E|2

= g(B(∇u,∇u), H) + (n+ 1)|∇u|2

JĤ(û)2 = JH ′(û)2 = JH(u)2

が分かる. 以上の議論と (2)および (3)から,

d2

dt2

∣∣∣
t=0

Volĝ(ϕ̂t(L̂)) = Volg(F )

∫
L

|∆u|2 − 2(n+ 1)|∇u|2 − 2g(B(∇u,∇u), H) + JH(u)2dvL

= Volg(F ) · d2

dt2

∣∣∣
t=0

Volg(ϕt(L))

を得る．よって, L → Cn+1がハミルトン安定であれば, L → CP nもまたそうであ
る．

CP n内のトーラス軌道L = T n ·xの場合には,その引き戻し L̂ := π−1(L)はCn+1のい
ずれかの直積トーラスT (r1, . . . , rn+1)に一致している．一方で, Y.-G.Ohの定理により,

任意の直積トーラス L̂はCn内でハミルトン安定であったから, 命題5により L → CP n

もハミルトン安定である．
さて, 定理 4を踏まえて, 一般のコンパクトトーリックケーラー多様体のトーラス軌

道の場合を考えることは自然であろう．ここで, 複素n次元コンパクトケーラー多様体
(M,ω, J)がトーリックであるとは, 実n次元トーラスT nが正則等長的にMに効果的に
作用していることとする. Delzant構成によるトーリック・シンプレクティック多様体
の構成は, これをCnからのケーラー商と思うことにより, コンパクトトーリックケー
ラー多様体の標準的な構成法を与える．T n-作用による主軌道は全てラグランジュであ
り, 等質性からハミルトン極小であることも従う．ハミルトン安定性については, 命題
5のように (i.e. CP nの場合のように)綺麗に議論が進まない事情が幾つかあり, 工夫が
必要である.

小野肇 [13]は, トーリックケーラー多様体M上の (開かつ稠密な)複素座標系 M o ≃
Rn ×

√
−1T nの上でトーラス軌道のハミルトン安定性を解析した．この方法では, 各

3ファイバーの体積が一定でなければ成り立たない (cf. [7]).



トーラス軌道を明示的に扱えるだけでなく, M o上において定義されるケーラーポテン
シャルφ (i.e. ω = 2

√
−1∂∂φ on M o)を用いて, 第二変分の解析に必要な幾何学的情

報 (Ricci形式, トーラスの第二基本形式, 平均曲率など)を書き下すということが出来
る．この事実と平坦トーラス上の調和解析を組み合わせることで, 各トーラス軌道が
M内でハミルトン安定になるめの必要十分条件を, L2(T n)の基底に対応するベクトル
m = (m1, . . . ,mn) ∈ Znに関する, ポテンシャルφ(とトーラス)によって決まる係数を
持つ四次多項式の満たすべき不等式として与えることが出来る (Theorem 1.2 in [13]).

小野はこれを用いて, 定理4の (別)証明を与え, さらに (CP n1 ×CP n2 , aωFS ⊕ bωFS)内
のトーラス軌道も全てハミルトン安定である, という結果を証明している (Thoerem 1.3

in [13]).

2.2. CHnの場合

CHn ≃ SU(1, n)/S(U(1)×U(n)) = G/Kを正則断面曲率−4を持つ複素双曲空間とす
る．CHnを考える際に最初に注意すべき事実は, 大域的にDarbouxの定理が成り立つ
こと, すなわち, CHnはシンプレクティック多様体としてはCnと同一視されることで
ある． 実際, シンプレクティック微分同相写像を

Φ : CHn ≃ Bn → Cn z 7→

√
1

1− |z|2
z (4)

により与えることができる4．ここで,標準的にCHnをopen unit ball Bnと同一視した．
写像ΦはK-同変であり, KはG = SU(1, n)の極大コンパクト連結部分群だから, CHn

内の任意のコンパクト等質ラグランジュ部分多様体は, Φを通じて, Cn内のそれと対応
する．また,この逆構成も作ることができる (cf. [4])．例えば,極大コンパクト部分群K

の極大トーラスT nのCHnへの作用はハミルトン的であり, すべての正則T n-軌道はラ
グランジュである．これらは, Cn内の直積トーラスT (r1, . . . , rn) := S1(r1)×· · ·×S1(rn)

と1:1に対応している. このトーラス軌道について, 論文 [8]において次を示した．

定理 6 ([8]). (a) n ≤ 2ならば, CHn 内のすべてのラグランジュT n-軌道はハミルト
ン安定かつ rigidである．

(b) n ≥ 3とする. もし相異なる添字 i, j, k ∈ {1, . . . , n}で, 不等式(
1 +

n∑
l=1

r2l

)1/2

ri < rjrk (5)

を満たすものが存在するならば, 対応する T n-軌道Φ−1(T (r1, . . . , rn))はCHn内
でハミルトン不安定である. 特にCHn内にはハミルトン不安定なT n-軌道が無数
に存在する. 一方で, 任意のn ≥ 1と r > 0に関して, 単調ラグランジュT n-軌道
Φ−1(T (r, . . . , r))はCHn内でハミルトン安定かつ rigidである．

以下に証明の方針と概略を述べる. 詳細は論文 [8]を参照して頂きたい.

証明の概略. 前提としてまず, 等質部分多様体に関する議論なので, 調和解析を用いて
第二変分 (1)を評価することが基本的な方針である. ところが, この (極小でない)ハミ
4より一般に, 任意の非コンパクト型エルミート対称空間が標準的R2n ≃ Cnとシンプレクティック微分
同相であることが知られている (cf. McDuff [10])．



ルトン極小ラグランジュ部分多様体に対する第二変分公式が, その部分多様体の内在的
量 (誘導計量)だけでなく, 外在的量 (第二基本形式と平均曲率)にも依存してしまう点
に一つの困難さがある．すなわち, 等長的でない軌道が無数にある状況の中で, 「各軌
道に対して, 必要な (双曲計量に関する)幾何学量をどのようにして得るか」という問
題が最初に起こる. 同じ問題はCP nやトーリックケーラー多様体内のトーラス軌道の
場合でも当然起こっていたのだが, この場合にはHopfファイブレーションやトーリッ
クケーラー幾何を用いて巧妙に回避できていることに注意しておく (前節参照)5．一方,

CHnの場合は, CHnの幾何学を用いて, この問題をある程度回避することができる6:

CHnとCnの間には, K-同変なシンプレクティック微分同相写像Φを (4)で定めるこ
とができたことを思い出す. ΦはK-軌道をK-軌道に写すが,ここで言うK-軌道はCHn

およびCnそれぞれの測地球面に他ならない. CHn内の半径 rの測地球面をS2n−1
r とか

くと, Φ(S2n−1
r ) = S2n−1(sinh r) ⊂ Cnであることが容易にわかる．一方, これらはKの

中心C(K) ≃ S1-作用に関する運動量写像µの正則なレベルセットでもあり, C(K)-作用
に関するケーラー商は, 共に, Fubini-Study計量を持つ複素射影空間 CP n−1(4/sinh2 r)

であることが簡単な考察でわかる．そこで今, ラグランジュ部分多様体LにC(K)-不変
性を課すと, 次の可換図式が成立することが分かる:

(Bn, ω)
Φ−−−−−−−→

symp. diffeo.
(Cn, ω0)

∪ ∪
L → S2n−1

r
Φ−−−→

diffeo.
S2n−1(sinh r)

↓ π1 ↓ π2 ↓
L/S1 → CP n−1( 4

sinh2 r
) = CP n−1( 4

sinh2 r
)

今, C(K)-不変な埋め込みL → CHn ≃ Bnをϕ1, Φを通じたCnへの埋め込みをϕ2 :=

Φ ◦ ϕ1とかこう．上の幾何的状況が示しているように, ϕ1とϕ2をそれぞれC(K) ≃ S1-

作用で商をとると同じ埋め込みになるのだから, この二つの写像を比較することは比較
的容易にできる. 実際, 埋め込みϕ1 : L → CHnに関する第二変分公式をϕ2 : L → Cn

の幾何学量を用いて次のように書き直すことができる:

定理 7 ([8]). ϕ1 : L → CHnをC(K)-不変なハミルトン極小ラグランジュ埋め込みとし,

ϕ2(L)は半径rの測地球面S2n−1
r に含まれているとする．このとき, ϕ1がCHn内でハミル

トン安定であるための必要十分条件は, 対応するCnへの埋め込みϕ2 := Φ◦ϕ1 : L → Cn

に対し, 不等式 ∫
L

|∆2u|2 − 2g2(B2(∇2u,∇2u), H2) + J2H2(u)
2 (6)

+ 2 tanh2 r ·∆2u · ξ2ξ2(u)− 2
tanh r

cosh r
ξ2(u)J2H2(u)

+ tanh4 r|ξ2ξ2(u)|2 −
tanh2 r

cosh2 r
|ξ2(u)|2dvg2 ≥ 0

5Cn内の平行ラグランジュ部分多様体の場合は, それが球面S2n−1内で極小であることを用いて第二変
分を簡略化している [1].

6命題 5のときと同様に, 複素擬ユークリッド空間 C1,n内の anti-de-Sitter空間 AdS2n+1からの Hopf
ファイブレーション π : AdS2n+1 → CHnに関する引き戻しをまず考えるのが妥当に思われるかもし
れないが, この場合基本的に考える計量が「擬計量」なため, C1,n内のラグランジュ部分多様体に対
し「体積変分に関する安定性」の概念をどう適切に定義するかという別の問題が起こる. これはこれ
で面白い問題と思われるが, 今回は別の (新しい)方法を用いた.



が全ての u ∈ C∞(L)に対して成立することである．ここで, Cn のケーラー構造を
(ω2, J2, g2)と書き, ∆2, ∇2, B2, H2はそれぞれϕ2 : L → Cnのラプラシアン, グラディ
エント, 第二基本形式, 平均曲率ベクトルである．また, ξ2は球面 S2n−1(sinh r)上の
Reebベクトル場で, J2ξ2が内向きの単位法線ベクトルになるように取っている．

この定理において, ラグランジュ部分多様体にC(K)-不変性と言う仮定をつけたが,

CHn内の任意のコンパクト等質ラグランジュ部分多様体はC(K)-不変 (かつハミルト
ン極小)であることに注意しておく．また, C(K)-不変なハミルトン極小ラグランジュ
部分多様体は, 複素射影空間CP n−1内のハミルトン極小ラグランジュ部分多様体と1:1

に対応する．
定理7により, (見かけの複雑さは増したものの) CHn内のC(K)-不変ラグランジュ部

分多様体に対する第二変分の解析をCn内の対応するラグランジュ部分多様体の上でで
きるようになった. 特に, 最初の問題であった「L → CHnの双曲計量に関する幾何学
量」を直接求める必要がなくなり, 代わりに「L → Cnのユークリッド計量に関する幾
何学量」を求めれば十分と言うことになる．例えば, CHnのT n-主軌道は, Cn内の直積
トーラスT (r1, . . . , rn) = S1(r1)× · · · × S1(rn)と対応していたが, この直積トーラスの
第二基本形式と平均曲率ベクトルは, 容易に

B2(∂i, ∂j) = δijJ∂i and H2 =
n∑

i=1

1

r2i
J∂i,

と求めることができる. ここで, ∂iは i-番目のS1の基底である. また, 誘導計量に関し
てもそれが平坦計量として容易に書き下せる．
以上により, 解析すべき作用素 (第二変分)の具体的な情報が分かったので, あとは等

質部分多様体上 (例えば直積トーラス上)で調和解析を行えば良いのだが, 最後に「(全
てのL2-基底u ∈ C∞(L)に対し) (6)を評価する」と言う問題が残っている．トーラス
軌道の場合, (6)はn変数 (+トーラス軌道のモジュライの次元n)のある4次多項式を評
価する問題に帰着されるが, それでも緻密な評価が必要になる．詳細は論文 [8]を参照
して頂きたい．
最後に不等式 (5)について簡単に触れておく．この不等式は, 直積トーラス上のある

特定の関数 (あるL2-基底)

uc = cos(θi + θj − θk) or us = sin(θi + θj − θk)

を取ったときに, (6)が負になるための必要十分条件となっていて, 不等式 (5)を満たす
直積トーラスについては, J∇uc (or J∇us)の方向のハミルトン変形が体積を減らす変
形として取れることを意味する. 例えば, 不等式 (5)は直積トーラスのある 1つの半径
riが十分小さい時に満たされる．

なお, 以上の計算手法は, 原理的に, トーラス軌道に限らず, CHn内の任意のコンパ
クト等質ラグランジュ部分多様体に対して適用できるものであることに注意しておく．

3. トーラス軌道のハミルトン体積非最小性
最初の問題に戻って, ハミルトン体積最小性について考えよう. Cn(例1)やCP n(定理4)

の場合とは対照的に, n ≥ 3のときはCHn内にハミルトン不安定なトーラス軌道が無



数に存在し, 当然これらは体積最小性を有しない. 実は, n ≥ 3のときは, CnでもCP n

でも (この場合, いつでもトーラス軌道がハミルトン安定であるにも関わらず)体積非最
小性を示すことができる:

定理 8 ([5], [8]). n ≥ 3と仮定する. このとき, 複素空間形 (Cn, CP n, CHn)内のほとん
どすべてのトーラス軌道はハミルトン体積最小ではない.

ここで,「ほとんどすべて」とは, トーラス作用に関するmoment polytope Dの中で,

ハミルトン体積非最小なトーラス軌道に対応する点全体の集合が稠密になっていると
いう意味である. CnとCHnの場合のこの定理は, 次のChekanovによる重要な結果の
帰結として得られる (CP nの場合にはもう少し精密な議論をする必要がある. 一般のコ
ンパクトトーリックケーラー多様体の場合の結果も含めて [5]を参照):

ベクトルa := (a1, . . . , an) ∈ (R>0)
nに対し, T (a) := S1(

√
a1/π)×· · ·×S1(

√
an/π) ⊂

Cnと書く. また,

a := min{ai; 1 ≤ i ≤ n}, m(a) := #{i; ai = a}, Γ(a) := spanZ⟨a1 − a, . . . , an − a⟩

とおく. このとき, 次が成り立つ:

定理 9 (Chekanov [2]). a, a′ ∈ (R>0)
nとする. 直積トーラスT (a)とT (a′)が (Cn, ω0)内

でハミルトンイソトピックであるための必要十分条件は, (a,m(a),Γ(a)) = (a′,m(a′),Γ(a′))

が成立することである.

この定理を用いて, CHnの場合の定理 8の証明を与えておこう (この証明のアイディ
アは, Cnの場合におけるViterbo[15]および入江-小野 [5]による):

定理8の証明 (CHnの場合). 簡単のため ri :=
√

ai/π(i = 1, . . . , n)とおく. K-同変な
シンプレクティック微分同相Φによる引き戻しΦ−1(T (a))は, CHn内のトーラス軌道で
あるが, このCHn内における体積は,

VolgCHn (Φ
−1(T (a)) = (2π)n ·

(
1 +

n∑
i=1

r2i

)1/2
n∏

i=1

ri. (7)

で与えられる (このことは, 前節同様にCHnおよびCnからの誘導計量を比較すれば分
かる). 今,「aの成分の内, 少なくとも3つの成分が異なる値を持つ」と仮定する (その
ためには, n ≥ 3が必要であることに注意). このとき, a = ai < aj < akとなるように
ai, aj, akを選んで置ける. これを用いて, 新たにa′を

a′ := (a1, . . . , ak−1, ak − aj + ai, ak+1, . . . , an)

と定めると, a = ai < aj < akなので, a = a′ = aiかつm(a) = m(a′)である. また, Γ(a′)

の元vは, v =
∑

l ̸=k ml(al − ai) +mk(ak − aj) =
∑

l ̸=j ml(al − ai) + (mj −mk)(aj − ai)

とかけるので, v ∈ Γ(a)となる. 逆も明らかに成り立ち, Γ(a) = Γ(a′)となる. よって定
理 9により, T (a)とT (a′)はCn内でハミルトンイソトピックであるが, Φ : CHn → Cn

はシンプレクティック微分同相だから, Φ−1(T (a))とΦ−1(T (a′))はCHn内でハミルト
ンイソトピックである. 一方, a′の取り方から, a′l = al (∀l ̸= k)および a′k < ak(従って
また, r′k < rk)となっていることに注意すると, (7)より

VolgCHn (Φ
−1(T (a′)) < VolgCHn (Φ

−1(T (a))



を得る. よって, 「少なくとも 3つの成分が異なる値を持つ a」に対してΦ−1(T (a))は
CHn内でハミルトン体積最小ではない. そのようなaは (R>0)

nの中で開かつ稠密な部
分集合をなすので結論を得る.

CHnの場合は, (5)を満たすトーラスに対しハミルトン不安定性が言えるので, この
証明における「少なくとも3つの成分が異なる値を持つa」という仮定は最良のもので
はない. 事実, n ≥ 3で aが 2種類の成分からなる直積トーラスでも, CHn内で対応す
るトーラス軌道がハミルトン不安定になるものが存在する. ところが, CnでもCP nで
もCHnでも, 「n = 2の場合およびn ≥ 3の単調トーラス軌道 (すなわちCliffordトー
ラス)の場合」にハミルトン体積最小性が成立するかどうかという問題は, 未だopenで
ある.
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