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0 記号
Mを多様体、E → Mをベクトル束とする。E → Mの切断全体の空間をΓ(M,E)

と書く。またE = ΛkT ∗M のときΩk(M) = Γ(M,ΛkT ∗M)と書く。

1 変形理論について
最近は様々な数学的対象のモジュライ空間を考える動きが盛んである。大雑把

にいえば、ある特定の性質をもつものを全部集めてきて (Mとかく)

M = {ある特定の性質をもつもの }

その構造を調べようというものである。Mの局所的な性質を調べる理論を変形理
論という。
Mの大域的な構造を調べることは一般にかなり難しいが、局所的な様子はわか

ることが多い。幾何学でよくある状況は、Mが局所的にある PDEの解空間になる
場合である。つまり Lをコンパクト多様体、E1, E2 → Lをベクトル束とし U ⊂
Γ(L,E1)を開集合とする。このとき、偏微分作用素 F : U → Γ(L,E2) (F (0) = 0)

があってMは局所的に F−1(0)になるという状況を考える。
Mは滑らかな多様体の構造を持つか（特にF−1(0)は 0の近傍であるFréchet空

間の開集合と同相か）という問いは、変形理論における基本的な問いである。
これを考える方法の１つは、陰関数定理を用いる方法である。つまり F の 0に

おける線形化
D = (dF )0 : Γ(L,E1) → Γ(L,E2)

が全射であるならば、F−1(0)は滑らかで次元は dimkerDになる。（正確には、F

をHölder space等のバナッハ空間に拡張して考える必要がある。）kerDのことを
無限小変形の空間という。

∗本研究は JSPS科研費 17K14181の助成を受けたものである。
e-mail: kkwai@math.gakushuin.ac.jp
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例 1. 陰関数定理が使える例

• G2, Spin(7)多様体 ([Joyce])

• 特殊ラグランジュ部分多様体、coassociative部分多様体 ([Mclean])

• ラグランジュ部分多様体、ルジャンドル部分多様体

• J-holomorphic curve (genericな J に対して)

陰関数定理が使えない場合は、話は複雑になる。F−1(0)が滑らかであるために
は、無限小変形 V ∈ kerDが与えられたとき、1パラメーター族 {V (t)}t∈(−ϵ,ϵ) ⊂
Γ(L,E1)で

F (V (t)) = 0 かつ V (0) = 0,
d

dt
V (t)

∣∣∣∣
t=0

= V

となるものが存在しなければならない。このような {V (t)}が存在するとき、無限
小変形 V ∈ kerDは非障害的 (unobstructed)という。（可積分とも言う。）1

これを調べるには、V (t) =
∑∞

k=1 Vkt
k/k! (Vk ∈ Γ(L,E1))と tについて（形式的

に）ベキ級数展開して、その係数を逐次決めていくという方法を取る。
つまり問題は、F (V (t)) = 0を tに関するベキ級数と見たとき、tのベキ乗の各
係数が 0になるように V2, V3, · · · を定められるかという問題になる。F (V (t))の tk

の係数を k!倍したものは

dk

dtk
F (V (t))

∣∣∣∣
t=0

=
dk

dtk
F

(
tV1 +

t2

2!
V2 + · · ·+ tk

k!
Vk

)∣∣∣∣
t=0

なので、これが 0になるように V2, V3, · · · を定められるかという問題である。例え
ば k = 2, 3の場合は

d2

dt2
F (V (t)) =

d

dt

(
(dF )V (t)

(
dV (t)

dt

))
= (d2F )V (t)

(
dV (t)

dt
,
dV (t)

dt

)
+(dF )V (t)

(
d2V (t)

dt2

)
であるから、k = 2, 3の場合に満たすべき式は以下のようになる。

d2

dt2
F (V (t))

∣∣∣∣
t=0

= (d2F )0(V1, V1) +D(V2) = 0, (1.1)

d3

dt3
F (V (t))

∣∣∣∣
t=0

= (d3F )0(V1, V1, V1) + 3(d2F )0(V1, V2) +D(V3) = 0. (1.2)

このような解 V2, V3, · · · が存在するかどうかは、一般にはわからない。そこで、こ
れに関連して次の定義をする。

1「モジュライ空間が滑らか（局所的にある Fréchet空間の開集合と同相）」ならば、「全ての無
限小変形は非障害的」である。逆は必ずしも成立しないように見えるが、今までみた文献では、こ
の二つの概念は同一視されているように思える。
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定義 2. k ≥ 2とする。無限小変形 V = V1 ∈ kerDが k次まで非障害的とは、あ
る V2, · · · , Vk ∈ Γ(L,E1) が存在して

dl

dtl
F

(
tV1 +

t2

2!
V2 + · · ·+ tl

l!
Vl

)∣∣∣∣
t=0

= 0 (1 ≤ ∀l ≤ k)

となることである。別の言い方をすると、これは tV1 +
t2

2!
V2 + · · · + tk

k!
Vkが up to

o(tk)で F−1(0)の元を定めるということである。

注意 3. V が非障害的ならば、任意の k ≥ 2に対して V は k次まで非障害的であ
る。実際、F (V (t)) = 0の両辺の l階微分と、V (t)の tに関するTaylor展開を考え
ればよい。これは対偶を取れば
ある kがあって V は k次まで非障害的でなければ、V は非障害的ではない

ということである。この事実は、無限小変形が非障害的でないことを示す際によ
く用いられる。

例 4. • 2次まで非障害的でない

– CP 2l × S2(l ≥ 2)上の Einstein計量の変形 ([小磯])

– SU(3)/T 2上の nearly Kähler構造の変形 ([Foscolo])

• 2次まで非障害的だが、3次まで非障害的でない

– T 2 → S3の調和写像の変形 ([向井])

• 非障害的である

– Calabi-Yau多様体上の複素構造の変形 ([Tian, Todorov])

注意 5. • 陰関数定理が用いることができない場合は、変形が非障害的である
ことは稀である。その意味で Tian, Todorov([Tian, Todorov])の結果は驚く
べき結果である。更に、後藤 ([後藤])は「閉微分形式の定める幾何構造」とい
う概念を導入し、Tian, Todorovの結果を含む統一的な変形理論を構築した。

• nearly Kähler構造の類似として、3章で述べる nearly parallel G2構造があ
る。等質なものは分類されており、その無限小変形も [AS]により調べられ
ている。それによるとAloff-Wallach space SU(3)/U(1)は無限小変形を持つ
が、非障害的かどうかは未解決である。nearly Kählerとの類似性や、3-佐々
木多様体との関係から、これも 2次まで非障害的でないと期待される。

• 変形理論をDGLA(Differential graded Lie algebra)（より一般にL∞代数）を
用いて、代数的に扱う流儀もある。Tian,Todorovの結果もこの枠組みで捉え
られる ([Manetti1, IM])。また近年、後藤 ([後藤])の変形理論もこの枠組み
で捉えられることが示された ([Papayanov])。
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2 部分多様体の変形
(M, g)をリーマン多様体とし、L ⊂ M をコンパクト部分多様体とする。
管状近傍定理により、部分多様体 Lの法束 νの零切断のある開近傍 U と、Lの

M におけるある開近傍（管状近傍）は指数写像により微分同相になる。

Γ(L,U) = {V ∈ Γ(L, ν) |任意の x ∈ Lに対して Vx ∈ U}

とおくと、これは Γ(L, ν)の開集合になる。したがって
(※)Lに (C1の意味で)近い部分多様体は指数写像により Γ(L,U)の元と同一視できる。

今M 上の微分形式 Φ ∈ Ω∗(M)をとり、Φの制限が 0となるようなコンパクト
部分多様体のモジュライ空間Mを考える。

M = {L′ ⊂ M：部分多様体 | Φ|L′ = 0}.

L ∈ Mとし、1階偏微分作用素 F : Γ(L,U) → Ω∗(L)を次のように定義する。

F (V ) = exp∗VΦ (2.1)

ここで V ∈ Γ(L, ν)に対して expV : L → M を expV (x) = expx(Vx)で定義した。
（右辺はリーマン幾何における通常の指数写像。）expV (L) = {expx(Vx);x ∈ L}と
かく。このときΦ|expV (L) = 0 とF (V ) = 0は同値になる。よって (※)より、Mは
局所的に F−1(0)と同相である。

注意 6. いくつかの場合には、陰関数定理を用いてモジュライ空間が滑らかになる
ことを示せることが多い。[森山, 河井 1]には、そのための条件がまとめられてい
る。適用できる場合は、以下のようなものがある。

• モジュライ空間が滑らかで有限次元多様体になる場合

– 特殊ラグランジュ部分多様体

– coassociative部分多様体

• モジュライ空間が滑らかで無限次元多様体 (Fréchet多様体)になる場合

– ラグランジュ部分多様体

– ルジャンドル部分多様体

特殊ラグランジュ部分多様体、coassociative部分多様体のモジュライ空間が滑
らかになることは、[Mclean]により示された。彼は特殊なホロノミー群をもつ多
様体の calibrated submanifoldの変形を考え、上 2つは滑らかなモジュライ空間を
持つことを示した。彼は他にも 2つの calibrated submanifoldの変形を考えたが、
それらのモジュライ空間は滑らかになるとは限らない。
以下では、そのうちの１つの associative部分多様体の変形について考える。そ
のためにまず次章で、G2幾何学の復習から始める。
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3 G2幾何学
定義 7. (x1, · · · , x7)をR7の標準座標とし、R7上の 3-form φ0を次で定義する。

φ0 = dx123 + dx1(dx45 + dx67) + dx2(dx46 + dx75)− dx3(dx47 + dx56),

ここで外積の記号は省略した。φ0は次を満たすことが知られている。

G2 = {g ∈ GL(7,R); g∗φ0 = φ0} ⊂ SO(7).

Lie群 G2のR7の作用は、R7の標準計量 g0、体積要素 volg0、およびφのHodge

双対 ∗φ0 を保つ。これらは次の関係式より φ0から一意的に定まる。

6g0(v1, v2)volg0 = i(v1)φ0 ∧ i(v2)φ0 ∧ φ0 (vi ∈ R7). (3.1)

cross積 · × · : R7 × R7 → R7を

g0(v1 × v2, v3) = φ0(v1, v2, v3) (vi ∈ R7) (3.2)

で定義する。cross積はR7 = ImO (8元数の虚部)とみたとき、8元数の積を表現
している。また tangent bundleに値を取る 3-form χ0 ∈ Λ3(R7)∗ ⊗ R7を

g0(χ0(v1, v2, v3), v4) = ∗φ0(v1, v2, v3, v4) (vi ∈ R7) (3.3)

と定める。これは次を満たす。

|φ0(v1, v2, v3)|2 + |χ0(v1, v2, v3)|2 = |v1 ∧ v2 ∧ v3|2 (vi ∈ R7). (3.4)

これより φ0はR7上の calibrationになることがわかる。

定義 8. (M7, g)を向きづけられた 7次元リーマン多様体とし、φをM7上の 3-form

とする。φがM7上のG2構造であるとは、各 x ∈ M7に対して、向きを保つ同型
TxM

7 ∼= R7 が存在して、それにより φx と φ0が同一視され、gxがφxから誘導さ
れる計量であるときをいう。
また (M7, φ, g)がG2構造を持つとする。

• (M7, φ, g)が (torsion-free) G2多様体
def⇔ dφ = 0, d ∗ φ = 0

[FG]⇔ ∇φ = 0 ⇔ Hol(M7, g) ⊂ G2.

• (M7, φ, g)が nearly parallel G2多様体
def⇔ dφ = 4 ∗ φ
[FG]⇔ ∇φ = ∗φ
[Bär]⇔ Hol(C(M7), g) ⊂ Spin(7).

ここで∇はgのLevi-Civita接続、Hol(M7, g)は (M7, g)のホロノミー群、(C(M7), g) =

(R>0 ×M7, dr2 + r2g) は (M7, g)のリーマン錐である。
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定義 9. (M7, φ, g)をG2構造を持つ多様体とする。(3.3)のようにしてχ ∈ Ω3(M7, TM7)

を定める。また L3 ⊂ M7を向きづけられた 3次元部分多様体とする。

L3が associative 部分多様体
def⇔ φ|TL3 = volL3

(3.4)⇔ χ|TL3 = 0.

ここで volL3 とは、M7 から L3 に誘導される計量から定まる体積要素である。
(dφ = 0ならば、associative 部分多様体とはφに関する calibrated submanifold の
ことである。)

例 10. G2多様体と associative部分多様体の例には次のようなものがある。
associative 部分多様体 (torsion-free) G2多様体

（ある）R3 R7

S1×(正則曲線) S1× (3次元 Calabi-Yau 多様体)

{∗}×(特殊ラグランジュ部分多様体)

associative 部分多様体 nearly parallel G2多様体

(ある)全測地的 S3 S7

特殊ルジャンドル部分多様体
CP 3の正則曲線の S7 → CP 3による引き戻し

特殊ルジャンドル部分多様体 7次元佐々木 Einstein多様体

4 associative 部分多様体の変形
(M7, φ, g)をG2構造をもつ多様体とする。(3.3)のようにしてχ ∈ Ω3(M7, TM7)

を定める。定義 9より、associative部分多様体はχの制限が 0になるものとして特
徴づけられる。
1階偏微分作用素F を、上の χ ∈ Ω3(M7, TM7)に対して (2.1)のように定める。

（正確には χは微分形式ではないので、測地線 [0, 1] ∋ t 7→ expx(tVx) ∈ M(x ∈ L)

に沿う平行移動等で補正しないといけないが、ここでは省略する。詳細は [河井 3,

Section 3.1]を見よ。）すると associative部分多様体のモジュライ空間は、局所的
に F−1(0)に同相である。このとき (2.1)の 0での線形化

D = (dF )0 : Γ(L, ν) → Ω3(L, ν) ∼= Γ(L, ν)

は次のようになる。

命題 11 ([Mclean, Section 5], [Gayet, Theorem 2.1]). (M7, φ, g)をG2構造をもつ
7次元多様体とし、L3 ⊂ M7をコンパクト associative部分多様体とする。このと
き、上記の作用素Dは次のように書かれる。

DV =
3∑

i=1

ei ×∇⊥
ei
V + ((∇V ∗ φ)(e1, e2, e3, ·))♯ .
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ここで {e1, e2, e3}は TLの局所的な向きづけられた直交枠であり、i ∈ Z/3に対し
て ei = ei+1 × ei+2を満たす。∇⊥は、(M, g)の Levi-Civita接続から誘導される法
束 νの接続である。. ♯ : T ∗M → TM は計量の誘導する同型写像である。

補題 12 ([河井 3, Lemma 3.3]). Dは楕円型である。d ∗ φ = 0ならばDは self-

adjoint になる。

以下では、associative部分多様体が 2次まで非障害的かどうかを考える。Dは
楕円型で部分多様体 Lはコンパクトだったので、L2内積に関する直交分解

C∞(L, ν) = ImD ⊕ CokerD (4.1)

を得る。π : C∞(L, ν) → CokerDを直交射影とすると、(1.1), (4.1)より次が言
える。

補題 13. V1 ∈ kerDが 2次まで非障害的であることと

π

(
d2

dt2
F (tV1)

)∣∣∣∣
t=0

= 0

は同値。後者は別の言い方をすると、任意のW ∈ CokerDに対して⟨
d2

dt2
F (tV1)

∣∣∣∣
t=0

,W

⟩
L2

= 0

が成り立つということである。（⟨·, ·⟩L2は L2内積である。）

補題 13より、2次変形のためには d2

dt2
F (tV1)

∣∣∣
t=0
を計算しなければならない。こ

れは次のように記述できる。

命題 14 ([河井 3, Proposition 3.8]). 命題 11の記号を用いる。V ∈ kerDに対して
次が成り立つ。

d2

dt2
F (tV )

∣∣∣∣
t=0

=((∇V∇ ∗ φ)(V ))(e1, e2, e3, ·)♯

+ 2
∑
i∈Z/3

(
(∇V ∗ φ)(∇⊥

ei
V, ei+1, ei+2, ·)♯

)⊥
+

3∑
i=1

ei × (R(V, ei)V )⊥ + 2
3∑

i,j=1

g(V,Π(ei, ej))ei ×∇⊥
ej
V,

ここでRは (M, g)の曲率テンソルであり、Πは LのM 内における第二基本形式
である。もしG2構造 φが torsion-free か nearly parallel G2ならば以下が成立。

d2

dt2
F (tV )

∣∣∣∣
t=0

=
3∑

i=1

ei × (R(V, ei)V )⊥ + 2
3∑

i,j=1

g(V,Π(ei, ej))ei ×∇⊥
ej
V.
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5 S7の associative 部分多様体
この章では、前章まで述べたことの応用として、S7のある等質 associative部分

多様体が 2次まで非障害的であることを示す。
まず 7次元球面 S7は自然に nearly parallel G2多様体になることに注意する。

S7の錘は平坦なR8 − {0}であるためである。S7の associative部分多様体の主な
性質は、Lotay([Lotay])により研究された。特に、彼は等質な associative部分多様
体を分類した。その中で、他の幾何（特殊ルジャンドルや正則曲線の引き戻しな
ど）からこない具体例A3

∼= SU(2)を構成した。A3は SU(2)のC4 ∼= R8への既約
表現のある点を通る軌道になっている。他の幾何からこない具体例は、(Spin(7)作
用を除いて) これ以外に知られていない。A3を変形することで、そのような新し
い例が作れるかどうか調べるのは興味深い問題である。
[河井 2]では、等質な associative部分多様体の無限小変形を調べた。そして（全
測地的な S6に含まれない）A3以外の等質な例に対しては、すべての無限小変形
は非障害的であることを示した。
A3の無限小変形の空間 kerDは 34次元である ([河井 2, Proposition 6.22])。一

方、nearly parallel G2多様体 S7の自己同型群は Spin(7)でそれはA3の 17次元分
の変形を引き起こす ([河井 3, Lemma 4.6])。なので残り 34 − 17 = 17次元分の変
形は非障害的かどうかはわからない。（A3は他の幾何から来ない例なので、他の
幾何を用いて変形の説明はできない。）そこでA3の 2次変形を調べ、次の結果を
得た。

定理 15 ([河井 3, Theorem 1.1]). A3のすべての無限小変形は、2次まで非障害的
である。

Proof. SU(2) 不変な線形写像 T : S2(kerD) ⊗ kerD → R を T (V ⊙ V,W ) =⟨
d2

dt2
F (tV )

∣∣∣
t=0

,W
⟩
L2
と定める。nearly parallel G2 構造 φは、d ∗ φ = 0をみ

たすので、補題 12より kerD = CokerDである。よって補題 13より、すべての
無限小変形が 2次まで非障害的であることと、T ≡ 0となることは同値である。
Vkを SU(2)の (k + 1)次元複素既約表現とすると、[河井 2, Proposition 6.22]より
kerD ∼= V6 ⊕ V4 ⊕ V4 であった。このこととClebsch-Gordan分解を用いた計算に
より、T ≡ 0であることが示せる。

注意 16. この定理は、A3の無限小変形が非障害的かどうか決定したわけではない
ので、あまり強い結果ではない。3次以降の変形も調べるべきであるが、kerDの次
元が 34次元と高いので具体的な計算はかなり困難である。例えば、(1.2)をみると
kerDの 3次の項が入っているので、3次の変形を調べるためには dimS3(kerD) =(

34 + 3− 1

3

)
= 7140 次元分の量を扱わねばならない。また V = V1 ∈ kerDに

対してV2の取り方も一意ではないので、計算量は相当なものになる。おそらくまっ
たく別のアプローチが必要であると思われる。
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最近、[FLSV]により associative部分多様体の法束に値を持つ微分形式の空間に、
L∞代数の構造が入ることが示された。ケーラー多様体内の部分多様体の変形に関
する [Manetti2] やL∞代数の一般論を用いて、A3の変形を考えることができるの
かもしれない。
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