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1. 序章

本稿では、複素射影直線から複素 2次超曲面への調和写像の分類問題に関
する結果を紹介する。その証明は [5]および [6]に詳述されている。
調和写像の研究に対して、ここではゲージ理論を用いた手法、特にベクト

ル束、およびその接続の理論を用いる。そのために 、Grp(W )をベクトル空
間W 内の p次元部分空間のなすグラスマン多様体とする。同語反復束はW
をファイバーとする自明束の部分束とみなせるので、商束 Q → Grp(W ) を
考えることができる。この商束を普遍商束という。
W がエルミート内積を持つと仮定する。このとき、Q→ Grp(W ) にはファ

イバー計量と接続が定義される。
次に f : M → Grp(W )をリーマン多様体M から Grp(W )への写像とし、

普遍商束の引き戻し束 f∗Q→M と f∗Q→M の切断に作用するラプラス作
用素を考える。すると、球面への極小はめ込みに関する高橋の定理の一般化
として、M から Grp(W )への調和写像に関する特徴づけを得る (定理 2.1)。
高橋の定理の一般化を利用して複素射影直線CP 1からGrn(R

n+2)への調和
写像を分類する。

§3では, CP 1から Grn(R
n+2)への正則等長写像、およびケーラー角が一

定の Einstein-Hermitian (EH) 調和写像を分類する (定理 3.2)。（EH写像の
定義は次章で与えられる。）一つの結果として、後者のモジュライ空間が同
じ次数の正則等長写像のモジュライ空間と微分同相であることが判明する。
また定理 3.2から、偶数次数の SU(2)同変正則写像の一変数族が存在するこ
とがわかる。ここで、[4]において、CP 1からGrn(C

n+2)への次数が一定の
同変正則写像の一変数族が存在することが示されていることに注意する。し
かしながら、これら二つの同変正則写像には明確な違いが存在する。終域が
Grn(R

n+2)の場合には、f∗Q→ CP 1の誘導接続はゲージ変換の下、同じ軌
道に属している。ところが、終域がGrn(C

n+2)である場合には、どの二つの
誘導接続もゲージ同値ではない。実際、モジュライ空間 (0, c),（cは正数）は
CP 1の階数 2の複素ベクトル束上の不変接続のゲージ変換を法としたモジュ
ライ空間の部分集合とみなすこともできる。参考として、最後の章において
[4]の結果を引用する。
最後にこれらの研究の共同研究者である古賀勇氏、高橋正郎氏およびO.Macia

氏に感謝する。

2. 準備

本章の詳細に関しては [7] に譲る。
ベクトル空間W の（向き付けられた）p次元部分空間からなる実、もしく

は複素グラスマン多様体を Grp(W ) と表すことにする。S → Grp(W )を同
語反復束とする。W → Grp(W )をファイバーがW である自明束とすると,
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単射準同型 iS : S → W が存在するので、商束 Q → Grp(W )と自然な射影
πQ :W → Qを得る。Q→ Grp(W )を普遍商束という。
自然な射影 πQのため、W はQ → Grp(C

N )の切断のなす空間 Γ(Q)の部
分空間とみなすことが可能となる。このとき、πQ は evaluation mapといわ
れる。また、（正則）接ベクトル束 T → Grp(W ) は S∗ ⊗Qと同一視される。
次にW が（エルミート）内積を持つと仮定する。すると直交射影を考える

ことができるので、二つのベクトル束準同型を新たに定義することができる:
πS :W → S,　 iQ : Q→W。したがって S,Q→ Grp(W )にはファイバー計
量 hS、hQが定義される。特に、接束にはリーマン計量が誘導される。
ベクトル束準同型 iQ : Q → W により、Q → Grp(W ) の切断 tはW に値

を持つ関数 iQ(t)とみなされる。その微分 diQ(t)は次のような分解を持つ:

diQ(t) = πSdiQ(t) + πQdiQ(t).

右辺第 2項 πQdiQ(t)はQ→ Grp(W ) 上の接続∇Qを定義する。右辺第 1項
πSdiQ(t)はベクトル束の第 2基本形式Kを定め、Ktと表記される [2]。Kは
Hom(Q,S) ∼= Q∗ ⊗ Sに値を持つ 1形式となる。
同様にして S → Grp(W )上には接続∇S が定義され、第 2基本形式H :=

πQdiS を得る。H はHom(S,Q) ∼= S∗ ⊗Qに値を持つ 1形式となる。
また Levi-Civita接続は∇S と∇Qから誘導される接続と一致する。
f : M → Grp(W )をリーマン多様体M からの写像とする。このとき、引

き戻し束 f∗Q → M 上に誘導計量と誘導接続が定義される。また第 2基本形
式も引き戻されるが、これらは簡単のため同じ記号で表されるものとする：
H ∈ Γ(f∗T ∗ ⊗ f∗S∗ ⊗ f∗Q)、K ∈ Γ(f∗T ∗ ⊗ (f∗Q∗ ⊗ f∗S)。H とK をM
上の微分形式に制限すれば、H とKは f∗S →W と f∗Q→W に関する第 2
基本形式となる。ただし、ここではW =M ×W である。
M をm次元リーマン多様体とし、その局所直交枠を {ei}i=1,2,···mとする。

ベクトル束準同型A ∈ Γ (End f∗Q) を第 2基本形式の合成のトレースとして
定義する：

A :=
m∑
i=1

HeiKei .

ベクトル束 f∗Q → M の準同型 A ∈ Γ (End f∗Q) は写像 f : M → Grp(W )
の平均曲率作用素といわれる。また、誘導接続とM のリーマン構造を利用し
て定義される Γ(f∗Q)に作用するラプラス作用素を∆とおく。ここで、射影
W → f∗Qは線形写像W → Γ(f∗Q)を誘導することに注意する。
高橋の定理の一般化を紹介する。

定理 2.1. [7] f :M → Grp(W )をリーマン多様体M からN 次元線形空間W
の p次元部分空間のなすグラスマン多様体への写像とする。
このとき、次の二条件は同値である。

(1) f :M → Grp(W )は調和写像であり、かつA = −hIdf∗Qとなる関数 hが
存在する。
(2) ある関数 hが存在し、W の定義する任意の f∗Q → M の切断 tに対して
∆t = ht が成り立つ。
また、この二条件の下、|df |2 = (N − p)h が成り立つ。

グラスマン多様体への写像に対する二つの同値関係を導入する。
写像 f1 :M → Grp(W )と f2 :M → Grp(W )に対して、Grp(W )の等長写

像 ϕが存在して f2 = ϕ ◦ f1 が成立するときに、f1と f2は像同値（または合
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同）といわれる。Grp(W )の等長写像 ϕは、 ベクトル束Q → Grp(W )の同
型写像 ϕ̃を誘導することに注意する。

定義 2.2. 接続∇を持つベクトル束 V →M を固定する。引き戻し束 f∗Q→
M が V → M と同型になり、引き戻し接続が ∇ とゲージ同値になる写像
f : M → Grp(W ) を考える。写像 f とベクトル束の同型 ψ : V → f∗Q の組
(f, ψ)に対して次の同値関係を定義する。
グラスマン多様体Grp(W )の等長写像 ϕが存在して、f2 = ϕ ◦ f1と ψ2 =

ϕ̃◦ψ1 が成り立つときに、(f1, ψ1)と (f2, ψ2)はゲージ同値であるといわれる。

階数 q のベクトル束 V → M と Γ(V ) の N 次元部分空間 W に対して、
evaluation mapを次のように定義する：

ev :M ×W → V, ev(x, t) := t(x), x ∈M, t ∈W.

evが全射であるときに、f :M → GrN−q(W )を

f(x) = Ker evx, x ∈M,

と定義し、(V → M,W )による誘導写像と言うことにする。任意の写像 f :
M → Grp(W )は (f∗Q→M,W ) による誘導写像であることに注意する。
ベクトル束 V →M はファイバー計量を、W は内積を持つと仮定する。引

き戻し束 f∗Q → M を自明束M ×W における f∗S → M の直交補ベクトル
束とみなす。(V → M,W )による誘導写像に対して、ev∗ : V → f∗Qを考え
る。ここで、ev∗は evの随伴作用素をその終域を f∗Q→M と考えて得られ
る写像である。このとき、(f1, ev∗1)と (f2, ev

∗
2)がゲージ同値であるときに、誘

導写像 f1と f2はゲージ同値であるという。

定義 2.3. 平均曲率作用素に対して、ある実数 µが存在し、A = −µIdf∗Qを
みたすときに、写像 f : M → Grp(W )は Einstein-Hermitian (EH) 写像と
いわれる。

本稿では、線形写像W → Γ(f∗Q)が単射であるときに f を充満な写像と
いうことにする。

3. 複素 2次超曲面への調和写像

CPn+1内の（標準的な）複素 2次超曲面をRn+2の向き付けられた余次元
2の部分空間からなるグラスマン多様体 Grn(R

n+2)とみなす。Rn+2の向き
も固定すれば、普遍商束Q → Grn(R

n+2)にも向きが定義され、普遍商束は
正則直線束となる。Q→ Grn(R

n+2)上の標準接続の曲率形式をRQとおく。
Grn(R

n+2)のケーラー形式 ωn を、

RQ = −2π
√
−1ωn,

が成立するように定める。
この場合の EH 調和写像は次のように特徴づけられる。

命題 3.1. [5] f :M → Grn(R
n+2)を調和写像とし、i : Grn(Rn+2) → CPn+1

を標準的な埋め込みとする。このとき、f が EH写像であることと合成写像
i ◦ f :M → CPn+1 が定エネルギー密度関数をもつ調和写像であることは同
値な条件である。
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次にO(k) → CP 1 を次数が kのCP 1上の正則直線束とし、標準計量と標
準接続を持つものとする。CP 1のケーラー形式 ω とO(1) → CP 1の標準接
続の曲率R1は

R1 = −2π
√
−1ω,

をみたすものとする。
SU(2)の標準表現空間をC2とおき、SrC2をC2の r次対称積空間とする。

このとき、Γ(O(k))は次のように分解される:

(1) Γ(O(k)) =
∞∑
l=0

S|k|+2lC2.

各成分 S|k|+2lC2は標準接続によって定義されたラプラス作用素の第 l固有値
µ(k, l) := 2π{2l(|k|+ l + 1) + |k|}に対する固有空間となる。
f : CP 1 → Grn(R

n+2)に対して、引き戻し束 f∗Q → CP 1は引き戻し接
続から誘導される正則直線束としての構造を持つ。したがってある整数 kが
存在して、 正則直線束としての同型 f∗Q ∼= O(k)が成り立つ。この整数 kを
写像 f の次数という。
f : CP 1 → Grn(R

n+2) を充満な EH調和写像とし、定ケーラー角を持つ
とする。このとき、f の次数が kであるならば、

f∗ωn = kω

が成り立つ。故に f∗Q→ CP 1の引き戻し接続はO(k) → CP 1 の標準接続と
ゲージ同値である。定理 2.1より、Rn+2はラプラス作用素の固有空間の部分空
間であることがわかる。したがって、非負整数 lが存在してRn+2 ⊂ S|k|+2lC2

が成り立つ。lを Einstein-Hermitian (EH) 定数という。再び定理 2.1を利用
すれば |df |2 = 2µ(k, l) = 4π{2l(|k|+ l + 1) + |k|} であることがわかるので、
f のケーラー角を θとおけば、

cos θ =
k

µ(k, l)
=

k

2π{2l(|k|+ l + 1) + |k|}
が成り立つ。

Rn+2内の向き付けられた n次元部分空間の向きを逆向きにすることによ
り得られるグラスマン多様体の写像を τ : Grn(R

n+2) → Grn(R
n+2) とお

く。定義から τ : Grn(R
n+2) → Grn(R

n+2) は等長写像となる。以下では
f :M → Grn(R

n+2)と合成写像 τ ◦ f :M → Grn(R
n+2) を区別しない。

定理 3.2. [5] 写像 f : CP 1 → Grn(R
n+2) を定ケーラー角を持つ充満な EH

調和写像であるとする。また、その次数を k、EH定数を lとする。このとき、

n ≤ 2(|k|+ 2l)

が成り立つ。
次に n = 2(|k| + 2l)とし、Mk,l を上記性質を持つ写像のゲージ同値類に

よるモジュライ空間とする。

(1) Mk,lは
⊕2r≦|k|+2l

r=l+1 S2(|k|+2l−2r)C2 内の有界な開凸体とみなすことが
出来る。

(2) 表現空間の直和に定義された標準内積（L2 内積）から誘導された位
相の下、Mk,lをコンパクト化した空間をMk,l とおく。Mk,lの境界
上の点は、ある全測地的部分多様体

Grp(R
p+2) ⊂ Gr2(|k|+2l)(R

2(|k|+2l+1)), p < 2(|k|+ 2l)
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とGrp(R
p+2)への定ケーラー角を持つ充満な EH調和写像を表す。

(3) 全測地的部分多様体 Grp(R
p+2)は (Rp+2)⊥ ⊂ Γ(Q)に属する Q →

Gr2(|k|+21)(R
2(|k|+2l+1))の切断の共通零点となる。

f∗Q → CP 1 上の標準接続のホロノミー群の構造群内での中心化群 S1 は
Mk,lに作用するので、次を得る。

定理 3.3. [5] Mk,l を次数 k、EH定数 lの定ケーラー角をもつ充満な EH調
和写像CP 1 → Gr2(|k|+2l)(R

2(|k|+2l+1)) の像同値類によるモジュライ空間と
する。このとき、Mk,l = Mk,l/S

1となる。

定理 3.2、3.3から得られる結果を紹介する。

定理 3.4. [5] Mk,0とMk,lは微分同相となる。

なお、定義によりMk,0は正則等長写像CP 1 → Gr2k(R
2(k+1))のゲージ同

値類によるモジュライ空間である [6]。
また、次数が偶数であるときに、Mk,l ∩C は 1次元であり、Cは SU(2)の

自明な表現空間であることから、EH定数 lの定ケーラー角をもつ充満な EH
同変調和写像CP 1 → Gr2(|k|+2l)(R

2(|k|+2l+1)) の 1パラメータ族が存在する
ことがわかる。
特に次数が 0の場合を考える。この時、定義から

f∗ωn = 0

であるので、写像 f は全実である。また、普遍商束の引き戻し束は階数 2の
自明束であり、その引き戻し接続は積接続とゲージ同値であることもわかる
ので、次の定理を得る。

定理 3.5. f : CP 1 → Grn(R
n+2) を充満な EH定数 lの EH全実極小はめ込

みとすれば、n = 4lであり、f は標準写像と像同値である。

ここで、標準写像 f0を定義する。

Γ(O) =

∞∑
r=0

S2rC2

であったので、第 l固有空間 S2lC2 (dimS2lC2 = 2l + 1)をとる。
S2lC2は固定部分群U(1) (⊂ SU(2))表現として、

S2lC2 = C2l ⊕C2l−2 ⊕ · · · ⊕C0 ⊕ · · · ⊕C−2l

と分解される。この時、f0 : CP 1 → Gr4l(R
4l+2) を

f0([g]) = gC⊥
0 ⊂ S2lC2 = R4l+2, g ∈ SU(2)

と定義する。

定理 3.6. [3](J.Wang-X.Jiao) f : CP 1 → Grn(R
n+2) (n ≦ 5) を充満な全実

極小はめ込みとすれば、n = 2, 4であり、剛性が成立する。

予想 [3] n ≧ 6でも剛性が成立するであろう。
J.Wang-X.Jiaoの構成した全実極小はめ込み f1 : CP

1 → Gr2m(R2m+2)を
紹介する。S2mC2は実構造を持つので、不変実部分空間R2m+1をとること
ができる。再び、R2m+1をU(1)分解すれば、

R2m+1 = C2m ⊕C2m−2 ⊕ · · · ⊕R0
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ここで、f1 : CP 1 → Gr2m(R2m+2)を

f1([g]) = gR⊥
0 ⊂ R2m+1 ⊕R, g ∈ SU(2)

と定義する。

補題 3.7. f0 : CP 1 → Gr4l(R
4l+2) と f1 : CP 1 → Gr2m(R2m+2) は、

4l = 2mであっても、像同値ではない。

それぞれの平均曲率作用素をA0, A1とすれば、

A0 = −e(f0)
2

Id, A1 = −
(
e(f1) 0
0 0

)
.

さらに、∇A1 = 0であることもわかる。
そこで、detA = 0, ∇A = 0をみたす全実極小はめ込みの分類が問題と

なる。

定理 3.8. f : CP 1 → Grn(R
n+2) を充満な全実極小はめ込みで、その平均曲

率作用素Aが
detA = 0, ∇A = 0

をみたすとする。この時、ある自然数mが存在し、fはf1 : CP
1 → Gr2m(R2m+2)

と像同値となる。

4. 複素グラスマン多様体への同変正則写像

本節ではCP 1からCn+2内の余次元 2の部分空間からなる複素グラスマン
多様体Grn(C

n+2)への同変正則写像の分類を紹介する。なお、§3の記法を本
節でも用いる。
f : CP 1 → Grn(C

n+2) を SU(2)同変な正則写像とする。すると f∗Q →
CP 1 上の引き戻し接続は SU(2)不変接続となる。ωn を Grn(C

n+2)のケー
ラー形式とすると、その引き戻し f∗ωnはCP 1の不変 2形式となる。f∗ωnは
引き戻し束の第 1Chern類を代表することに注意すれば、非負整数 kが存在
して、f∗ωn = kω が成り立つことがわかる。この kを f の次数という。そこ
で、CP 1上の階数 2のベクトル束上の不変接続を分類することにする。
そのためにO(1) → CP 1のO(−1) → CP 1によるベクトル束の拡張の概念

を用いる。そのような拡張は拡張類といわれるH1
(
CP 1;O(1)∗ ⊗O(−1)

)
=

H1
(
CP 1;O(−2)

)
の元により一意的に定まる [1]。またBott-Borel-Weilの定

理からH1
(
CP 1;O(−2)

)
= C であることがしたがう。したがって求める拡

張類は a ∈ Cと表され、ベクトル束の完全列を得る:

(2) 0 → O(−1) → Va → O(1) → 0.

定義から Va → CP 1はO(−1)⊕O(1) → CP 1から誘導される非自明な SU(2)
作用を持つ。このとき、拡張類によって得られる接続∇aは不変接続となる。
拡張類 aに対して∇aは∇|a|とゲージ同値であることが示される。したがっ

てゲージ同値を法として不変接続を分類する場合には、aは非負実数として一
般性を失わない。正則直線束O(k) → CP 1 の標準接続はO(k) → CP 1上の
ただ一つの不変接続なので、Va(k) := Va ⊗O(k) → CP 1も∇aと標準接続か
ら誘導された不変接続を持つ。この不変接続も∇a と表すことにする。

定理 4.1. [4] V → CP 1 をCP 1の SU(2)作用の持ち上げとなる SU(2)作用
を持つ階数 2の正則ベクトル束とする。V → CP 1の正則ベクトル束として
の構造が不変接続により誘導されているならば、V は標準接続を持つ二つの
正則直線束の直和か、もしくは不変接続∇aを持つ Va(k) → CP 1 にゲージ同
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値である（a ≧ 0）。これらのベクトル束同型は群作用を保つようにとること
ができる。

SU(2)表現空間 SkC2のユニタリー基底を wk
p , （p = 0, 1, · · · , k）と表す。

定理 2.1と定理 4.1から次を得る。

定理 4.2. [4] f : CP 1 → Grn(C
n+2)を充満な次数 lの同変正則埋め込みとす

る。このとき、l > 0であり、次の三つの場合の内、一つが成立する。
(1) n = lが成り立つ。さらに k1 + k2 = lをみたす非負整数 k1と k2が存在
し、Cn+2は SU(2)表現空間として Sk1C2 ⊕ Sk2C2 と同一視される。写像 f
は以下のように定義される fk1,k2 と像同値である。

fk1,k2([g]) = gUk1 ⊕ gUk2 , Uki = Span
⟨
wki
p

∣∣∣ 1 ≦ p ≦ ki

⟩
, i = 1, 2.

(2) n = lが成り立つ。さらに 2k = lをみたす正整数 kと実数 a ∈ (0,
√
k + 1)

が存在して、以下をみたす。Cn+2 はSU(2)表現空間としてSk−1C2⊕Sk+1C2

と同一視される。写像 f は以下のように定義される faと像同値である。

fa([g]) = gUa,

Ua = Span
⟨
wk−1
p ,wk+1

q ,−awk−1
0 +

√
k + 1− a2wk+1

1∣∣∣1 ≦ p ≦ k − 1, 2 ≦ q ≦ k + 1
⟩
.

(3) 2n = lが成り立つ。さらに 2k = lをみたす正整数 kが存在し、Cn+2 は
SU(2)表現空間として Sk+1C2 と同一視される。写像 f は以下のように定義
される f√k+1と像同値である。

f√k+1([g]) = gU, U = Span
⟨
wk+1
q

∣∣∣ 2 ≦ q ≦ k + 1
⟩
.

注意. fk1,k2 と fa (a2 ∈ [0, k + 1])による普遍商束の引き戻し束はそれぞれ標
準接続を持つO(k1)⊕O(k2) → CP 1、不変接続∇aを持つ Va(k) → CP 1と
ゲージ同値である。
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