
対称空間のグラスマン幾何的曲面論

内藤博夫　　 (部分多様体幾何とリー群作用２０１８　 9月 3日)

概要「グラスマン幾何」は，接空間に対して与えられた制約条件下で，部分多様体を考察するという

部分多様体論で，局所的には，準線形一階偏微分方程式系の解の研究に繋がっている．このような考

え方が既にあったことは容易に想像されるが，「グラスマン幾何」というネーミングは，R. Harvey-B.

Lawson [1] の論文”Caribrated geometries”(1980) の中で初めて使われたようである．グラスマン幾何

の枠組みの代表的な活用例として上記のキャリブレーションの幾何学や J. M. Landsberg [2] による

一階偏微分方程式系によって定義される Rn の極小部分多様体の枠組み研究が知られているが，ここ

ではリーマン等質空間の等質部分多様体の枠組み研究にグラスマン幾何を活用することを目指す．等

質部分多様体の分類理論では，B. Dynkin [3] による複素半単純リー代数の複素半単純リー部分代数の

分類理論 (1952) から，コンパクト半単純リー群の閉リー部分群の局所的分類が得られている．この延

長線上に，等質リーマン多様体の等質部分多様体の分類問題がある．これに関連して，これまで，定

曲率空間や階数１リーマン対称空間など個別の等質リーマン多様体に対して，その等質部分多様体の

分類問題が研究されてきた．等質部分多様体の分類問題は，グラスマン幾何の枠組みを通してうまく

定式化（軌道型グラスマン幾何の導入 [17]）することができ，等質部分多様体を形式的に類別するこ

とができる．類別された形式的な部分多様体の族は，個々それぞれに，Ｏ-幾何と呼ばれ，Ｏ-幾何に

おける最初の問題は，(1) 与えられたＯ-幾何に真に部分多様体が存在するか否かを判別することであ

る．これは付随する準線形偏微分方程式系の解の存在・非存在を明らかにすることに他ならない．そ

の後，次の段階として，(2) 実質的なＯ-幾何に典型的な部分多様体（例えば，極小部分多様体や等質

部分多様体など）が存在するかを考察することが課題になる．これは，言わば，上記の解の性質を調

べることに他ならない．特に，等質部分多様体の存在問題が解明できれば，等質リーマン多様体にお

ける等質部分多様体の存在状況あるいは分布状況を把握できるのではないかと考えた．このような考

えに立って，これまで 3 次元リーマン等質空間，特に左不変計量を持つ 3 次元リー群の曲面論を上記

(1), (2) の観点から考察してきた．このような空間は J.Milnor [13] 等によって様々な具体的計算がで

きるリーマン等質空間として知られている．この講演では，このような空間に対するこれまでの知見

に立って，リーマン対称空間の（特に曲面に関する）Ｏ-幾何について得られた現状と今後の課題につ

いて報告したい．
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§.1 軌道型グラスマン幾何と等質部分多様体

初めにグラスマン幾何の枠組みについて説明する．M を滑らかな m 次元多様体，s を

1 ≤ s ≤ m− 1 を満たす自然数とし，Grs(TM) を M 上のグラスマン束とする．各点 p ∈ M

に対して，そのファイバー Grs(TpM) は点 p の接空間 TpM の s 次元線形部分空間全体のな

すグラスマン多様体である．グラスマン束 Grs(TM) の部分集合 Σ を固定する. M の s 次

元連結部分多様体 S が Σ-部分多様体であるとは，S の接空間 TpS, p ∈ S, がすべて Σ に属

するときにいい，そのような Σ-部分多様体の族を Σ-幾何という．グラスマン幾何は，この

ような Σ-幾何の総称である．

この解説では，リーマン等質空間の等質部分多様体をモデルとするグラスマン幾何の枠組み

を考える．M を連結等質リーマン多様体とし, その等長変換群の単位元連結成分 G をグラス

マン束 Grs(TM) に等長変換の微分を通して作用させる．この作用の G-軌道 O ⊂ Grs(TM)

を１つ固定する．G は M に推移的に作用するから, O は M 上の等質束となる．Σ = O と

するときのグラスマン幾何を O-幾何といい，M の (s 次元) Σ-部分多様体をO-部分多様体

という．また，このようなグラスマン幾何を軌道型グラスマン幾何 という．M の連結部分多

様体 S が等質部分多様体 であるとは，S の任意の２点 p, q に対して，g(S) = S, g(p) = q

となる g ∈ G が存在するときに言い，そのとき M の任意の連結等質部分多様体は，∃ 軌道

O に対するO-部分多様体になる．概要で述べたように，軌道型グラスマン幾何の基本的な課

題は, (1) O-部分多様体が存在する軌道O の決定, 次に，(2) このような O-幾何に対する部

分多様体論の構築である.

特に，等質 O-部分多様体を許容する軌道 O の決定は，軌道空間におけるそのような軌道の

分布状況を知ることになり，等質部分多様体の分類に対する最初のアプローチと考えられる．

リーマン対称空間の等質部分多様体の分類問題への最初のアプローチは，Dynkin [3] (1959)

から得られる単連結コンパクト半単純リー群（これは両側不変計量によってリーマン対称空

間になる）の閉リー部分群（全測地的等質部分多様体）の分類と考えられる．その後，D.S.P.

Leung [4] [5] によるリーマン対称空間の鏡映部分多様体の分類理論 (1979) と考えられる．こ

れはリーマン対称空間の対合の固定点集合を分類するもので，そのような集合は特別な全測

地的等質部分多様体になる．この分類は，また，M. Berger [6] による半単純アフィン対称空

間の分類理論 (1957) とも密接に関連している．また，これらに関連する最近の結果として，

井川 [7] による対称三対と Hermann 作用の研究がある．そのほか，複素射影空間の等質ケー

ラー部分多様体の分類（高木-竹内 [8]) など個別のリーマン対称空間における等質部分多様体

の分類や平行部分多様体や対称部分多様体 ([22],[12])など適切な条件下での等質部分多様体

の分類が知られている．
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§.2 対称空間の O-部分多様体と包含的局所線形分布

M を単連結リーマン対称空間，o ∈ M とし，等長変換群の単位元連結成分 G の等質空間

G/K として表す．K は基点 o の連結なイソトロピー部分群である．g = k ⊕ p を G のリー

代数 g の 標準分解とし，接空間 ToM を線形空間 p と同一視する．また，K の ToM への

微分作用を p への随伴作用 Ad(K)|p で表す．

1 ≤ s ≤ m = dimM を固定して，M の s 次元連結部分多様体 S に関する O-幾何を考

える．M は G-等質空間だから，軌道 O 全体がなす G-軌道空間 G \ Grs(TM) は, s 次元

接空間の基点 o への等長移動によって K \ Grs(p) と同一視される．今後，K \ Grs(p) を

G \ Grs(TM) のパラメータ空間と考える．

以下，O ∈ G \Grs(TM) を固定し，M の O-部分多様体の存在問題（軌道型グラスマン幾

何の基本的問題 (1)) を考える．そのために，D ∈ O となる M 上の局所線形分布 D = {Dp}

を構成し，D が包含的であることを示せば，その積分多様体はO-部分多様体になる．逆に，

O-部分多様体 S が与えられれば，M がリーマン等質空間だから，S の任意の点 p の周りに

S と局所合同となるリーフを持つ局所葉層構造 F を定めることができる．F の接空間から

なる局所線形分布 D′ は包含的となる．従って，先ず，基点 o の周りに，D ∈ O となる局所

線形分布 D を構成する．

M 3 p に対して, Op = O ∩ Grs(TpM) とおく．基点 o から周りの点 p への測地線に

沿った平行移動を Pop とする．M はリーマン対称空間だから，Pop はある等長変換の微分

として実現されることに注意する．従って, Pop(Oo) = Op である．軌道 O のパラメータ

を Q = Oo ∈ K \ Grs(p) とおくとき，D ∈ O となる基点 o の周りの s 次元局所線形分布

D = {Dp} に対して，局所写像 QD : M 3 p → (Top)−1(Dp) ∈ Q が定まる．Q は K-軌道だ

から，Vo = Do ∈ Q と置くとき，Θ(o) = 0 を満たす基点 o の周りの局所関数 Θ : M → k が

存在して，o の周りの点 p に対して QD(p) = Ad(expΘ(p))(Vo) を満たす．

以下，基準部分空間 Vo ∈ Q ⊂ Grs(p) を任意に１つ固定し，o の周りの Θ(o) = 0 を満た

す局所関数 Θ : M → k に対して, 局所線形分布DΘ = {DΘ
p } を DΘ

p = Pop(Ad(expΘ(p))Vo)

と定める．つぎに {e1, · · · , es} を Vo の基底とし、これに付け加えて p の基底 {e1, · · · , em}

を取り，さらに M 上の局所ベクトル場 Ei, XΘ
i (1 ≤ i ≤ m) を (Ei)p = Pop(ei), (XΘ

i )p =

Pop(Ad(expΘ(p))ei) とおく．このとき, ベクトル場 {XΘ
1 , · · · , XΘ

s } は，線形分布 DΘ の基底

をなす. このとき局所線形分布 D が包含的であるための条件を，未知関数 Θ : M → k に関

する準線形 1階偏微分方程式系で記述することを考える．
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§.3 包含的線形分布と１階準線形偏微分方程式系

先ず，未知関数 Θ とは無関係に，一般の M 上の s 次元線形分布 D が包含的になるため

の条件について考える．

補題. D をM 上の基点 o の周りの s 次元線形分布，{X1, · · · , Xs} を D の基底とする．この

とき D が包含的, i.e., [D,D] ⊂ D であるための必要十分条件は X1 ∧ · · · ∧Xs ∧ [Xi, Xj ] = 0

(1 ≤ i, j ≤ s) である.

{E1, · · · , Em}をM 上の基底場とし，Xi =
∑m

i=1 aj
iEj (1 ≤ i ≤ s)，[Ei, Ej ] =

∑m
k=1 ck

ijEk

(1 ≤ i, j ≤ m)と置く. このときX1∧· · ·∧Xs∧[Xi, Xj ] =
∑

aj1
1 · · · ajs

s Ej1∧· · ·∧Ejs∧[Xi, Xj ].

さらに [Xi, Xj ] = [
∑

k ak
i Ek,

∑
` a`

jE`] =
∑

ak
i a

`
jc

h
k`Eh+

∑
ak

i (Eka
`
j)E`−

∑
a`

j(E`a
k
i )Ek より

X1 ∧ · · · ∧ Xs ∧ [Xi, Xj ] =
∑

aj1
1 · · · ajs

s ah
ijEj1 ∧ · · · ∧ Ejs ∧ Eh.

ここで ah
ij =

∑
ak

i a
`
jc

h
k` + ak

i (Eka
h
j ) − a`

j(E`a
h
i ) であり，各 {i, j} ことに ah

ij = ah
s+1 と見な

せば，X1 ∧ · · · ∧ Xs ∧ [Xi, Xj ] =
∑

aj1
1 · · · ajs

s a
js+1

s+1 Ej1 ∧ · · · ∧ Ejs ∧ Ejs+1 と書ける. ここで

(s + 1) × m 行列 A(ij) を A(ij) = (a`
k) と置けば

X1 ∧ · · · ∧ Xs ∧ [Xi, Xj ] =
∑

1≤h1<···<hs+1≤m

det(ah`
k )`=1,··· ,s+1

k=1,··· ,s+1Eh1 ∧ · · · ∧ Ehs+1 .

従って X1 ∧ · · · ∧ Xs ∧ [Xi, Xj ] = 0 は rank A(ij) ≤ s を意味し，X1, · · · , Xs は 1次独立だ

から rank A(ij) = s が従う．従って, 次の補題が成り立つ．

補題. 線形分布 D が包含的てある必要十分条件は，rank A(i,j) = s である．

つぎに基底場 {E1, · · · , Em} の取り方を基点 o において

(Xk)o = (Ek)o (1 ≤ k ≤ s), i.e., ah
k(o) = δh

k (1 ≤ k ≤ s, 1 ≤ h ≤ m)

を満たすように取る．このとき A(i, j)(o) の第１～s 列は１次独立となるので，基点 o の周り

で A(i,j) の第１～s 列は１次独立としてよい．よって，A(i,j) = (a1 · · ·am) と列ベクトルで表

示すれば s + 1 ≤ h ≤ m に対して ah =
∑s

r=1 λh
ra

r を満たす o の周りの関数 λh
r (1 ≤ r ≤ s,

s + 1 ≤ h ≤ m) が存在する．従って次の関係式が成立する．

命題. 1 ≤ i, j ≤ s, s + 1 ≤ h ≤ m に対して

(1) ah
` =

∑s
r=1 λh

rar
` (1 ≤ ` ≤ s) 及び

(2) ah
s+1 =

∑s
r=1 λh

rar
s+1, i.e.,

m∑
k,`=1

{ch
k`a

k
i a

`
j + ak

i (Eka
h
j ) −

∑
a`

j(E`a
h
i )} =

s∑
r=1

λh
r [

m∑
k,`=1

{cr
k`a

k
i a

`
j + ak

i (Eka
r
j) − a`

j(E`a
r
i )}]
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(1) を (2) に代入して整理すれば次の命題が成り立つ. 1 ≤ p, ` ≤ s, s + 1 ≤ h ≤ m,

1 ≤ a ≤ m に対して

αa
p`(c, λ) = ca

p` +
∑

s+1≤k≤m

(ca
k`λ

k
p − ca

kpλ
k
` ) + (1/2)

∑
s+1≤k,t≤m

ca
kt(λ

k
pλ

t
` − λt

pλ
k
` )

βh
p`(c, λ,Eλ) = αh

p`(c, λ) + (Epλ
h
` ) − (E`λ

h
p)

+
∑

s+1≤k≤m λk
p(Ekλ

h
` ) −

∑
s+1≤k≤m λk

` (Ekλ
h
p) −

∑s
r=1 λh

rαr
p`(c, λ)

と置く．このとき αa
p`(c, λ) + αa

`p(c, λ) = 0, さらに βh
p`(c, λ,Eλ) + βh

`p(c, λ,Eλ) = 0 が成り立

つ．ここで α∗
∗∗(c, λ), β∗

∗∗(c, λ,Eλ) はそれぞれ c∗∗∗, λ∗
∗, E∗λ

∗
∗ に依存することを表す．また s

次歪対称行列 βh(c, λ,Eλ), s 次正方行列 A を βh(c, λ,Eλ) = (βh
p`(c, λ,Eλ)), A = (ap

i ) と置

く．このとき

命題. 1 ≤ i, j ≤ s, s + 1 ≤ h ≤ m に対して
∑s

p,`=1 βh
p`(c, λ,Eλ)ap

i a
`
j = 0 , i.e., A βh tA = 0

が成り立つ．さらに，A(o) が単位行列だから，基点 o ∈ M の近傍で βh = 0 が成り立つ．

さらに 1 ≤ a ≤ m に対して m 次歪対称行列 Ca とその分割，s × (m − s) 行列 λ, m × s

行列 (Eλ)a とその分割を

Ca = (ca
ij) =

 Ca
11 Ca

12

Ca
21 Ca

22

 ;
Ca

11 : s 次正方行列, Ca
12 : s × (m − s) 行列,

Ca
21 : (m − s) × s 行列 Ca

22 : (m − s) 次正方行列,

λ = (λk
p), (Eλ)a = (Ebλ

a
p) =

 (E′λ)a

(E′′λ)a

 ;
(E′λ)a : s 次正方行列,

(E′′λ)a : (m − s) × s 行列

と置く．また s 次正方行列 γh(c, λ,Eλ) を

γh(c, λ,Eλ) = (1/2)Ch
11 + λCh

21 + λ Ch
22

tλ + (E′λ)h + λ(E′′λ)h

−(1/2)
∑s

r=1 λh
rCr

11 − λ
∑s

r=1 λh
rCr

21 + (1/2)λ(
∑s

r=1 λh
rCr

22)
tλ

+
∑s

r=1 λh
r (E′λ)r + λ

∑s
r=1 λh

r (E′′λ)r

と置く．このとき βh
∗∗(c, λ,Eλ) に αa

∗∗(c, λ) を代入して整理すれば

βh(c, λ,Eλ) = γh(c, λ,Eλ)− t(γh(c, λ,Eλ))を得る．従って基点 o ∈ M の近傍で γh(c, λ,Eλ)

は s 次対称行列になる．以上を纏めると

定理. s 次対称行列 γh(c, λ,Eλ) は，s(m − s) 個の未知関数 λ = (λh
p) に関する (m − s) ×

s(s − 1)/2 個の準線形１階偏微分方程式系と見なせる．このとき，この方程式系の基点 o の

周りの局所解 λ と局所 s 次正則行列 A = (ap
i ) に対して

ah
` =

∑s
r=1 λh

rar
` (1 ≤ ` ≤ s, s + 1 ≤ h ≤ m), X` =

∑m
a=1 aa

`Ea (1 ≤ ` ≤ s),

D : p → Dp =< (X1)p, · · · , (Xs)p >R
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と置けば，D は o の周りの包含的 s 次元局所線形分布になる．逆に o の周りの包含的 s 次

元局所線形分布はこのようにして構成できる．

注意. 未知関数 λ = (λh
p) の個数 s(m − s) はグラスマン多様体 Grs(Rm) の次元に等しい.

§.4 グラスマン多様体の局所座標と O-軌道の表現

最初にグラスマン多様体の標準的な局所座標を定義する．p の (線形)基底 {e1, · · · , em} を

固定する．Grs(p) 3 V に対して V の基底 {v1, · · · , vs}をとり，(v1, · · · , vs) = (e1, · · · , em)P

とおく．ここで m× s 行列 P を P = (p1, · · · , ps) と表せば，列ベクトル p1, · · · , ps ∈ Rm は

１次独立となる．今，V̂ =< p1, · · · , ps >R∈ Grs(Rm) とおく．このとき, ι : Grs(p) ∈ V →

V̂ ∈ Grs(Rm) は V の基底の取り方によらず定義可能になる．今, s-ベクトルの空間 Fs(Rm)

を Fs(Rm) = {F = (f1, · · · , fs) | f1, · · · , fs ∈ Rmは１次独立 } とし，F, F ′ ∈ Fs(Rm) に

対して ∃g ∈ GL(s, R) が存在して F ′ = Fg となるとき, F ∼ F ′ は同値と記し, その同値類

を [F ] で表す．このとき写像 Fs(Rm)/ ∼3 [F ] → V =< f1, · · · , fs >R∈ Grs(Rm) によって

Grs(Rm) は Fs(Rm)/ ∼ と同一視される．

今，1 ≤ i1 < · · · < is ≤ m となる組 (i1, · · · , is) に対して，Grs(Rm) の開集合 U (i1,··· ,is)

を U (i1,··· ,is) = {F = (f1, · · · , fs) ∈ Fs(Rm) | (tF )(i1,··· ,is)が正則行列 }，写像 ϕ(i1,··· ,is) :

U (i1,··· ,is) → M(s,m−s; R) = Rs(m−s) をϕ(i1,··· ,is)(F ) = [(tF )(i1,··· ,is)]
−1(tF )

(i1,··· ,is) とおく．

ここで，(tF )(i1,··· ,is) は (tF )の第 i1, · · · , is 列の作る s次小行列，(tF )
(i1,··· ,is) は (tF )から第

i1, · · · , is 列を取り除いてできる s×(m−s)小行列とする．このとき，組 (U (i1,··· ,is), ϕ(i1,··· ,is))

はグラスマン多様体 Grs(Rm) の局所座標を与える．特に s = 1 の場合, Gr1(Rm) は (m− 1)

次元実射影空間となり, (U (i), ϕ(i)) は斉次座標から定まる実射影空間の良く知られた座標で

ある．

次に未知関数 λ = (λh
p) の幾何学的意味について考える．さて，s 次元線形分布 D の場合

に話を戻そう．まず, λh
r (1 ≤ r ≤ s, s + 1 ≤ h ≤ m) の定義を思い出す．{X1, · · · , Xs} を

D の基底とし, (X1, · · · , Xs) = (E1, · · · , Em)A と置き，さらに (tA) = (a1, · · · ,am) と列

ベクトル表示する. ここで (tA)(1,2,··· ,s) は正則として良かった. このとき ah =
∑s

r=1 λh
ra

r,

i.e., (as+1, · · · ,am) = (a1, · · · ,as)(λh
r ), i.e., (tA)

(1,2,··· ,s) = (tA)(1,2,··· ,s)(λh
r ). 従って，A ∈

U (1,2,··· ,s) で，(λh
r ) = ((tA)(1,2,··· ,s))−1(tA)

(1,2,··· ,s) = ϕ(1,2,··· ,s)(A) となる．従って (λh
r ) ∈

Rs(m−s) はGrs(Rm) の斉次座標である.

注意. s 次元線形分布 D の基底 {X1, · · · , Xs} を別の基底 {X ′
1, · · · , X ′

s} に取り換えたとき，

それぞれ対応する λ, λ′ は変わらない, i.e., λh
p = (λ′)h

p . これは，局所座標 λ が D だけに依

存していることに他ならない．実際,基底 {E1, · · · , Em} を固定するとき，各点 p において
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< (X1)p, · · · , (Xs)p >R=< (X ′
1)p, · · · , (X ′

s)p >R だから，(X ′
1, · · · , X ′

s) = (X1, · · · , Xs) tP

となる s 次正則行列 P がとれる．m × s 行列 A, A′ を (X1, · · · , Xs) = (E1, · · · , Em)A,

(X ′
1, · · · , X ′

s) = (E1, · · · , Em)A′ と置けば，このとき A′ = A tP . 従って [A′] = [A], i.e.,

λ′ = ϕ(1,··· ,s)(A′) = ϕ(1,··· ,s)(A) = λ となる．

次に，Grs(p) 3 V0 とし，V0 の Ad(K)-軌道 Ad(K)V0 の V0 の周りの局所表現をGrs(p) ∼=

Grs(Rm)の局所座標 (U (1,··· ,s), ϕ(1,··· ,s))を通して表す．今までのように, Vo =< e1, · · · , es >R

となる p の正規直交基底 {e1, · · · , em} をとり， ι : Grs(p) 3 V → V̂ ∈ Grs(Rm) に

よって Grs(p) を Grs(Rm) と同一視する．k ∈ K に対して，Ad(k)ej =
∑m

i=1 Oj
i (k)ei,

i.e., O(k) = (Oj
i (k)) と置き (Ad(k)e1, · · · , Ad(k)em) = (e1, · · · , em)O(k) と表す．このとき

ρ : K 3 k → O(k) ∈ SO(m) は忠実表現, i.e., ρ : K ∼= O(K) である．

さらに， O(k) = (O1(k), · · · , Om(k)) と列ベクトルで表示し V = Ad(k)Vo と置く．こ

のとき V =< Ad(k)e1, · · · , Ad(k)es >R だから V̂ =< O1(k), · · · , Os(k) >R となる．特に，

k = ε を K の単位元, Em をm 次単位行列，Em = (ε1, · · · , εm) とすれば，O(ε) = Em で

V̂o =< O1(ε), · · · , Os(ε) >R=< ε1, · · · , εs >R となる. 次に, F (k) = (O1(k), · · · , Os(k)) と

置く．F (k) は m × s 行列である．このとき ϕ(1,··· ,s)(F (k)) = λ(F (k)) = λ(k) と記す．この

とき軌道 Ad(K)V0 は V0 の周りで次のように表される．

命題. ϕ(1,··· ,s)(Ad(K)V0 ∩U (1,··· ,s)) = {λ(k) ∈ M(s,m− s; R)| k ∈ K : (tF (k))(1,··· ,s) 正則 }.

特に ϕ(1,··· ,s)(Vo) = λ(ε) = 0 ∈ M(s, m − s; R) である．

つぎに，K のリー代数 k の基底を {t1, · · · , t`} とし，ad(tα)ej =
∑m

i=1(tα)i
jei (1 ≤ α ≤ `,

1 ≤ j ≤ m), i.e., Tα = ((tα)i
j) と置けば (ad(tα)e1, · · · , ad(tα)em) = (e1, · · · , em)Tα と表せ

る．Tα は m 次歪対称行列である．また, {y1, · · · , y`} を基底 {t1, · · · , t`} に付随する座標関

数とし，k 3 y を y =
∑`

α=1 yαtα と表す. このとき ad(y) の表現行列は
∑

1≤α≤` yαTα で

Ad(exp y) = ead(y) だから，Ad(exp y)の表現行列は e
P

1≤α≤` yαTα となる. 従って O(exp y) =

e
P

1≤α≤` yαTα となる．

さらに m 次正方行列 E[s,0], E[0,m−s] をE[s,0] =
[

Es 0

0 0

]
, E[0,m−s] =

[
0 0

0 Em−s

]
,

Π : M(m; R) 3 X =
[

X11 X12

X21 X22

]
→ X12 ∈ M(s,m − s; R) とし λ(y) = λ(e

P

1≤α≤` yαTα) と

置けば

λ(y) = Π
(
[E[s,0] ·t (e

P

1≤α≤` yαTα · E[s,0]) + E[0,m−s]]−1 ·t (e
P

1≤α≤` yαTα · E[s,0])
)

= Π
(
[E[s,0] · (e−

P

1≤α≤` yαTα) + E[0,m−s]]−1 · E[s,0] · (e−
P

1≤α≤` yαTα)
)

と表される．特に λ(0) = 0 で (λ∗)0(∂/∂yα) ∼= −(ad(tα)|V0)
V ⊥
0 . 従って Ker(λ∗)0 = kV0 と置

けば TV0(Ad(K)V0) ∼= k/kV0 となる．
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§.5 グラスマン幾何的曲面

今から s = 2 の場合を考える．このとき準線形１階偏微分方程式系の個数は m − 2, 未知

関数 λ = (λh
p) の個数は 2(m − 2) で，このとき偏微分方程式系は次のように整理できる．

(＊)
m∑

i=1

{λi
1Ei(λh

2)−λi
2Ei(λh

1)}+
m∑

i,j=1

uh
ij(c, λ)λi

1λ
j
2+vh(c, λ) = 0 (3 ≤ h ≤ m).

ここで uh
ij(c, λ) = ch

ij − λh
1c1

ij − λh
2c2

ij (1 ≤ i, j ≤ m), λj
i = δj

i (i, j = 1, 2)

vh(c, λ) = λh
1

∑
3≤j≤m c1

1jλ
j
2 + λh

2

∑
3≤i≤m c2

i2λ
i
1

と置く．さらに基点 o ∈ M の周りの局所座標 x = (x1, · · · , xm) (x(o) = 0) をとり, 未知

関数 λ = (λh
p) を x の関数と見なす．λi = (λh

i )m
h=3 (i = 1, 2) とベクトル表示し, Aj(x, λ2)

(1 ≤ j ≤ m), B(x, λ1, λ2) = (Bh(x, λ1, λ2))m
h=3 を

Aj(x, λ2) =
∑m

i=1 λi
2(x)(Eix

j),

Bh(x, λ1, λ2) =
∑m

i,j=1 λi
1(x)(Eix

j)∂λh
2

∂xj +
∑m

i,j=1 uh
ij(c, λ)(x)λi

1(x)λj
2(x) + vh(c, λ)(x)

と置く．このとき，方程式 (＊) は

m∑
j=1

Aj(x, λ2)
∂λ1

∂xj
− B(x, λ1, λ2) = 0

とベクトル方程式で表せる．λ2 = λ2(x) を任意関数とし λ1 を解ベクトルとすれば，このタ

イプの方程式は，主部の等しい準線形１階偏微分方程式系なので１変数単独準線形１階偏微

分方程式と同じように扱える．

ベクトル方程式 (＊) の解 λ1(x) の存在条件は

A(x, λ2) = (A1(x, λ2), · · · , Am(x, λ2)) 6= 0

である．実際，すべての1 ≤ j ≤ mに対してAj(x, λ2) = 0と仮定すれば，
∑m

i=1 λi
2(x)(Eix

j) =

0, i.e., (
∑m

i=1 λi
2(x)Ei)xj = 0. よって

∑m
i=1 λi

2Ei = 0. {E1, · · · , Em} は基底だから λi
2 = 0

(1 ≤ i ≤ m). これは λ2
2 = 1 に矛盾する．従って，A(x, λ2) 6= 0 のとき常に解 λ1(x) が存在

する.

また，ベクトル方程式 (＊)は初期値に関する解の一意性を満たす．実際，s = (s1, · · · , sm−1)

をパラメータとし, M の基点 o を含む超曲面 (初期曲面) Γ : x = γ(s) = (γ1(s), · · · , γm(s)),

γ(0) = x(o) = 0 をとり，Γ 上の任意関数（初期値関数) を Φ(s) = (φh(s)) (3 ≤ h ≤ m) と

する．このとき，次の m 次行列式 (★) が条件

(★) det(A(γ(0),Λ2(γ(0)),
∂γ

∂s1
(0), · · · ,

∂γ

∂sk
(0), · · · ,

∂γ

∂sm−1
(0)) 6= 0

8



を満たすならば，Γ 上で λ1(γ(s)) = Ψ(s) (s は 0 の近傍) を満たすベクトル方程式 (＊) の解

λ1 が一意に存在する．実際，局所座標 x = (x1, · · · , xm) を x(o) = 0, (Ei)o = (∂/∂xi)o (1 ≤

i ≤ m) )を満たすようにとり，初期曲面 Γを γ1(s) = s1, γ2(s) = 0, γ3(s) = s2, · · · , γm(s) =

sm−1 と選ぶ．このとき，A(0,Λ2(0)) = (0, 1, 0, · · · , 0) だから， m 次行列式 (★)= −1 6= 0

を満たす．以上の議論は, λ1 を任意に与え，λ2 を未知関数としても同様である．

さて，最初の問題は，基点 o の周りの関数 Θ : M → k で局所線形分布 DΘ = {DΘ
p },

DΘ
p = Pop(Ad(exp Θ(p))V0), が包含的になる関数 Θ の存在であった．方程式 (＊) を未知関

数 Θの準線形１階偏微分方程式系に書き換えることを考える．

これまで同様に, {e1, e2, · · · , em} を V0 =< e1, e2 >R を満たす p = ToM の正規直交

基底とし，x = (x1, · · · , xm) をこの基底に付随する正規座標とし，o の周りの局所基底場

{E1, · · · , Em} を p の基底 {e1, · · · , em} から定まる平行移動場とする．このとき x(o) = 0,

(∂/∂xi)o = ei (1 ≤ i ≤ m), [Ei, Ej ]o = 0 (1 ≤ i, j ≤ m) を満たす．また，k の正規直交基底

{t1, · · · , t`} をとり，それに関する座標を y = (y1, · · · , y`) とする．o の周りの局所関数 Θ を

y = Θ(x) = (y1(x), · · · , y`(x)) と考え, また，方程式 (＊) の未知関数 λi(x) を λi(y(x)) と見

なす．このとき，方程式 (＊) は未知関数 y = y(x) (y(0) = 0) に関する次のような準線形１

階偏微分方程式系 (♯)として書き換えられる．

(♯)
∑`

α=1

∑m
j=1(p

h)j
α(x, y)∂yα

∂xj
+ qh(x, y) = 0,

ここで (ph)j
α(x, y) =

∑m
i=1{λi

1(y)(Eix
j)∂λh

2
∂yα − λi

2(y)(Eix
j)∂λh

1
∂yα } (3 ≤ h ≤ m),

qh(x, y) =
∑m

i,j=1 uh
ij(x, λ(y))λi

1(y)λj
2(y) + vh(x, λ(y)) と置く．

定理. s = 2 とする．このとき，局所線形分布 DΘ が包含的となるような基点 o ∈ M の周り

の局所関数 Θ : M → k が存在するための必要十分条件は，初期条件 y(0) = 0 で次の (1), (2)

を満たす関数 y = Θ(x) = y(x) : Rm → R` が存在することである：

(1) (微分方程式の条件) 関数 y = y(x) は準線形１階偏微分方程式系 (♯) を満たす．

(2) (関数関係の条件) さらに, aj
i (0) = δj

i (i, j = 1, 2) を満たす y(0) = 0 ∈ R` の周り

の４つの関数 aj
i (y) で，ah

i (y) =
∑

j=1,2 λh
j (y)aj

i (y) (3 ≤ h ≤ m) と置くとき関数関係

Ad(exp(
∑`

α=1 yα(x)tα))ei =
∑m

j=1 aj
i (y(x))ej (i = 1, 2) を満たす.

注意. 方程式 (♯) の係数 ph
αj(x, y(x)), qh(x, y(x)) の x = 0 における値を計算すれば，

ph
αj(0, 0) =


0 (3 ≤ j ≤ m)

− < ad(tα)e2, eh > (j = 1)

< ad(tα)e1, eh > (j = 2)

, qh(0, 0) = 0

となる．
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[16] I. Satake, Algebraic structures of Symmetric domains, Iwanami Shoten, Tokyo and

Princeton Univ. Press, Princeton, NJ, 1981.

[17] H. Naitoh, Grassmann geometries on compact symmetric spaces of general type, J.

Math. Soc. Japan, 50(1998), 557-592.

[18] H. Naitoh, Grassmann geometries on compact symmetric spaces of exceptional type,

Japan. J. Math. (N.S.), 26(1)(2000), 157-206.

[19] H. Naitoh, Grassmann geometries on compact symmetric spaces of classical type,

Japan. J. Math. (N.S.), 26(2)(2000), 219-319.

[20] H. Naitoh, Grassmann geometries on compact symmetric spaces of classical type,

Japan. J. Math. (N.S.), 26(2)(2000), 219-319.

[21] S. Murakami, Sur la classification des algèbres de Lie réelles et simples, Osaka J. Math.,
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