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序

Gを連結コンパクトリー群とする．(G,K1, θ1) および (G,K2, θ2) を Gに対する
2個のコンパクトリーマン対称対とする．このとき，コンパクトなリーマン対称空間
M = G/K1 上への K2 の自然な左群作用は，Hermann 作用と呼ばれる．

Hermann作用は，超極性や変分完備性，無限次元超極的作用との連関性など，豊
かな良い性質・構造が知られている．Hermann作用の軌道は，法接続に関して平行
な平均曲率ベクトル場をもつ等質部分多様体になる（酒井高司氏ら），等の性質をも
ち，部分多様体の微分幾何の観点からも大切な部分多様体のクラスを与える．とく
に，Hermann作用の主軌道は，平坦な断面をもつ等質等径部分多様体で，平行移動
写像によるその逆像は，ヒルベルト空間内の固有なフレッドホルム等質等径部分多様
体をなることもよく知られている．この領域においても小池直之氏の貢献は大きい．
今，G は半単純で，可換条件 θ1 ◦ θ2 = θ2 ◦ θ1 が満たされる Hermann 作用に限

定する．rank(G/K1) は M = G/K1上での K2 の余等質性に.等しい，と仮定する．
小池直之 ([10], [11]) は，M 上の Hermann 作用の軌道に関する３種の条件 (I1), (I2),
(II2) を与え，Hermann 作用の軌道がそれら３条件の内の１個を満たすならば，軌道
上の誘導計量は，Gの (−1)×Killing-Cartan形式から誘導された計量と比例するこ
と，３条件の内の１個を満たす軌道が極小軌道である場合には，そのヤコビ微分作用
素（第 2変分作用素）は，K2 および G/K1のカシミール作用素を用いてより簡易化
された公式を示した．さらに，小池は，自身の条件を満たす極小軌道の例を幾つか挙
げている．
本研究では，（いくらか改善された）小池の条件を満たす Hermann作用の極小軌

道を全て分類するという問題を議論し，まだ十分と言えるものはではないが，その結
果を述べたい．この研究は，元大阪市立大学大学院学生（修士）吉田稔氏 ([17]) と
の共同研究である．

1. R-空間の標準埋め込め

Gを連結なコンパクトリー群，(G,K, θ)をコンパクトリーマン対称対とする．こ
の対称対に関する Gのリー代数 gの標準分解を

g = k+m
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とする．gの Ad(G)と θで不変な正定値内積 ⟨ , ⟩を一つ取る．K の p上の等方表現
（isotropy representation）は，

Adp : K ∋ a 7−→ Ad(a)|p ∈ O(p)

によって定められる．この表現は，対称対 (G,K, θ)の s-表現と呼ばれる．
pの極大可換部分空間 aを 1つとる．各H ∈ aに対して，H におけるK の等方部

分群を，
KH := {a ∈ K | Adp(a)H = H}

とおく．このとき，K のH を通る軌道 Adp(K)H ⊂ p （s表現の軌道）と微分同相
なコンパクト等質空間 K/KH は R-空間と呼ばれ，そのユークリッド空間 pへの標
準埋め込み

ΦH : K/KH ∋ aKH 7−→ Adp(a)H ∈ p

が定義される．H ∈ aが正則元のときは， K/KH は正則 R-空間と呼ばれる．
R-空間の標準埋め込み（s表現の軌道）のもつ部分多様体としての微分幾何学的

性質は，次が基本的である．

定理 1.1 ([9]). 任意の R-空間の標準埋め込みは，法接続に関して平行な平均曲率ベ
クトル場をもつ．

定理 1.2 ([12]). 任意の R-空間の標準埋め込みの法接続は，簡約等質空間としての
標準不変接続から誘導された接続と一致する．

系 1.1 ([12]). 任意の正則 R-空間の標準埋め込みの法接続は，自明で，R-空間全体
で定義されたK-同変かつ法接続に関して平行な法標構の場をもつ．

さらに，対称空間 G/K 上へのK の等方作用（isotropy action）は，

K ×G/K ∋ (k, aK) 7−→ kaK ∈ G/K

によって定義される．対称空間 G/K の測地線の指数写像

expeK : p ∋ X 7−→ exp(X) · eK ∈ G/K

は，K の等方表現と等方作用に関して同変であり，指数写像のもとで s-表現の軌道
は，K のG/K 上への等方作用の軌道に対応する．このとき，K のG/K 上への等方
作用の軌道も，上述の s-表現の軌道の性質と同様の性質を持つことが観察された．
後節で扱われるHermann作用は，コンパクト対称空間上の等方作用の拡張である．

2. 変分完備性とコンパクト対称空間上のHermann作用

K を連結コンパクトリー群，M を完備リーマン多様体とする．K は，M 上に等
長的に作用すると仮定する．

M 上のK の任意の軌道および任意の点 a ∈M に対して，（無限次元）道空間

Ω(M,N ; a) := {γ : [0, 1]→M | H1-写像, γ(0) ∈ N, γ(1) = a}.
およびその上のエネルギー汎関数が，

E : Ω(M,N ; a) ∋ γ 7−→ 1

2

∫ 1

0

∥γ′(t)∥2dt ∈ R

によって定義される．このエネルギー汎関数 E の臨界点 γ ∈ Ω(M,N ; a) は，N に
垂直に発して点 aへ結ぶ測地線 γ に他ならない．エネルギー汎関数 E の臨界点 γ に
おけるヘッシアン（第 2変分形式）(δ2E)γ は，（無限次元）ベクトル空間

{V ∈ C∞(γ−1TM) | V (0) ∈ Tγ(0)N , V (1) = 0}
上に対称 2次形式である．
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コンパクトなリー群の等長的な作用に対する変分完備性の概念は，Bott-Samelson
(1958) ([1])によって導入された．M 上の K の任意の軌道および任意の点 a ∈ M
に対して，エネルギー汎関数 EΩ(M,N ; a) → Rの各臨界点 γ におけるヘッシアン
(δ2E)γ の退化次数（nullity）はキリング退化次数（Killing nullity）と等しくなると
き，M の上へのリー群Kの等長的な作用は，変分完備性（variational completeness）
を持つと呼ばれる．1958年に Bott-Samelson ([1])によって，K のM 上への等長的
な群作用は変分完備性もつと仮定するとき，もし点 a ∈M が正則であるならば，そ
のエネルギー汎関数 E : Ω(M,N ; a)→ R は，パーフェクトなモース関数で，そのホ
モロジー基底は具体的に構成されることを示された．
では，コンパクトリー群のどのような等長的な群作用が，変分完備性をもつか？は

基本的な問題となるが，Robert Hermannの結果が第一に挙げられる．
G を連結コンパクトリー群とする．(G,K1, θ1)と (G,K2, θ2)を Gの二つのリー

マン対称対とする．
K2 ×M ∋ (a, bK1) 7−→ abK1 ∈M

によってM = G/K1 上へのK2 ⊂ Gの左群作用が定義される．K1 = K2 の場合は，
Hermann作用はM = G/K2 上へのK1 = K2 のイソトロピー群作用に他ならない．
このとき，1960年に Hermann は，次を示した．

定理 2.1 ([4]). この群作用は，変分完備性をもつ．

今日，この群作用は，Hermann 作用と呼ばれている．
その変分完備性のもとになる本質的な性質は，群作用の超極性という性質である．

リーマン多様体上へのリー群の等長的な作用は，各軌道が垂直に交叉するような閉全
測地的な部分多様体（断面）をもつとき，極的であると呼ばれる．さらに，リーマン
多様体上へのリー群の等長的な作用は，各軌道が垂直に交叉するような平坦な閉全測
地的な部分多様体（平坦断面）をもつとき，超極的であると呼ばれる．R. Hermann
自身によって，その超極性が示されている (1962年)．

定理 2.2 ([5], [3]も参照). Hermann作用は，超極的である．

ここで，1971年の Conlonによる次の見事な結果は言及しておかなければならな
い．Conlonの証明は，軌道のまわりのチューブを使う巧みな証明で感銘を受ける．

定理 2.3 ([2]). コンパクトリー群の完備リーマン多様体上への超極的な作用は，変
分完備性をもつ．

また，Hermann作用の軌道は，部分多様体のリーマン幾何学の観点からも良い性
質をもっている．井川治‐酒井高司‐田崎博之 (2001年) による

定理 2.4 ([8]). Hermann作用の任意の軌道は，法接続に関して平行な平均曲率ベク
トル場をもつ．

定理 2.5 ([8]). Hermann作用の任意の軌道の法接続は，簡約等質空間としての標準
不変接続から誘導された接続と一致する．

3. リー代数的設定

Gをリー代数 gをもつ連結半単純コンパクトリー群とする．g上のAdG-不変内積
を ⟨·, ·⟩ := −Bg(·, ·)　と定める．ここで，Bg(·, ·)は gの Killing-Cartan形式を表わ
す．(G,Ki, θi) (i = 1, 2)を 2つのリーマン対称対とする．それぞれの対称リー代数
としての標準分解を

g = k1 ⊕m1 = k2 ⊕m2
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とする．内積 (m1, ⟨·, ·⟩)を使って，M = G/K1 上の G-不変リーマン計量 h を定め
ると，(M,h)はリーマン対称空間である．π : G→M = G/K1 は自然な射影を表わ
す．このとき，K2 の (M,h)上への Hermann作用は，等長的である．

Hermann作用は，可換条件

θ1 ◦ θ2 = θ2 ◦ θ1.

を満たすと仮定する．このとき，直交直和分解

g = (k1 ∩ k2)⊕ (k1 ∩m2)⊕ (k2 ∩m1)⊕ (m1 ∩m2),

とその複素化

gC = ((k1 ∩ k2)⊕ (m1 ∩m2))
C ⊕ ((k1 ∩m2)⊕ (k2 ∩m1))

C,

がある．
さらに，m1 ∩m2の極大可換部分ベクトル空間 aを選ぶ．ここで，Exp(a) は，超

極的作用としての Hermann作用の平坦断面である (参照，[3]).

ad : a→ gl(gC),

ad : a→ gl((k1 ∩ k2)⊕ (m1 ∩m2))
C,

ad : a→ gl((k1 ∩m2)⊕ (k2 ∩m1))
C

を aからの 3種のリー代数準同型写像とする．

V = gC, ((k1 ∩ k2)⊕ (m1 ∩m2))
C or ((k1 ∩m2)⊕ (k2 ∩m1))

C

とおく．実線型関数 β : a→ R に対して，V の複素ベクトル部分空間 Vβ

Vβ := {X ∈ V | ad(H)(X) =
√
− 1β(H)X for ∀H ∈ a}

によって定める．V = gC に対して，

Σ̃ := {β : a→ R 実線型関数, β ̸= 0, Vβ ̸= 0}.

と定める．V = ((k1 ∩ k2)⊕ (m1 ∩m2))
C に対して，

Σ := {β : a→ R 実線型関数, β ̸= 0, Vβ ̸= 0}

と定める．V = ((k1 ∩m2)⊕ (k2 ∩m1))
C に対して，

W := {β : a→ R 実線型関数, β ̸= 0, Vβ ̸= 0}

と定める．このとき，Σ̃ = Σ∪W が成り立つ．さらに，a∗の一つの基底に関して a∗

上に辞書式順序を定めておく．この線型順序に関して，Σ̃の正の元全体の集合を Σ̃+

で表わし，Σ̃の単純ルート系を Π̃ とし，

Σ+ := Σ̃+ ∩ Σ,

W+ := Σ̃+ ∩W

とおく．今，

P0 := {H ∈ a | β(H) ∈ (0, π) for ∀β ∈ Σ+,

β(H) ∈
(
−π

2
,
π

2

)
for ∀λ ∈W+}.

と定める．
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定理 3.1 (参照，[6]). M 上の Hermann作用の任意の軌道は，Weyl群作用を除いて
唯一の元 Z0 ∈ P0 が存在して，

N = K2(Exp(Z0))

となる．

4. 小池の条件と定理

Gは半単純で，θ1 ◦ θ2 = θ2 ◦ θ1 で，さらに，rank(G/K1)はM = G/K1 上での
K2 の余等質性に等しいと仮定する．⟨ , ⟩は，Gの Killing-Cartan形式の (−1)倍に
よって定められた gの不変内積とする．
今，

Z0 ∈ P0, g0 := expZ0, M = K2 · g0K1 = K2 · Exp(Z0) ⊂ G/K1

とする．[10], [11]において，小池直之（東京理科大学）は，次のような Z0 ∈ P0 に
関する条件 (I), (II) および (III) を導入した．

条件 (I)：

Σ+ ∩W+ = ∅,

{β(Z0) | β ∈ Σ+} ⊂
{
0,

π

3
,
2π

3
, π

}
,

{β(Z0) | β ∈W+} ⊂
{
±π

2
,±π

6

}
.

条件 (II)：

Σ+ ∩W+ ⊂
{π

4

}
,

{β(Z0) | β ∈ Σ+} ⊂
{
0,

π

4
,
3π

4
, π

}
,

{β(Z0) | β ∈W+} ⊂
{
±π

2
,±π

4

}
.

条件 (III)：

Σ+ ∩W+ = ∅,

{β(Z0) | β ∈ Σ+} ⊂
{
0,

π

6
,
5π

6
, π

}
,

{β(Z0) | β ∈W+} ⊂
{
±π

2
,±π

3

}
.

注意. 条件 (I), (II) および (III)のどれかを満たされるならば，それは唯一つである．
また，条件 (II)における “ Σ+ ∩W+ ⊂

{
π
4

}
”は，[10], [11] におけるものと多少異な

る．これは，吉田稔によって少し改良されたものである．

小池は，条件 (I), (II) および (III)のどれかを満たす Hermann作用の軌道は次の
ような “良い”性質をもつことを示した．

定理 4.1 ([10], [11]). Z0 ∈ P0 に対して，N := K2 · ExpZ0 とおく．

rk(G/K1) = cohom(K2 ↷ M) (4.1)

と仮定する．もし Z0 ∈ P0 は，条件 (I), (II) および (III) の一つ満たすならば，こ
のとき，N 上の誘導リーマン計量 gは，gの不変正定値内積 c ⟨·, ·⟩ の k2への制限か
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ら得られる N 上のK2-不変リーマン計量である：ここで，c は，次のように与えら
れる：

c =


3
4 (I),
1
2 (II),
1
4 (III).

(4.2)

定理 4.2 ([10], [11]). Z0 ∈ P0 に対して，N := K2 · ExpZ0 とおく．

rk(G/K1) = cohom(K2 ↷ M) (4.3)

と仮定する．Z0 ∈ P0 は，条件 (I), (II) および (III) の一つ満たすとする．もし
N = K2ExpZ0 が極小軌道（M の極小部分多様体）ならば，このとき， N のヤコ
ビ微分作用素 Jは，

J̃(V ) = −CK2(Ṽ ) + CG/K2
◦ Ṽ (∀V ∈ C∞(T⊥N))

によって与えられる．ここで，線型同型

C∞(T⊥N) ∋ V ←→ Ṽ ∈ C∞(K2, T
⊥
ExpZ0

N)(K2)ExpZ0

を使い，CK2
は内積 ⟨ , ⟩に関するK2のカシミール作用素，CG/K2

は内積 ⟨ , ⟩に関
する対称空間 G/K2 の等方表現のカシミール作用素を表す．

定義 4.1. 条件 (I), (II) および (III)の一つを満たす Herman作用の軌道を，小池軌
道（Koike orbit）と呼び，さらに，極小部分多様体になる小池軌道を，極小小池軌道
（minimal Koike orbit）と呼ぶことにする．

注意. 小池軌道の上の誘導計量は，正規等質計量なので，非負の断面曲率をもつ．

極小小池軌道のいくつかの例がご自身の論文 [10], [11] において与えられている．
そこで，

問題. コンパクト対称空間上への Hermann作用の極小小池軌道を分類せよ．

5. 分類

我々の最近の共同研究 ([16]) においては，条件 (I), (II) および (III) の内の一つ
を満たし極小軌道に対応する全ての Z0 ∈ P0 を決定する問題を研究している．
可換条件 θ1 ◦ θ2 = θ2 ◦ θ1 を満たすコンパクト既約対称空間上のHermann作用は，

次のようにほぼ分類される（井川治 [6], [7], 大野晋司 [15]も参照）:

(1) K1 = K2, Type I 対称空間の等方作用.
(2) K1 = K2, Type II 対称空間の等方作用.
(3) θ1 ̸∼ θ2 (A),
(4) θ1 ̸∼ θ2 (B),
(5) θ1 ̸∼ θ2 (C).

ここで，記号 θ1 ̸∼ θ2 は，θ1 と θ2 は，gの内部自己同型写像によって互いに変換さ
れ得ることを意味する．(3), (4) および (5) の場合は，対称三対に対応することが知
られている (井川治)．

5.1. K1 = K2, Type I.

定理 5.1 ([16]). Type AI: G = SU(n), K1 = K2 = SO(n). もし Z0 ∈ P0 が条件
(I), (II) および (III)の一つを満たしかつ，極小軌道に対応するならば，このとき，
Z0 ∈ P0 は条件 (I) を満たし，次の一つで与えられる：

(1) n = 3k (k ≥ 1), αk(Z0) = α2k(Z0) =
π
3 , i ̸= k, 2kに対して αi(Z0) = 0.
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(2) n = 3k (k ≥ 1), l ∈ N (l + 2k ≤ r) に対して αl(Z0) = αl+k(Z0) =
αl+2k(Z0) =

π
3 , i ̸= l, l + k.l + 2kに対して αi(Z0) = 0.　

それぞれの場合において，対応する軌道の次元は 3k2 に等しい．

定理 5.2 ([16]). Type AIII: G = SU(p + q), K1 = K2 = S(U(p) × U(q)). もし
Z0 ∈ P0が条件 (I), (II) および (III)の一つを満たしかつ，極小軌道に対応するなら
ば，このとき，Z0 ∈ P0 は条件 (I) を満たし，次の一つで与えられる：

(1) p = q = 3k, αk(Z0) = α3k(Z0) =
π
3 , αi(Z0) = 0 for i ̸= k, 3k.　対応する軌

道の次元は 12k2 に等しい．
(2) p = q = 3k, α2k(Z0) =

π
3 , αi(Z0) = 0 for i ̸= k.3k. 対応する軌道の次元は

12k2 に等しい．
(3) p+ q = 3k, αk(Z0) =

π
3 , αi(Z0) = 0 for i ̸= k. 対応する軌道の次元は 3k2

に等しい．

定理 5.3 ([16]). Type BI: G = SO(p+ q), K1 = K2 = SO(p)× SO(q), k = p− q
とおき，p+ q は奇数, p ≥ qとする．もし Z0 ∈ P0 が条件 (I), (II) および (III)の
一つを満たしかつ，極小軌道に対応するならば，このとき，Z0 ∈ P0 は条件 (I) を満
たし，次の一つで与えられる：

(1) p + q = 3l − 1 (2 ≤ l ≤ q − 1), αl(Z0) =
π
3 , i ̸= 1, q に対して αi(Z0) = 0．

対応する軌道の次元は 3
2 l(l − 1) に等しい．

(2) p+ q = 3k + 2, α1(Z0) = αq(Z0) =
π
3 , αi(Z0) = 0 for i ̸= 1, q．対応する軌

道の次元は 3
2k(k + 1) に等しい．

(3) p+q = 3l−1 (2 ≤ l ≤ q−1), α1(Z0) = αl(Z0) =
π
3 , αi(Z0) = 0 for i ̸= 1, l．

対応する軌道の次元は 3
2 l(l − 1) に等しい．

定理 5.4 ([16]). Type CI: G = Sp(n), K1 = K2 = U(n). もし Z0 ∈ P0 が条件
(I), (II) および (III)の一つを満たしかつ，極小軌道に対応するならば，このとき，
Z0 ∈ P0 は条件 (I) を満たし，次の一つで与えられる：

(1) n = 3l + 2, α2l+1(Z0) =
π
3 , i ̸= 2l + 1に対して αi(Z0) = 0. 対応する軌道

の次元は 3(2l + 1)(l + 1) に等しい．
(2) n = 3k− 1, αk(Z0) = αn(Z0) =

π
3 , i ̸= k, nに対して αi(Z0) = 0．対応する

軌道の次元は 3k(2k − 1) に等しい．

定理 5.5 ([16]). Type CII: G = Sp(p + q), K1 = K2 = Sp(p) × Sp(q), p ≥ q,
k = p− qとおく．このとき，条件 (I), (II) および (III) の一つを満たし，かつ極小
軌道に対応する Z0 ∈ P0 は存在しない．

定理 5.6 ([16]). Type DI: G = SO(p+ q), K1 = K2 = SO(p)× SO(q), p ≥ q かつ
p+ q は偶数とする．もし Z0 ∈ P0が条件 (I), (II) および (III)の一つを満たし，か
つ極小軌道に対応するならば，このとき，Z0 ∈ P0 は条件 (I) を満たし，次の一つで
与えられる：

(1) p = q = 4, α1(Z0) = α3(Z0) = π
3 , α1(Z0) = α4(Z0) = π

3 , α4(Z0) =
α3(Z0) = π

3 または α1(Z0) = α3(Z0) = α4(Z0) = π
3 . i ̸= 1, q に対して

αi(Z0) = 0. 対応する軌道の次元は 9 に等しい．
(2) p = q = 3l − 1, αl(Z0) = αq−1(Z0) =

π
3 , i ̸= l, q − 1に対して αi(Z0) = 0.

　対応する軌道の次元は 6l2 + 3l に等しい．
(3) p = q = 3l − 1, αl(Z0) = αq−1(Z0) =

π
3 , i ̸= l, q − 1に対して αi(Z0) = 0.

対応する軌道の次元は 6l2 + 3l に等しい．
(4) p+ q = 3f − 1 (2 ≤ f ≤ q), αf (Z0) =

π
3 , i ̸= f に対して αi(Z0) = 0. 対応

する軌道の次元は 3
2f(f − 1) に等しい．
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(5) p+ q = 3f − 1 (2 ≤ f ≤ q), αf (Z0) =
π
3 , i ̸= f に対して αi(Z0) = 0．対応

する軌道の次元は 3
2f(f − 1) に等しい．

定理 5.7 ([16]). Type EI: G = E6, K1 = K2 = Sp(4). もしZ0 ∈ P0が条件 (I), (II)
および (III)の一つを満たし，かつ極小軌道に対応するならば，このとき，Z0 ∈ P0

は条件 (I) を満たし，次の一つで与えられる：
(1) α4(Z0) = π

3 , i ̸= 4に対して αi(Z0) = 0.　対応する軌道の次元は 27に等
しい．

(2) α1(Z0) = α6(Z0) =
π
3 ,　 i ̸= 1, 6に対して αi(Z0) = 0. 対応する軌道の次元

は 24に等しい．

定理 5.8 ([16]). Type EII: G = E6, K1 = K2 = SU(6) · SU(2). もし Z0 ∈ P0 が
条件 (I), (II) および (III)の一つを満たし，かつ極小軌道に対応するならば，この
とき，Z0 ∈ P0 は条件 (I) を満たし，次の一つで与えられる：

(1) α2(Z0) = π
3 , i ̸= 2に対して αi(Z0) = 0.　対応する軌道の次元は 27に等

しい．
(2) α2(Z0) = π

3 , i ̸= 4に対して αi(Z0) = 0.　対応する軌道の次元は 24に等
しい．

定理 5.9 ([16]). Type EIII: G = E6, K1 = K2 = Spin(10) · U(1).　このとき，条
件 (I), (II) および (III) の一つを満たし，かつ極小軌道に対応する Z0 ∈ P0 は存在
しない．

定理 5.10 ([16]). Type EIV : G = E6, K1 = K2 = F4. もしZ0 ∈ P0が条件 (I), (II)
および (III)の一つを満たし，かつ極小軌道に対応するならば，このとき，Z0 ∈ P0

は条件 (I) を満たし，次でのみ与えられる：α1(Z0) = α2(Z0) =
π
3 .　対応する軌道

の次元は 24に等しい．

定理 5.11 ([16]). Type EV : EV : G = E7, K1 = K2 = SU(8). もし Z0 ∈ P0 が条
件 (I), (II) および (III)の一つを満たし，かつ極小軌道に対応するならば，このと
き，Z0 ∈ P0 は条件 (I) を満たし，次の一つで与えられる：

(1) α3(Z0) = π
3 , i ̸= 3に対して αi(Z0) = 0.　対応する軌道の次元は 45に等

しい．
(2) α5(Z0) =

π
3 , i ̸= 5に対して αi(Z0) = 0. 　対応する軌道の次元は 45に等

しい．

定理 5.12 ([16]). Type EV I: G = E7, K1 = K2 = SO(12) · SU(2). もし Z0 ∈ P0

が条件 (I), (II) および (III)の一つを満たし，かつ極小軌道に対応するならば，この
とき，Z0 ∈ P0 は条件 (I) を満たし，次でのみ与えられる：α2(Z0) =

π
3 かつ i ̸= 2

に対して αi(Z0) = 0. 対応する軌道の次元は 24に等しい．

定理 5.13 ([16]). Type EV II: G = E7, K1 = K2 = E6 · SO(2). このとき，条件
(I), (II) および (III) の一つを満たし，かつ極小軌道に対応する Z0 ∈ P0 は存在し
ない．

定理 5.14 ([16]). Type EV III: G = E8, K1 = K2 = Spin(16). このとき，条件
(I), (II) および (III) の一つを満たし，かつ極小軌道に対応する Z0 ∈ P0 は存在し
ない．

定理 5.15 ([16]). Type EIX: G = E8, K1 = K2 = E7 · SU(2). もし Z0 ∈ P0 が条
件 (I), (II) および (III)の一つを満たし，かつ極小軌道に対応するならば，このと
き，Z0 ∈ P0 は条件 (I) を満たし，次でのみ与えられる：α2(Z0) =

π
3 かつ i ̸= 2に

対して αi(Z0) = 0.　対応する軌道の次元は 81に等しい．
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定理 5.16 ([16]). Type FI: G = F4, K1 = K2 = Sp(3) · SU(2). もし Z0 ∈ P0 が条
件 (I), (II) および (III)の一つを満たし，かつ極小軌道に対応するならば，このと
き，Z0 ∈ P0 は条件 (I) を満たし，次でのみ与えられる：α2(Z0) =

π
3 かつ i ̸= 2に

対して αi(Z0) = 0.　対応する軌道の次元は 18に等しい．

定理 5.17 ([16]). Type FII: G = F4, K1 = K2 = Spin(9). このとき，条件 (I),
(II) および (III) の一つを満たし，かつ極小軌道に対応する Z0 ∈ P0 は存在しない．

定理 5.18 ([16]). Type G: G = G2, K1 = K2 = SO(4). もし Z0 ∈ P0 が条件
(I), (II) および (III)の一つを満たし，かつ極小軌道に対応するならば，このとき，
Z0 ∈ P0 は条件 (I) を満たし，次でのみ与えられる：α1(Z0) =

π
3 かつ α2(Z0) = 0.

　対応する軌道の次元は 3に等しい．

5.2. K1 = K2, Type II.

定理 5.19 ([16]). An−1: U = SU(n). もし Z0 ∈ P0が条件 (I), (II) および (III)の
一つを満たし，かつ極小軌道に対応するならば，このとき，Z0 ∈ P0 は条件 (I) を満
たし，次の一つで与えられる：

(1) n = 3k (k ≥ 1), αk(Z0) = α2k(Z0) =
π
3 , i ̸= k, 2kに対して αi(Z0) = 0.

(2) n = 3k (k ≥ 1), 　 l ∈ N (l + 2k ≤ r) に対して αl(Z0) = αl+k(Z0) =
αl+2k(Z0) =

π
3 , i ̸= l, l + k.l + 2kに対して αi(Z0) = 0.

それぞれの場合において，対応する軌道の次元は 3k2 に等しい．

定理 5.20 ([16]). Bn: U = SO(2n+ 1). もし Z0 ∈ P0が条件 (I), (II) および (III)
の一つを満たし，かつ極小軌道に対応するならば，このとき，Z0 ∈ P0 は条件 (I) を
満たし，次の一つで与えられる：

(1) 2n = 3l − 2 (2 ≤ l ≤ n, l ∈ N), α1(Z0) = αl(Z0) = π
3 , i ̸= 1, l に対して

αi(Z0) = 0.　
(2) 2n = 3l − 2 (2 ≤ l ≤ n, l ∈ N), αl(Z0) =

π
3 , i ̸= lに対して αi(Z0) = 0.　

両方の場合において，対応する軌道の次元は 3
2 l(l − 1)に等しい．

定理 5.21 ([16]). Type Cn: U = Sp(n). もし Z0 ∈ P0 が条件 (I), (II) および (III)
の一つを満たし，かつ極小軌道に対応するならば，このとき，Z0 ∈ P0 は条件 (I) を
満たし，次の一つで与えられる：

(1) n = 3l+ 2, α2l+1(Z0) =
π
3 , i ̸= 2l+ 1に対して αi(Z0) = 0.　対応する軌道

の次元は 3(2l + 1)(l + 1)に等しい．
(2) n = 3k − 1, αk(Z0) = αn(Z0) =

π
3 , i ̸= k, nに対して αi(Z0) = 0.　対応す

る軌道の次元は 3k(2k − 1)に等しい．

定理 5.22. Type DIII: U = SO(2n). このとき，条件 (I), (II) および (III) の一つ
を満たし，かつ極小軌道に対応する Z0 ∈ P0 は存在しない．

定理 5.23 ([16]). Type E6: U = E6. もし Z0 ∈ P0 が条件 (I), (II) および (III)の
一つを満たし，かつ極小軌道に対応するならば，このとき，Z0 ∈ P0 は条件 (I) を満
たし，次の一つで与えられる：

(1) α4(Z0) = π
3 , i ̸= 4に対して αi(Z0) = 0.　対応する軌道の次元は 27に等

しい．
(2) α1(Z0) = α6(Z0) =

π
3 , i ̸= 1, 6に対して αi(Z0) = 0. 対応する軌道の次元は

24に等しい．

定理 5.24 ([16]). Type E7: U = E7. もし Z0 ∈ P0 が条件 (I), (II) および (III)の
一つを満たし，かつ極小軌道に対応するならば，このとき，Z0 ∈ P0 は条件 (I) を満
たし，次の一つで与えられる：
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(1) α3(Z0) =
π
3 , i ̸= 3に対して αi(Z0) = 0.

(2) α5(Z0) =
π
3 , i ̸= 5.に対して αi(Z0) = 0.

それぞれの場合において，対応する軌道の次元は 45に等しい．

定理 5.25 ([16]). Type E8: U = E8. このとき，条件 (I), (II) および (III) の一つ
を満たし，かつ極小軌道に対応する Z0 ∈ P0 は存在しない．

定理 5.26 ([16]). Type F4: U = F4. もし Z0 ∈ P0 が条件 (I), (II) および (III)の
一つを満たし，かつ極小軌道に対応するならば，このとき，Z0 ∈ P0 は条件 (I) を満
たし，次でのみ与えられる：α2(Z0) =

π
3 かつ i ̸= 2に対して αi(Z0) = 0. 対応する

軌道の次元は 18に等しい．

定理 5.27 ([16]). Type G2: U = G2. もし Z0 ∈ P0 が条件 (I), (II) および (III)の
一つを満たし，かつ極小軌道に対応するならば，このとき，Z0 ∈ P0 は条件 (I) を満
たし，次でのみ与えられる：α1(Z0) =

π
3 かつ α2(Z0) = 0. 対応する軌道の次元は 3

に等しい．

5.3. θ1 ̸∼ θ2 (A). この場合は，G は単純かつ θ1 と θ2 は互いに gの対合的な内部
自己同型写像で.変換され得ないという仮定によって定められる．この場合は，条件
(I) あるいは (III)を満たすHermann作用の軌道は存在しない．何故ならば，これは
次の結果から分かる．

補題 5.1 ([6] 松木敏彦). θ1 ∼ θ2 であるためには，Σ ∩W = ∅ であることが必要十
分である．

定理 5.28 ([16]). G = SO(r + s+ t),K1 = SO(r)× SO(s+ t),K2 = SO(r + s)×
SO(t), (1 ≤ r < t, s ≥ 1)の場合，条件 (II) を満たす Hermann作用の軌道が存在す
るのは，r = 1の場合のみである．s ≥ 2ならば，Hermann作用の極小軌道が存在す
るのは，s = tのときのみであり，また，s = 1ならば，t = 2のときのみである．対
応する軌道の次元は，それぞれ 2t− 2 および 2に等しい．さらに，それら極小軌道
は，M の austere 部分多様体である．

定理 5.29 ([16]). G = SO(4r),K1 = U(2r),K2 = SO(2r) × SO(2r), (r ≥ 1)の場
合，条件 (II) を満たす Hermann作用の軌道が存在するのは，r = 1の場合のみであ
るが，それらの間に極小軌道は存在しない．

定理 5.30 ([16]). G = SU(2r),K1 = S(U(r) × U(r)),K2 = SO(2r), (r ≥ 1)の場
合，条件 (II) を満たす Hermann作用の軌道が存在するのは，r = 1の場合のみであ
るが，それらの間に極小軌道は存在しない．

定理 5.31 ([16]). G = SU(r+s),K1 = S(U(r)×U(s)),K2 = SO(r+s), (1 ≤ r < s)
の場合，条件 (II) を満たす Hermann作用の軌道が存在するのは，r = 1の場合のみ
である．対応する軌道の次元は，2t−2 に等しい．さらに，この軌道は，M の austere
部分多様体であり，よって極小軌道である．

定理 5.32 ([16]). G = SU(4r),K1 = Sp(2r),K2 = S(U(2r)× U(2r)), (r ≥ 1)の場
合，条件 (II) を満たす Hermann作用の軌道が存在するのは，r = 1の場合のみであ
るが，それらの間に極小軌道は存在しない．

定理 5.33 ([16]). G = Sp(2r),K1 = Sp(r) × Sp(r),K2 = U(2r)の場合，条件 (II)
を満たす Hermann作用の軌道が存在するのは，r = 1の場合のみである．条件 (II)
を満たす Hermann作用の極小軌道は，3次元であるが，それはM の austere 部分
多様体である．
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5.4. θ1 ̸∼ θ2 (B). この場合は，単純連結コンパクトリー群 U およびリーマン対称対
(U,K, τ) が存在して，

G = U × U,

K1 = ∆G = {(u, u) | u ∈ U},
θ1(u1.u2) = (u2.u1),

K2 = K ×K,

θ2(u1.u2) = (τ(u1), τ(u2)).

となるという仮定によって定められる．この場合は，V (m1 ∩ k2) = 0という場合のみ
を扱えばよい．そして，条件 (II)を満たす軌道があるならば，その対称三対のルー
ト系は 1次元なければならないことを観察する．このようにして，

(1) U = SU(n), K = SO(n),
(2) U = SU(p+ q), K = S(U(p)× U(q)),
(3) U = SO(p+ q), K = SO(p)× SO(q).

定理 5.34 ([16]). 条件 (II)を満たす Hermann作用の極小軌道が存在するためには，

(1) n = 2,
(2) p = q = 1, または
(3) p = 2, q = 1

であることが必要十分である．それらは全て，M の austere 部分多様体である．

5.5. θ1 ̸∼ θ2 (C). この場合は，単純連結コンパクトリー群 U または U = SO(4) お
よび uの双対的な外部自己同型写像が存在して，

G = U × U,

K1 = ∆G = {(u, u) | u ∈ U},
θ1(u1.u2) = (u2.u1),

K2 = {(u1, u2) ∈ U × U | (σ(u2), σ(u1)) = (u1, u2)},
θ2(u1.u2) = (σ(u2), σ(u1))

となるという仮定によって定められる．このとき，θ1 ◦ θ2 = θ2 ◦ θ1 である．　
V (m1 ∩ k2) = 0である場合を扱えばよい．同様に，条件 (II)を満たす軌道があるな
らば，その対称三対のルート系は 1次元なければならないことを観察する．

定理 5.35. U が単純である場合には，条件 (II)を満たす Hermann作用の極小軌道
は. 存在しない．U = SO(4) かつ K = SO(2)× SO(2)の場合には，条件 (II) を満
たす全ての軌道は，austere 部分多様体であり，よって極小軌道である．
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