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1. 変形エルミート・ヤン・ミルズ接続の定義
変形エルミート・ヤン・ミルズ接続 (dHYM接続)の定義式自体はMariño-Minasian-Moore-Strominger

による理論物理学の論文 [6]で最初に登場した．それとほぼ同時期にLeung-Yau-Zaslow [5]によって数

学者サイドからの考察も行われたされた．一言でいえば，dHYM接続とは特殊ラグランジュ部分多様体

のミラー対応物である．

まずは特殊ラグランジュ部分多様体の定義を復習しておこう．ケーラー多様体 (X2n, ω)と（本稿では

多様体Mkと書いたらkは実次元を表すことにする）とX上至るところ消えない正則 (n, 0)-形式Ωの組

み (X,ω,Ω)をalmost Calabi–Yau多様体という．

定義 1. almost Calabi–Yau多様体 (X2n, ω,Ω)内の部分多様体L ⊂ X が phese θ (実定数)の特殊ラグ

ランジュ部分多様体 (sLag) ⇐⇒ 次の (0), (1), (2)を満たす．

(0) dimR L = n, (1) ω|L = 0, (2) Im(e−
√
−1θΩ)|L = 0.

ここで (1)と (2)の条件は部分多様体Lの次元に関わらず意味を持つということに注意しておこう．例

えば，dimRX ≥ 4であれば，X内の任意の1次元部分多様体は (1)と (2)を満たす．従って，(0)は sLag

を特別なオブジェクトにするためには重要な条件である．

定義 2. (X∨, ω∨)をケーラー多様体でdimCX = nとする．また E → X∨を rank 1のC-束（正則性は
仮定しない）であり，エルミート計量hが与えられているとする．このときE上のエルミート接続Dが

phese θ（実定数）の変形エルミート・ヤン・ミルズ接続 (dHYM接続) ⇐⇒ 次の (1), (2)を満たす．

(1) F (0,2) = 0, (2) Im(e−
√
−1θ(ω∨ + F )n) = 0.

ここでF はDの曲率形式である．エルミートなので純虚数値の 2-fromである．変形エルミート・ヤ

ン・ミルズは deformed Hermitian–Yang–Millsの直訳である．(1)は可積分条件で，これによりDは E
に正則構造を定めることになる．また定義1と定義2の (1), (2)には対応関係がある．ただし，定義1の

(0)に対応した条件が定義2では欠落している．

2. Leung-Yau-Zaslowの結果の拡張
LYZ [5]の結果の拡張版を紹介する．まずは話の舞台を設定する．

定義 3. Bを実n次元の多様体とし，D = { (Uλ, ψλ) }λ∈Λ をその可微分構造とする．変換関数ψλ ◦ψ−1
µ

がRm ⋊GL(Zm)に収まるとき (B,D)をトロピカル多様体という．

Bの座標はxとする．トロピカル多様体では各局所座標Uλ上で定義した格子束

Λ|Uλ
:= Z

∂

∂x1
+ · · ·+ Z

∂

∂xn
(∼= Zn)

は共通部分で貼り合い，B上の大域的な格子束Λを定める．そして，X := TB/Λとすれば，これでB

上のトーラス束π : X → Bが定まる．ファイバーであるトーラスの座標はyとする．また，同様にして，

T ∗BをΛ∗ := Zdx1 + · · ·+ Zdxnで割ってX∨ := T ∗B/Λ∗とすれば別のトーラス束π∨ : X∨ → Bが定

まる．こちらのファイバーであるトーラスの座標は ỹとする．XとX∨を双対トーラス束という．

1章の定義ではXとX∨に計量が入っていた．そのため，まずはBにリーマン計量gが備わっているこ

とを仮定する．さらに，そのgは各Uλ上で，あるKλ ∈ C∞(Uλ)を用いてg|Uλ
=
∑n

i,j=1(Kλ)ijdx
i⊗dxj
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と表されることを仮定しよう．(Kλ)ijはKλのヘッシアンである．このような gをヘッシアン計量とい

う．ここまで仮定すると，XとX∨に以下のようにしてケーラー多様体の構造が入る．

X : (複素座標) zi := xi +
√
−1yi, (計量) ω :=

√
−1

2

n∑
i,j=1

(Kλ)ijdz
i ∧ dz̄j

X∨ : (複素座標) z̃i := x̃i +
√
−1ỹi, (計量) ω∨ :=

√
−1

2

n∑
i,j=1

(Kλ)
ijdz̃i ∧ d¯̃zj

ここで x̃i = x̃i(x) = ∂Kλ

∂xi (x)はルジャンドル変換によって定義される B 上の別の座標である．また

Ω := dz1 ∧ · · · ∧ dz1はX上至る所消えない大域的な正則 (n, 0)-formを定める．（同様のことはX∨上で

も成り立つが，X∨上ではそれを後で使わないので必要ない．）

定義 4. 部分多様体V ⊂ BがUλ内で座標 x̃i(=
∂Kλ

∂xi )に関して有理的なアファイン部分空間として書け

るとき有理的アファイン部分多様体と呼ぶ．

B自体と，0次元部分多様体は自明な有理的アファイン部分多様体である．さて，有理的アファイン部

分多様体V k ⊂ Bを１つ取る．さらにV 上の滑らかなベクトル場Y =
∑n

i=1 Y
i ∂
∂xi を一つ取る．すると

L(V, Y ) := T⊥V/Λ + Y (= { [ν + Y (x)] | ν ∈ T⊥
x V, x ∈ V })

はX内の実n次元部分多様体になる．より詳しくはV k上のTn−k-束になる．
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図 1: L(V, Y )

一方で，

C(V ) := T ∗V/Λ∗, DY := d+
√
−1

m∑
j=1

Yjdỹj
∣∣
C(V )

と定めるとC(V )はX∨内の複素 k次元部分多様体となる．従ってX∨のケーラー構造を制限すること

でC(V )は複素k次元ケーラー多様体になる．C(V )はV k上のT k-束である．またDY はC(V )上の自明

C-束のエルミート接続になる．DY はX∨全体上ではなく，C(V )という複素部分多様体上の接続である

ことに注意しておく．上記の設定の下，以下が成立する．

定理 5 (Y., 2018, [7]).

(1) L(V, Y )はラグランジュ部分多様体⇐⇒ C(V )上の接続DY は可積分．

(2) L(V, Y )はphase θの sLag ⇐⇒ C(V )上の接続DY はphase θのdHYM.

注意 1. BをRnの開集合とし，V := BとすればLYZの結果 [5]が再現される．その場合C(V ) = X∨と

なる．しかし，上記のように一般にDY はX∨全体で定義されるとは限らない．

どうしてDY をd+
√
−1Yjdỹjと定義するのかを説明しておこう．簡単のため，状況はLYZと同じも

のとする．つまりV := Bとし，Y はB上のベクトル場（より正確にはY ∈ Γ(B,X)）という場合であ

る．するとY のグラフL = L(Y ) := Graph(Y ) = { (x, Y (x)) ∈ X | x ∈ B }はX内の半分次元の部分多



様体になるわけだが，この部分多様体に対してフーリエ向井変換という操作を施すことができる．する

とX∨上の接続ができる．これを説明したい．まず一点x ∈ Bを固定して考えよう．するとY (x) ∈ T (x)

が決まる．T (x)はトーラスなので自然な同型

T (x) ∼= Hom( π1(T
∗(x)) , U(1) )

がある．これは以下のようにすれば感覚的に理解できる．まずπ1を忘れれば，T ∗(x)を考える時点で双対

を一回とっている．さらにT ∗(x)からU(1)への準同型写像全体を考えるわけだから，右辺は情報としては

T (x)の双対の双対のようなものである．従ってそれが元のT (x)と同型であることは容易に想像できるであ

ろう．さて今Y (x) ∈ T (x)があるので，上記の同型を介してY (x)は準同型写像Y (x) : π1(T
∗(x)) → U(1)

と思うことができる．ここで以下の事実を思い出そう．ベクトル束の幾何学では基本的な事実である．

事実 6. 多様体Mに対して表現ρ : π1(M) → GL(r,C)があると，M上のベクトル束Fとその平坦接続

Aの組ができる．

この構成方法をY (x) : π1(T
∗(x)) → U(1)に対して適用すると，F はT ∗(x)上の自明C-束になり，A

は接続d+ iY j(x)dỹjになることが確かめられる．あとは，このfiberwiseな構成で，x ∈ BをB全体で

動かせば，X∨上の接続DY := d+ iY jdỹjができる．このDY をL(Y )のフーリエ向井変換という．

3. dHYM計量の存在問題
dHYM接続の定義は，ケーラー多様体 (X,ω)とその上の複素C-束 Eとそのエルミート計量hを固定

したうえで，「Eのエルミートかつ可積分な接続Dで (3)を満たすもの」として定義された．その結果と

してDは Eに正則構造を定める．しかし Jacob-Yau [4]やCollins-Yacob-Yau [1]やCollins-Xie-Yau [2]

では定義が以下のようにして，「エルミート計量」に対するものにすり替わっている．つまり，Eは最初
から正則線束であると仮定しておいて，その上でEのエルミート計量hがdHYMかどうか？を議論する

わけである．その定義はhの定める標準接続が dHYM接続になることである．そのようなhを dHYM

「接続」ではなくてdHYM「計量」と呼んで，両者を区別しよう．なお，以下ではミラー対称性の議論

は登場しないので，dHYMの方で使っていた (X∨, ω∨)というケーラー多様体の記号をやめて，(X,ω)

を使うことにする．また，ラグランジュ部分多様体も登場しないので正則線束はLで表すことにする．

定義 7. (X2n, ω)をケーラー多様体，L → X を正則線束とする．このとき，L上のエルミート計量
hが phese θの変形エルミート・ヤン・ミルズ計量⇐⇒ hの定める L上の標準接続 Dの曲率 2-形式

F := − 1
2∂∂̄ log(h)が

Im
(
e−

√
−1θ(ω − F )n

)
= 0

を満たす．

定義2ではケーラー計量とFの和を考えていたが，定義7では差を考えることにしている．これはLYZ

より後に書かれた (Yauが著者に入る)論文での dHYM計量の定義に合わせたためである．実際はL−1

を考えれば，和と差は入れ替わるので，どちらの定義を採用しても本質的な差異は生じない．以下では

定義7を採用して話を進める．

さて，ラグランジュ部分多様体にラグランジュアングルという概念があったように，エルミート計量

にもエルミートアングル θ : X → R/2πZを θ := arg ζで定義しよう．ここで ζ : X → C∗は

(ω − F )n

n!
= ζ

ωn

n!

で定義されている．θがR-値関数にリフトしているときhはグレイデッドということにする．また，hに

対してその平均曲率形式をH := dθで定義する．すると，hが（あるphaseに対して）dHYM計量であ

ることと，エルミートアングル θが定数であることと，H ≡ 0は同値であることはすぐに分かる．以下

ではXはコンパクトとし，体積は1に正規化されているとしよう．dimCX = 2の場合はJacob-Yau [4]

によって，dHYM計量の存在とLの性質に関して，以下のような結果が得られている．



定理 8 ([4]). (X4, ω)をケーラー多様体（つまりケーラー曲面），L → Xを正則線束とする．このとき，

Lが条件 (P)を満たすことと，L上にdHYM計量が存在することは同値である．

ここでLが条件 (P)（ある種のPositivity条件とも思えるはずなのでPという記号を使うことにした）

を満たすとは，次の (1), (2)を満たすL上のエルミート計量hが存在することである．

(1) hはグレイデッドかつ θ ∈ (0, π)である.

(2) Ω := cot(θ̂)ω +
√
−1Fは正定数値 (1, 1)-形式になる．

ここで θ̂は定数で θ̂ := arg
(∫

X
(ω − F )2/2

)
∈ (0, π)と定義されている．

(証明の概要)

hがdHYMならば，そのhがLの条件 (P)を満たすものになる．一方で，Lが (P)を満たすと仮定する

と，(1)と (2)を満たすhがある．関数f ∈ C∞(X)を

f := log

(
(1 + cot2(θ̂)) detω

detΩ

)

と定める．すると次が言える： (
Ω+

√
−1

2
∂∂̄ϕ

)2

= efΩ2 (1)

を満たすϕ ∈ C∞(X)があれば，h′ := e−ϕhがdHYM計量になる．この事実を示すときにdimCX = 2

を使う．するとXにケーラー計量をΩで入れて（条件 (2)よりΩはケーラー計量である），ケーラー

多様体 (X,Ω)を考えて，この上で上記のモンジュアンペール方程式 (1)を解けば良い．f が可解条件∫
X
efΩ2 =

∫
X
Ω2を満たすことは直接計算で示すことができる．従ってϕの存在，つまりdHYM計量の

存在が言える．□

2章から3章に移るときに議論の対象がdHYM「接続」からdHYM「計量」にすり替わった．そして

最後はdHYM「形式」に議論の対象をすり変える．つまり以下の問を考える．

問題 1. (X2n, ω)をケーラー多様体，L → Xを正則線束とする．このとき，代表元α ∈ c1(L)であって

arg

(
(ω +

√
−1α)n

ωn

)
= θ : const

を満たすものは存在するか？

存在する場合，そのようなαをphase θのdHYM「形式」と呼ぶことにしよう．dimCX = 3の場合

はCollins-Xie-Yau [2]によって，dHYM形式の存在に関する障害が見つかっている．

定理 9 ([2]). (X6, ω)をコンパクトケーラー多様体, L → Xを正則線束とする．このとき，c1(L)内に
phase θ ∈ (π, π + π

2 ) のdHYM形式が存在するならば，次の３次のチャーン数まで使う不等式が成り立

たなければならない：(∫
X

ω3

)(∫
X

ch3(L)
)
< 3

(∫
X

ch2(L) ∧ ω
)(∫

X

ch1(L) ∧ ω2

)
.

ここでチャーン数の定義は chn(L) := c1(L)n/n!である．

実際は θ ∈ (π − π
2 , π]の場合も成り立つようであるが，筆者には証明がわからない．

(証明の概要)

dimCX = 3の場合「αがphase θのdHYM形式である」という式は

tan θ(ω3 − 3α2 ∧ ω) = 3α ∧ ω2 − α3 (2)



となる，という特殊事情に着目する．ここでαをωに関して対角化したときの固有値をλ1, λ2, λ3とし，

σ1 := λ1 + λ2 + λ3, σ2 := λ1λ2 + λ2λ3 + λ3λ1, σ3 := λ1λ2λ3とおくと，「αがphase θのdHYM形式で

ある」という式はさらに

2σ1 + tan θ(2σ2 − 1) = σ3

と書ける．ここで θ ∈ (π, π + π
2 )を使うとλi > 0が言えるのでσ3 <

1
3σ1σ2がでる．この不等式と上記

の等式を合わせた式から tan θ < 2σ1が言える．この式の両辺にω3を掛けて，2σ1ω
3 = 3α ∧ ω2に注意

して，積分すると

tan θ

∫
X

ω3 < 3

∫
X

α ∧ ω2

を得る．最後に式 (2)をX上で積分して得られる式を用いて上記の不等式の tan θを消去すると欲しい不

等式が得られる．□

4. エルミート計量の部分多様体論的アナロジー
この章ではエルミート計量に対して部分多様体論の各概念のアナロジーを導入する試みを紹介する．

(X, g)は複素次元nのケーラー多様体とし，ケーラー計量は

ω =

√
−1

2
gk̄jdz

j ∧ dz̄k

と書けていることとする．またπ : L → Xを正則線束とする．L上のエルミート計量hに対して, その

曲率 2-形式F = F (h)は局所的にはF = 1
2Fk̄jdz

j ∧ dz̄k := − 1
2∂j∂k̄ log(h)dz

j ∧ dz̄k で与えられること
に注意する．hの定める誘導計量 ηをηk̄j := gk̄j + Fk̄ℓg

ℓm̄Fm̄j と定義する．これはX上の正定値 (1, 1)-

形式になる．また∇Fをhの第二基本形式と呼ぶことにする．誘導計量ηを使って，C∞(X)に作用する

楕円型作用素∆ηを

∆ηf := ηjk̄∂j∂k̄f

で定める．さらにhの体積 V (h)を

V (h) :=

∫
X

|ζ|ω
n

n!

で定義する．このとき体積汎関数の第一変分公式は以下になる．

命題 1 ([4]). (X,ω)上の任意の滑らかなエルミート計量の１パラメーター族ht = e−ϕ(t)h0で suppϕ(t)

がコンパクトになるようなものに対して

d

dt
V (ht) = −

∫
X

⟨∂̄ϕ̇,H(1,0)⟩η|ζ|
ωn

n!
=

∫
X

(Lηθ)ϕ̇|ζ|
ωn

n!
,

が成り立つ．ここで Lηf := ∆ηf − ⟨K∗(∂̄f), ∂f⟩η であり，K は T 1,0X の自己準同型写像で K :=

gjk̄Fk̄ℓ
∂

∂zj ⊗ dzℓ と定義されている．

命題 1からhが体積汎関数の臨界点であることとエルミートアングル θ : X → R/2πZがLηθ = 0を

満たすことは同値であることが分かる．特にhがdHYM計量ならばθは定数であるから，体積汎関数の

臨界点である．しかし，それ以上に，dHYM計量は体積汎関数の最小値を与えることが分かる．

定理 10 ([4]). hがdHYM計量ならば，L上の任意のエルミート計量h′に対してV (h′) ≥ V (h)である．

(証明の概要)

hをdHYMとする．するとhのエルミートアングルは定数である．その値をθ0とする．任意のエルミー

ト計量h′に対して

Ψ(h′) := Re

(
e−iθ0

(ω − F (h′))n

n!

)
という最高次の微分形式を対応させることにする．また h′に対して決まる関数 κ = κ(h′) : X → Rを
Ψ(h′) = κ(h′)× |ζ(h′)|ω

n

n! と定義する．この時以下の２つの事実が成立する．

事実1: κ(h′) ≤ 1かつ等記成立はh′がdHYMのときに限る．



事実2. Ψ(h1)−Ψ(h2) =“exact form”と書ける．

すると任意のh′に対して

V (h′) ≥
∫
X

Ψ(h′) =

∫
X

Ψ(h) = V (h)

となり，証明が完了する．最初の不等号では事実 1，中央の等号では事実 2，最後の等号では事実 1を

使った．□

上記の証明は「特殊ラグランジュ部分多様体がそのホモロジー類の中で体積最小」ということを示す

ときに使うキャリブレイテッド幾何学の基本的な議論の流れと同様である．従って，dHYM計量には変

分構造があり，dHYM計量は上記の体積汎関数の最小値を与える．

さて次に，部分多様体に対する発散定理のアナロジーを導出しよう．X 上の新し体積要素 dµ(h)を

dµ(h) = |ζ|ω
n

n! で定義する．記号の簡略化のため v := |ζ| : X → R+とおく．T 1,0Xの滑らかな切断

Y = Y i ∂
∂zi に対して，そのv-重み付き発散をdivv Y := v−1∇i

(
vY i

)
で定義する．すると，もしY のサ

ポートがコンパクトならば，dµ(h)の定義と通常の発散定理によって∫
X

divv Y dµ(h) = 0

となることが分かる．

次にエルミート計量h = e−ϕh0の “接束”という概念を定義しよう．まずUをXの局所チャートとし

(z1, . . . , zn)をU上の正則座標とする．このとき i = 1, . . . , nに対して

Ei :=
∂

∂zi
⊕ ∂2ϕ

∂zi∂z̄j
dz̄j =

∂

∂zi
⊕ ∂̄

(
∂ϕ

∂zi

)
で定義されるT 1,0X ⊕Λ0,1XのU上の切断を考える．すると{Ei}ni=1はC上一次独立なT 1,0X ⊕Λ0,1X

のU上の切断になる. さてU ′を U ∩ U ′ ̸= ∅となる別の局所チャートとし (w1, . . . , wn)をその正則座標

とする．ここで

E ′
j :=

∂

∂wj
⊕ ∂̄

(
∂ϕ

∂wj

)
と定義すると，U ∩U ′上でEi = ∂wj

∂zi E ′
j となるので，EiとE ′

jの変換関数は正則であるということが分か

る．従って以下の定義が意味を持つ．

定義 11. L上のエルミート計量h = e−ϕh0に対してT 1,0X ⊕ Λ0,1X内の階数nの正則部分束Thを

Th|U := SpanC{ E1, . . . , En }

で定義し，これをhの接束と呼ぶことにする．

注意 2. Thの定義は，グラフで書けるようなCn内のラグランジュ部分多様体Lの接束TLの定義の類似で

ある．より正確にはψ = ψ(x)をRn上の滑らかな関数とし，ラグランジュ部分多様体L = { (x,∇ψ(x)) |
x ∈ Rn }を考える．このときTLは

∂

∂xi
+

∂2ψ

∂xi∂xj
∂

∂yj
, i = 1, . . . , n

で張られる．Thの定義はこの類似である．

Thの変換関数は∂wj/∂ziであるから，Thは正則ベクトル束としてT 1,0Xと同型である．実際，同型

写像はEi 7→ ∂
∂zi で与えらる．この同型写像を •̃ : Th → T 1,0Xと書くことにする．Y = Y j ∂

∂zj ⊕ Yj̄dz̄
j

とZ = Zk ∂
∂zk ⊕Zk̄dz̄

k をT 1,0X ⊕Λ0,1Xの滑らかな切断とする．このときT 1,0X ⊕Λ0,1Xのエルミー

ト計量 ⟨ · , · ⟩を
⟨Y,Z⟩ := gj̄kY

jZk + gjk̄Yj̄Zk̄

で定義する．この計量に関するTh ⊂ T 1,0X ⊕Λ0,1Xの直交補空間をT⊥hと書き，hの法束と呼ぶこと

にする．さらに，YのTh成分（T⊥h成分）をY⊤ (Y⊥)と書き，これをhに関するYの接部分（法部分）
と呼ぶことにする. さらに Ỹ⊤をYに付随する (1, 0)型ベクトル場と呼ぶことにする．



定義 12. Y = Y j ∂
∂zj ⊕Yj̄dz̄

jをT 1,0X ⊕Λ0,1Xの滑らかな切断とする．このときYのhに沿った発散を

divh Y := ∇iY
kηij̄gj̄k +∇iYk̄η

ij̄Fj̄ℓg
ℓk̄

で定義する．divh YはX上の滑らかな関数になる．

定義 13. L上のエルミート計量h = e−ϕh0に対して，その平均曲率切断というものを

H = H(ω, h) :=

(
−gqk̄Hp̄η

ℓp̄Fk̄ℓ

∂

∂zq

)
⊕
(
gq̄kHℓ̄η

kℓ̄dz̄q
)

で定義する．これはT 1,0X ⊕ Λ0,1Xの滑らかな切断である．このように定義するとH⊤ = 0となる．

定理 14. T 1,0X ⊕Λ0,1Xの切断Yに対してdivv Ỹ⊤ = divh Y + ⟨H,Y⟩ が成り立つ．さらにYのサポー
トがコンパクトならば ∫

X

divh Ydµ(h) = −
∫
X

⟨H,Y⟩dµ(h) (3)

が成り立つ．

注意 3. 定理 14は通常の部分多様体論で登場する発散定理（第一変分公式）の類似である．実際，リー

マン多様体 (M, ⟨ , ⟩)とその中の部分多様体LとLに沿ったTMの切断V でサポートがコンパクトなも

のが与えられたときに ∫
L

divL V dµL = −
∫
L

⟨H,V ⟩dµL,

が成り立つ．ここでdivLはV のLに沿った発散で，HはLの平均曲率ベクトルで，dµLはLに誘導さ

れた測度である．

以下で発散定理 (3)の応用を１つ与える．そのために以下のような特殊な状況を考える．

定義 15. 点p ∈ Xを固定する．以下の条件を満たすpの開近傍Uが存在するとき，(X, g)はpの近傍で

局所準平坦ということにする．

(i) UはB × Tnに微分同相である．ここでBはRnの原点を中心とした開球でTn = Rn/Znはn次元

トーラスである．なおBの座標は (x1, . . . , xn)，Tnの座標は (y1, . . . , yn)を使うことにする．

(ii) B × Tn上の複素座標 zi := xi +
√
−1yiとU上の元々の複素座標は両立する．

(iii) (z1, . . . , zn)座標で書いたときにU上で全ての i, j, k ∈ { 1, . . . , n }に対して gīj = gj̄iと
∂

∂yk gīj = 0

が成り立つ．

(U, (z1, . . . , zn))をpの周りの局所準平坦座標と呼ぶことにする. (iii)の２つ目の条件からg
(

∂
∂xi ,

∂
∂yj

)
=

0 が出る．

定義 16. (U, (z1, . . . , zn))を pの周りの局所準平坦座標とする．h = e−ϕh0がU上で全ての kに対して
∂

∂ykϕ = 0 を満たすとき，hはpの周りでグラフ的と言うことにする．

Leung-Yau-Zaslowで登場するケーラー多様体 (X,ω)とエルミート計量hは全ての点で局所準平坦か

つグラフ的である．

定義 17. ある点p ∈ Xの周りで (X, g)は局所準平坦でhはグラフ的であるとする．pの周りの局所準平

坦座標を (U, (z1, . . . , zn))とする. このときU上のT 1,0X ⊕ Λ0,1Xの切断を

P :=

(
2xk

∂

∂zk

)
⊕
(
1

2

∂ϕ

∂xk
dz̄k
)

で定義し，これをpを中心とするhの位置切断と呼ぶことにする．

定義 18. X上の滑らかな複素数値関数f : X → Cに対して作用する微分作用素Dを

Df :=

(
∇īfη

jī ∂

∂zj

)
⊕
(
∇īfη

ījFℓ̄jdz̄
ℓ
)

で定義する．DfはT 1,0X ⊕ Λ0,1Xの滑らかな切断になる．



fφPに対して発散定理 (3)を適用すると以下を得る．

定理 19. ある点p ∈ Xの周りで (X, g)は局所準平坦でhはグラフ的であるとする．pの周りの局所準平坦

座標を (U, (z1, . . . , zn))とする．このときサポートがUに含まれるような任意の滑らかな関数f : X → R
と定数α ∈ Rに対して以下が成立する．∫

X

(
n+ ⟨H,P⟩+ 2α

∣∣P⊤∣∣2) fφdµ(h) = −
∫
X

⟨Df,P⟩φdµ(h). (4)

ここでφ := exp(α|P|2) : U → Rと定めている．

5. flow approach

特殊ラグランジュ部分多様体を見つけるために，ラグランジュ平均曲率流を使うというのは近年ではメ

ジャーな方法である．つまり，勝手なラグランジュ部分多様体を１つ取って，それを平均曲率流で変形し

（ambientがCalabi–Yauなど良い多様体ならばラグランジュ性は保たれる）時間無限大まで解が存在し

その極限が存在すれば，それは特殊ラグランジュ部分多様体になるというストーリーである．Jacob-Yau

はこのミラー対応物を考えた．つまり，エルミート計量のしかるべき発展方程式を考え，その極限とし

て，dHYM計量を見つけようという作戦である．その発展方程式を彼らは line bundle mean curvature

flow （直訳：線束平均曲率流）と呼んだ．

定義 20. (X,ω)をケーラー多様体，L → Xを正則線束とする．h(t) := e−ϕ(t)h0をLのエルミート計量
の１パラメーター族とする．これが

∂

∂t
dϕ(t) = H(t)

を満たすとき，h(t)を線束平均曲率流という．

線束平均曲率流h(t)に沿って体積V (h(t))は減少する．また線束平均曲率流の定常解（つまり ∂
∂tdϕ(t) = 0

を満たす解）はdHYM計量である (H = 0なので)．従って線束平均曲率流は良い発展方程式であろうこ

とが期待される．実際，部分多様体に対する通常の平均曲率流に対して成り立つ性質の類似物が成り立

つことも証明された．

定理 21 (Jacob-Yau, [4]). (X,ω)をコンパクトケーラー多様体, L → Xを正則線束とする．h(t)を [0, T )

上の線束平均曲率流 (T ∈ (0,∞])とする．このとき supt∈[0,T ) |∇Ft| ≤ C0ならば supt∈[0,T ) |∇kFt| ≤ ∃Ck

(k ≥ 1)が言える．

このことから次の２つが従う

(1) h(t)が存在する限界の時刻Tがもし有限値ならば，lim supt→T |∇Ft| = ∞である．

(2) h(t)が [0,∞)上存在し，supt∈[0,∞) |∇Ft| ≤ C0ならば時刻の部分列∃tiを取ってh(ti)をあるdHYM

計量h∞に収束させることができる．

(1)はいわゆる有限時間爆発というケースである．ラグランジュ平均曲率流の場合はそれが起きる．し

かし，線束平均曲率流で有限時間爆発をする例は今のところ知られていない．というのも，このフロー

自体が新しすぎて（非自明な）具体例は一つも与えられていない．そこで次を問題として残してしてお

こう．

問題 2. 有限時間爆発する線束平均曲率流の例を構成せよ．

現状では本当に有限時間爆発する線束平均曲率流の解が存在するのかは不明だが，有限時間爆発も起

こりうると仮定して，先に進むことにしよう．平均曲率流の場合，有限時間爆発した時の解の漸近挙動

はHuiskenの単調性公式 [3]を使うことで (Type Iなら)特定できた．したがって，線束平均曲率流に対

しても単調性公式を見つけておけば，有限時間爆発した時の解析に有用であろう．

(X2n, ω)をケーラー多様体とし π : L → Xを正則線束とする．h(t) = e−ϕ(t)h0を線束平均曲率流と

し，定義されている時間は t ∈ [0, T )とする. 時空の点Q = (p, T ′) ∈ X × (0, T ]を一つ固定し，(X, g)は

pの近傍で局所準平坦であり，h(t)（t ∈ [0, T ′)）はグラフ的であることを仮定する．



r0 > 0を

Bx(0, 2r0)× Tn := { z = x+
√
−1y ∈ Cn | |x| < 2r0, y ∈ Tn }

の閉包がUに含まれるように小さくとる．f̃ : R → [0, 1]を滑らかな cut-off functionで [1, 2]上で狭義単

調増加で

f̃(x) =

1 if x ∈ (−∞, 1]

0 if x ∈ [2,∞)
and |f̃ ′|+ |f̃ ′′| ≤ C ′

を満たすものとする（C ′ > 0定数）．µ = µ(g) > 0をBx(0, 2r0)× Tnの閉包上での (gīj)の最小固有値

の最小値の1/2乗とする．関数f : U × [0, T ′) → Rを

f(z, t) := f̃

(
|P(z, t)|
2µr0

)
で定義する．詳細は省略するが事実としてf( · , t)のサポートは任意のt ∈ [0, T ′)に対して常にBx(0, 2r0)×
Tnに含まれてる．ここで [0, T ′)上の関数を

Θ(h,Q, t) :=

∫
X

1

(4π(T ′ − t))n/2
exp

(
− |P(t)|2

4(T ′ − t)

)
f̃

(
|P(t)|
2µr0

)
dµ(h(t))

と定義する．dµ(h(t)) := ζ(t)ω
n

n! である．このとき以下が成り立つ．

定理 22 (Y., in preparation). ある定数C > 0が存在して

d

dt
Θ(h,Q, t) ≤ −

∫
X

∣∣∣∣H+
P⊥

2(T ′ − t)

∣∣∣∣2 fφdµ(h(t)) + C

となる．Cはより厳密には次元nにしか依存しない定数C ′′(n) > 0を用いて

C = C ′C ′′(n)
Vol(h(0))

µn+2rn+2
0

と書ける．

この定理の証明中で (4)を使う．この定理によってΘ(h,Q, t) + C(T ′ − t)は非負かつ広義単調減少で

あることが分かる．従って t → T ′のとき，その極限が存在する．第二項は t → T ′のときにゼロに収束

するので，結局は limt→T ′ Θ(h,Q, t)が存在することが分かる．これは通常の部分多様体に対する平均曲

率流のガウス密度のある種の対応物と思えるはずである．現在はこの量を用いた線束平均曲率流の ε-正

則性定理について研究中である．
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